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TENSORSCHES PRODUKT ABELSCHER GRUPPEN

von Lészlé FUCHS .

Es seien 4 ; B, C belicbige Gruppen, deren Operationen wir als Addition
schreiben (ohne die Komrutativitdt vorauszusetzen). Eine fiir alle a €A und fiir
alle b €B orklirte Funktion f(a , b) mnit Werten aus C heisst eine bilineare
Funktion von A , B in G , falls sie den Bedingungen

fla +a', b) =f(a, b) + £(a? , b), fla, b +b') =f(a, b) + £la,b)
fir alle a, a' €4 und b, b' €B geniigh. Dic Funktionswerte f(a , b)
sind in C stets vertauschbar, da aus
fla+a’,b+b')=f(a, b+b')+f(a", b+d")
=f(a, b) + f(a, b') + £(a' , b) + £(a' , b')
=f(a +a' , b) + £f(a +a', b')
=f(a, b) + £(at , b) + £(a , b') + £(a' , b')

die Gleichung fla , b') + f(a’' , ¥) = f(a' , b) + f(a , b') folgt
(Wa, a'€ 4 ; b, b"€& B) . ¥ir konnen also schon imvorhinein voraussetzen, daas

die Gruppe C kommutativ ist. Ferner ergibt sich

f(~a,b) +f(~at,b)+f(a,b)+fa,d

f(-a=-at +a+a',b)

- f(a , b) + £(a , b) = £(a' , b) + £(a' , b) =0

1

das heisst (de ho) f£(a , b) verschwindet, falls a zu der Kommutatoruntergruppe
K von A& bezichungsweise (bzw.) b zu der Kommutatoruntergruppe L von B
gehbrt. Somit hingt f(a , b) nur von der Nebenklasse von a mnod K und von

der Nebenklasse b mod L ab , folglich konnen wir f(a, b) als eine auf den
Faktorgruppen A/K und B/L erklirte Funktion auffassen. Wir sehen also, dass
wir, ohnc Einschrénkung der Allgemeinheit, voraussetzen kinnen, dass die Gruppen
A, B, C abelsch sind. Dementsprechend werden wir im folgenden nur abelsche

Gruppen betrachten.
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Sind A, B zwei gegebene Gruppen, so kann man die 1g]]lgeneinste" bilineare
Funktion von 4 , B, erkliren. Es sei X die durch alle Paare (a , b)
(a €4, b «B) erzeugte freiec abelsche Gruppe (l) und Y dic durch die

Elenente der Forn
(@+a',b)=-(a,b)=(a', b)), (a,b+d)=(a,Dd)~b,b)

erzeugte Untergruppe. Das tensorsche Produkt (oder das freie bilineare Produkt)
von & , B ist als die Faktorgruppe A B =X/Y definiert. Bezeichnet man

mit a®b die das Paar enthaltende Nebenklasse von X , so sind die Elenente
von A& B endliche Sumnen von der Form

— _ . 2
b ki(ai % bi) (ki = ganz rational) ()

nit den Rechnungsregeln

(a+a’)Xb=aigb+atedpb, ak(b+Db') =agb+raXb .

Aus der Definition von 4 6B ist klar, dass zu einer beliebigen biliearen
Funktion f(a , b) von A , B in irgendeins Grupps C ein Homomorphismus .
von A% B din C existiert nit der Eigenschaft

(a b, =£(a , b)

5

D. h. jede bilineare Funktion von A , B ist ein homonorphes Bild der "freien"
bilinearen Funktion g(a , b) =axb von 4 , B in AX B »

Aus der Definition des tensorschen Produktes erhdlt man dic folgenden einfachen
Eigenschaften (3) :

19 Ist A die durch das Elenent =z erzcugte unendliche zyklische Gruppe, so
l8sst sich jedes Elecment von A & B in der cindcutigen Form a &b nit irgen-
deimem b =B darstellen, und die Abbildung b —>a® b ist ein Isomorphismus
gwischen B und A X B ; Afj{‘;Bg» B .

1

(") X bosteht also aus allen endlichen Swmen ki(ai s bi) nit ganz-
rationalen ki s Wwo die Gleichheit und Addition ,formalerweise definiert ist.

(2) Es sel bemerkt, dass die ki weggelassen werden kdnnen, da z. Be flir ein

positives k gilt k(a@®Db) =afdb + «oc + a@b = (ka) Db =2a'®b (nit
al' ¢ 1) oder euch k(a@b) =a % (kb) =2 2b' (nit b' €3) .

(3) Der Begriff des- tensorschen Produktes von Gruppen rihrt von He WHITHEY (1938)
her. Er und spéter J. DIEUDONNE haben nehrere Eigenschafien des tensorschen Pro~
duktes bestétigt. Neuerdings spiclen die tensorschcn Produkte von Moduln eine
wichtige Rolle in der homologischen Algebra.
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2° Ist A die durch a erzeugte zyklische Gruppe von endlicher Ordnung n ,
so ist die Abbildung b ~>aflb wvon B auf A (B ein Homomorphismus, dessen
Kern die Untergruppe nB [bestehend aus den n-fachen der Elemente von BJ ist ;
A% B ¥B/nB . Insbesondere ist das tensorsche Produkt zweier endlicher zyklischer
Gruppen enbenfalls eine endliche zyklische Gruppe.

3° Fir beliebige Grupnen A ; B induziert die Abbildung a &b —-=>b®a

einen (natiirlichen) Isomorphismus zwischen A« B und B & A .

4¢ Ist A die direkte Swme ihrer Untergruppen A [wo A eine gewisse Index=
nenge A von beliebiger Michtigkeit durchléuft], so 1st L& B der direkten
Summe dsr Gruppen !‘x:\.f:'\i}B isonorph.

50 Ist C eine Untergruppe von L und D eine Untergruppe von B , so
erseugen in A & B dic Elenente von der Form cd (¢ €¢C , d €D) eine Unter=
gruppe E . Vergleicht man das tensorsche Produkt C XD nit dieser Grupps E ,
so sieht nan sofort, dass die natiirlichs Abbildung o ®, d=>c®d [hier
bezeichnet c& 1 @ ein Elenent von C & D] einen Honmomorphisrms von C & D auf
E induiziert, der i. a. kein Isomorphismus ist. Unter Unstidnden ist aber diese
Abbildung ein Isomorphismus, und zwar ist dies der Fall, wemn

as C eine Servanzuntergrupps (4) (= reine Untergrupps) von 4 und D eins
Servanzuntergruppe von B ist, oder

be entweder A oder B einc torsionsfreie Gruppe (5) ist,

6° Ist wiederum C eine Untergruppe von A und D eine Untergruppe von B,
so ist das tensorsche Produkt A/C¢2B/D der Faktorgruppen 4/C , B/D eine
Faktorgrupps von A (¢)B »

/% B/D =(L®B)/ r(C, D) o
Hier bezeichnet [ (C , D) diecienige Untergruppe von LB , die durch alle

Elenent der Forn a®d {(aeh , deD)ud c@b (c€C, b €B) erzeugt
wird,

( ) C heisst eine Scrvan"un’cergrupps von A , wenn aus der Losbarkeit der
Gleichung nx =c¢ (¢ €C und n eine natiirliche Zahl) nit einem x €A folgt,
dass diese eins Losung auch in C Tbesitzt.

( ) Eine Gruppe heisst torsionsfrei, wenn sie ausser den neutralen Element O
kein Element von endlicher Ordnung enthalt. Sind alle Elenente von endlicher bzwe.
Primzehlpotenzordnung, so nennen wir die Gruppe eine Tcrsions- bzw. cine p=Gruppe «
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70 g, Aus nla und m|b folgt mla®Db (6).

be hus na=0 und mb=0 folgt (n, n)(ab) =0.

ce Aus nla und nb =0 folgt a®b=0.

[Die Beweise sind sehr einfache Z. Be beweisen wir (c) t ist x €A ein Eldnent
mit nx=a, 50 gilt a@b =nx®b=n(xxb) =x&nb=xR0=0J%

Nun wenden wir uns dem Problem zu, die Struktur des tensorschen Produktes von
zwel gegebenen Gruppen zu bestimmen. Der cinfachste Fall ist, wenn die Gruppen

Torsionsgruppen sind. Dann gilt

SATZ 1, - Das tensorsche Produkt A % B von zwel Torsionsgruppen A und B

ist die dirckte Summe endlicher zyklischer Gruppen.

Ber Bewsis ist ziemlich einfach. Da sich eine Torsionsgruppe als die direkte
Summe von p-Gruppen darstellen ldsst, folgt aus 4°, dass wir uns auf den Fall
von p=Gruppen beschrinken konnen. Ist A eine p-~Gruppe und B eine q~Gruppe
mit verschiedenen Primzehlen p und q , so ist AMB =0 wegen 7° (c)o Nun
séien A und B p-Gruppen (mit demselben p) und C , D ihre Basisunter-
gruppen (7)., Nach 5° kdnnen wir C X D als eine Untergruppe von A ‘@B betrachten
Ist a®b eine beliebige Erzeugends von A& B und ist z. B. pk b=0, so
nehnen wir ein x &4 nit pk x =a - ¢ flir ein passendes c¢ €C . Ist
pj ¢ =0, so wihlen wir ein y ¢ B nit pjy=b--d fir ein d €D . Dann
gilt

a@b=(p x+c)%b=p x&b+oXb =xXp brox (py+a)

=pjcQ‘<f;y+ci59 =cRdecC&®D ’

do he C &% D stimmt mit A % B iberein. Da C , D direkte Sumnen von zykli-
schen Gruppen sind, folgt aus 4° und 2° die Behauptung unmittelbar.

Es ist auch nicht schwer, den Fall zu erledigen, wenn 4 eine Torsionsgruppe
and B torsionsfrei ist. Auch jetzt geniligt es, nur den Fall von p-Gruppen 4
zu betrachten :

6 s s .
(") n und n bezéichnen natiirliche Zahlen und n|la bedeutet die Losbarkeit
der.Gleichung nx = a .

(7) C besitzt also die Eigenschaften : 1. sie ist direkte Surme von zyklischen
Gruppen ; 2. sie ist eine Servenzuntergruppe-von--4 , und 3, die Faktorgruppe
A/C " ist wollst#ndlg in dem Sinne, dass fir_jedes a ¢A/C und jede natiirliche
Zahl n dic Gleichung nx = a nit cinem X € 4/C 18sbar ist. Jeds p-=Gruppe
enthilt eine Basisuntergruppe (KULIKOV).



26-05

SATZ 2, - Ist A sine p=Gruppe und B eine torsionsfreie Gruppe, SO gilt

A% B 23"": -

[also die dirckte Sunme von ¥° Exemplaren der Gruppe A, wo die Kardinalzahl Y*
die Anzahl der direkten Surmanden C{p) in der Zerlegung B/pB ¥ 75 _ C(p)
bezeichnet (8)

Neulich ist ¢s mir gelungen, dic Struktur des tensorschen Produktes aufzuklaren
unter der einzigen Voraussetzung, dass einer der Faktoren eine Torsionsgruppe ists

Es gilt ndnlich @

SATZ 3. - Ist A eins Torsionsggu}gge und B eine beliebige Gruppe, so gilt (9)

A3 B2 AST + A ¢ (B/T) ,

wo T die naxinale Torsionsuntergruppe von B bezcichnet.

Zun Bewels wird folgendes gezeigh, woraus alle drel Sitze 1-3 unnittelbar folgen :

SATZ 4. = Es sei A eine p~Gruppe und B cine beliebige Gruppe, deren naxi-

ngle Torsionsuntergruppe T eine p=Gruppe ist (mit derselben Primzahl p). Ist

o .
C = ZT— S c(p") ecine Basisuntergruppe von T , ist ferner 8% /pB* 23 C(p)
i=1 Wi, -~

[wo B* = B/T], so ist

@ .
AeBx S T A A+Y A
i=l W, w
i

Bilden die Elemente b, (N & A) eine Basis von C und die Nebenklassen

:\ (L ¢ M) eine Basis von B * foB* , S0 bilden die Elemente by , cn
( Me /Ny e M) eine Basis von B nod prB {E=1,2, ees) , WO c, € B ein
beliebiges Edenent der Nebenklassc cy. bedeutet. Ist mun ein (willkiirliches)
BElement b ¢ B durch jede Potenz von p tc:lear, so verschwindet a &b nach
70 (c) fiir jedes a €4 . Ist aber b c p B, Qp 1 g , 50 konnen wir fiir

jedes h >k schreiben

29

h

b=mlbl+“.+mb+n1 1+”.+nscs+p b? ,

mit ganzen n , n uwnd nit b! ¢ B . Ist nun ph a =0 , so besteht

(8) Mit C(n) bezelchnen wir die zyklische Gruppe der Ordnung n

(%) Das Zoichen + zwischen Gruppen bedeutet direkbc Sumice
P
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a@b=3 _ (awn, b)) +2 (a ®n, cj) +a®p b

=3 (m; amsny) + Z(nj a ®cj) .
Dies zeigt, dass jedes Element von A ® B von der folgenden Form ist @
D (ay;®b;) + T (afevey)
Wo as s al boliebige Elemente aus A& und bi s Cj Elenente aus dem festen
Systen b?\ » €, becdeuten. Es ldsst sich leicht zeigen, dass ein Elenent von
A B nur dann verschwindet; wenn slle a, (Xiby j j verschwinden. Daraus

schlicssen wir, dass ein (natiirlicher) Isomorphlsmus ( )

E@DET (8iby]) T B RieY)
Ry
gilt. Aus 1° und 2° ergibt sich unnittelbar die Behauptung des Satzese

Fiir beliebigs Gruppen 4 , B ist die Struktur von A &B noch nicht bekannt.
Die Schwisrigkeit liegh im torsionsfreien Fall, es ist n#nmlich nichts Wesentliches
begziiglich der Struktur des tensorschen Froduktes von zwei trosionsfreien Gruppen
bekannt. Dies hdngt verrmtlich mit der Tatsache zusammen, dass kein verniinftiges
Invariantensysten flir torsionsfreie Gruppen bekannt ist. Es ist leicht ein Erzeu-
gendensysten fiir A ®B (bci beliebigen A , B) nittels der Erzeugendensystene
von A und B anzugeben, dics hilft aber gar nichts in der Beschreibung der
Struktur von A®B .

Zun Schluss sei erwdhnt ¢ es ist nicht schwer, dis Struktur der maximalen
Torsionsuntergruppe cines beliebigen tensorschen Produktes anzugeben 3

SATZ 5. - Fiir beliecbige Gruppen A und B gilt s

T(A®@B) 2T(A) 0 T(B) + T(A) g [B/T(B)] + [A/T(A)]®T(B) ,

WO T(G) die maximale Torsionsuntergruppe der Gruppe G bezeichnete

Der Beweis lauft dhnlich wie beil Satz 4.

bezeichnet dic durch das Elenent g erzeugte zyklische Gruppe.



