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STRUKTURFRAGEN IN DER THEORIE DER ABELSCHEN GRUPFPEN

von Laszlo FUCHS.

Obwohl die Theoriec der abelschen Gruppen in den letzten Jahrzehnten grosse
Fortschritte gemacht hat und eine der entwickeltesten Disziplinen der modernen
Algebra geworden ist, hat man in den allerwichtigsten Problemenkreis : in der
Charakterisierung der untersuchten Grupnen nittels verminftiger Invarianten,nur
in wenigen Fdllen vollstdndige Resultate erzielt. Zwsck dieses Vortrags ist, eine
kurze Ubersicht des heutigen Standes der Strukturthsorie der abelschen Gruppen zu
bisten und diejenigen Probleme hervorzuheben, deren Losung als die nachsten Ziele

der Theorie angesehen werden kann.

Das Muster aller Strukturséitze ist der Hauptsatz der endlichen abelschen Gru;pen(l):
Jede endliche abslsche Gruppe ldsst sich als direkte Surizen von endlich vielen

endlichen zyklischen Gruppen von Primzahlpotenzordnungen darstellen, wobei die Ord-
nungen der Summanden eindeutig bestimnt sind (und belisbig vorgeschrieben werden
knnen) .

Ein jeder Struktursatz ldsst sich prinzipiell in zwei verschiedenen Richtungen
verallgeneinern ¢

10 die direkte Richtung ist das eigentliche Strukturproblen ¢ zu je allgemeineren
Klassen von Gruppen den dem urspriinglichen Struktursatze entsprechenden allgemeine=—
ren Satz zu finden [ZunBeispiel (z. B.) die p-Gruppen (2) nittels Invarianten
zu charakterisisren] ;

20 die indirekte Richtung ¢ zu einer passenden verallgemeinerten Form des ure
springlichen Struktursatzes diejenige Gruppenklasse zu bestirnen, deren Gruppen
diese Struktur besitzen [z. B. die als direkte Sumnen zyklischer Gruppen darstell-
baren @ruppen zu charakterisierern Je |

1 . . .
(*) Wir wdhlen die Addition als Gruppenoperatione

(®) Eine Gruppe heisst : p-Gruppe (p = Prinsahl), wenn die Ordnung eines
beliebigen. Rlements der Gruppe eine Potenz von p ist ; Torsionsgruppe, wenn sie
nur Elemente von endlicher Ordnung enthalt j torsionsfreie Gruppe, wenn augeer dem
neutralen Elenent O alle Elemente von unendlichen Ordnungen sind j gemischte
Grupps, wenn sie weder einec Torsionsgruppe noch tcrsionsfrel istw
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Bei dem direkten Problem suchen wir also zu seiner gegebenen Gruppenklasse den
Struktursatz, wihrend bei dem indirekten die Gruppen mit vorgeschriebener
Struktur gesucht werden.

Vor allen ist es wiinschenswert, klarzustellen, was unter einem befriedigenden
Struktursatz zu verstechen ist. Man fordert drei Eigenschaften

El' Jeden Mitglied der betrachteten Gruppenklasse soll ein bestimutes Schema
( das heisst (d. h.) ein Invariantensysten) zugscrdnet werden, das aus Kardinaly
und Ordinalzahlen (oder eventusll aus enderen, sinfachen, wohlbekannten Grissen)
bestehts [ %o B¢ oine Menge, wchlgecrdnete Folge oder Matrix von solchen Grossen Ja

E2. Isomorphen Gruppen soll dasselbe Schema entsprechens

EBe Es soll eine Mecthode vorgeschrieben sein, mittels deren aus dem Schema und
aus bekannten Gruppen von einfacher und bekannter Struktur eine, bis auf Isomor-—
phie eindeutig (3) bestimmte Gruppe konstruisrt uerden kann, deren zugeordnstes
Schema das vorgeschricbene ist. [Z. B. ¢ die bekannten Gruppen sind die zyklischen

und quasizyklischen (4) und dic Methode ist die Bildung der direkten Sumne o

[Bei den endlichen abelschen Gruppen ist z. Be das Schema die Menge der (Prinzahl-
potenz)-Ordnungen der zyklischen Summanden, und Jie Methode ist die Bildung der
direkten Summe von zyklischen Gruppen nit den in der Menge vorkommenden Primzahl-

potenzen als Ordnungen Jo

In den erkléirten starken Sinne gibt ¢s nur sehr wenige Struktursdtze in der
Theorie der abelschen Gruppen. In einigen Fallen konnte man bisher nur solche
SHtze beweisen, die diesen drei Bedingungen nmur zun Teil genligen. Das schwerste
ist, die Eindeutigkeit des zugeordneten Schemas zu sichern, i. a. ka®n bloss eine
ﬁquivalenzrelation zwischen Schemas eingefiihrt werden, so dass zwel Gruppen genau
dann isomorph sind, wenn die zugeordneten Schemas Zquivalent sind. Ist diese
Aquivalenz der Schemas leicht zu entscheiden [sichez. Be unten {7°)J; so sind diese
Schemas als befriedigend anzusehen. I. a. ist aber diese Aquivalsnzrelation so
kompliziert, dass die Aquivalenz von zwei Schemas zu entscheiden keineswegs leich-
ter ist, als die Isomorphie der Gruppen selbst nachzupriifcn. Dann bieten die
Schemas selbstverstdndlich keinen Struktursatz.

(3) Diesc Eindecutigkeitsforderung sichert die Vollstdndigkeit des Invarianten-
systems.

' (4) Unter einer quasizyklischen (oder Priiferscben) Gruppe versteht man eine
p~Gruppe, die der Gruppe aller p-ten, p“-~ten , c.. komplexen Einheitswurzeln
isomorph iste.
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Fir die folgenden Klassen von abelschen Gruppen ist ein verniinftiger Struktur-—

satz bekannt.

1. Die endlich erzeugbaren Gruppen (oder Gruppen mit Maximalbedingung fiir Unter—
gruppen). Diese sind zerlegbar in direkte Summen endlich vieler unendlicher und

endlicher zyklischer Gruppen (von Primzahlpotenzordnungen), wobei die Ordnungen
eindeutig bestimmt sind. Das zugeordnste Schema ist die lenge

& 5
(n5P1 7-°':Pkp):

wo n (= nichtnegative ganzec Zahl) die Anzahl der unendlichen und die pi\i

die Ordnungen der endlichen zyklischen Komponenten bedeutens

2+ Freie abelsche Gruppen sind direkte Summen unendlicher zyklischer Gruppen,

wo die Anzahl ‘#: der Komponenten (= der Rang der Gruppe) nur von der Gruppe
abhingt. Das Schema besteht aus einer einzigen Kardinalzahl : Yo ,

3. Beschriankte Gruppen (wo also die Ordnungen der Elements unterhalb einer festen
endlichen Schranke bleiben) ktnnen als direktc Summen zyklischer Gruppen von
beschrankter Ordnung dargestellt werden. Das zugeordnete Sehema ist eine endliche

Matrix

\-\ ) .'nl *f!'i'nz se 0 B \'lnk /

wo dis Kardinalzahl Tﬁij die Anzahl der zyklischen direkten Summanden von der

Ordnung pg bedeutet (pi = die i-te Primzahl).

4. Vollsténdige (oder teilbare) Gruppen (wo fiir jede natiirliche Zahl n und
fir jedes Gruppenelement a die Gleichung nx = a eine ISsung x in der Gruppe
besitzt). Diese kbnnen in direkte Sumien von quasizyklischen und vollen rationalsn

Gruppen (5) zerlegt werden, wo die Anzahl W der vollen rationalen Komponen-—
ten un die Anzahl % der quasizyklischen p;~Gruppen (1 =1, 2, ...) cin-
deutig bestimmt sind. Das zugeordnete Schema ist also die gesordnete Folge von
Kardinalzahlen ¢

(5) Die additive Gruppe aller rationalen Zahlen nennen wir volls ratlonale
Gruppe, ihre Untergruppen rationale Gruppen schlechthin.
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In den Fdllen l-4 war diec zugsordnete Methode die Bildung einer direkten Summe.

5e Lbzdhlbare p-Gruppen. — Nach der Theorie von Priifer-Ulm-Zippin ldsst sich
jeder abzdhlbaren p-=Gruppe G cine Hatrix
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nit (hdchstens) abzihlbar vielen Zeilen und Spalten zuordnen, wo die Elemente
der Spelten nach einem (hSchstens) abzihlbarcn Typus U (= Ordinalzahl) und die
Elemente der Zeilen nach dem Typus der natiirlichen Zahlen geordnet sind. In der
A =ten Zeile ist das k~te Elecnent Nk eine nicht-negative ganze Zahl oder
o und zeigt die Anzahl der zyklischen direkten Summanden der Ordnung pk in
einer direkten Zerlegung des « -schen Ulmschen Faktors (6) von G . In jeder
Zeile (eventusll mit Ausnahne der letzten, falls diese vorhanden ist) gibt es
unendlich viele B # 0 ., Nach den Sitzen von Priffer-Uln~Zippin, auf die wir
hier nicht ndgher eingehen werden, sind diese Matrizen die gesuchten Schemas.

6. Geschlossene  p~Gruppen. — Dicse entstchen folgendermassen : fiir jedes 1
(=1, 2, ...) nehmen wir cine belicbige Knrdinalzahl w0, und de direkte
Stine Bi von zyklischen &ruppen dsr Ordnung pi 3 die maximales Torsions-
untergruppe der vollstindigen direckten Summe (7) der B, ist cine geschlossens
p~Gruppe (8). Das zugeordnete Schema ist die geordnete Folge ¥y , «ss , Wy oy e
(ate Wy sind durch die Gruppe eindeutig bestimmt).

(6) Fir die Einzelheiten, sei z. B. t KAPLANSKY (Irving). - Infinite abelian groups.
- Ann Arbor, Universlty of Michigan Press, 1954 ; oder KUROSH (4. G.)s = Theory of
groups, t. 1-2. ~ New York, Chelsea Publishing Company, 1955-1956 ; oder FUCHS (Les2ld)
o = Abelian groups.

(7) Die (diskrete) direkte Summe von unendlich vielen Gruppen bestent aus Vektoren
nit einer Komponsnte aus jeder Gruppe, so dass mr endlich viele Komponenten eines
Vektors. von O verschieden sind, wihrend bei der vollstédndigen direkten Summe alle
Vektoren zugelassen sind.

(8) Diese Gruppen konnen auch mittels Konvergenz von Fundamemtalitlgen definiert
werdene.
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7+ Torsionsfreie Gruppen vom Range 1, d. h. rationale Gruppen. Jedem Element a
(# 0) ordnen wir eine Folge (k1 SETTIPIN S cee) ZU (ki =0,1, .00 oder )
so dass ki die grosete Zahl k Dbedsutet, filir die die Gleichung py X =a

mit der i~ten Primzahl Ps 16sbar ist ; gibt es kein grSsstes k , so sctzt

man ki = o . Die Folge h&ngt noch von der Wahl von a ab j betrachtet man aber
'zwel Folgen #dquivalent, wenn sie nur in endlich vielen Stellen, die nicht o
sind, voneinander verschicden sind, so kdnnen wir die Lquivalenzklassen als

Schenas betrachten.

Wenn man versucht, diese Struktursdtze auf bcliebige abelsche Gruppen zu versall=-
gemeinern, so stosst man auf riesige Schwierigkeiten. Bei den heutigen Stand der
Theorie kenn nicht gehofft werden, dass die zur Verfligung stehenden Methoden
hinreichen, einen allgeneinen Struktursatz zu gewinnen. In gewissen einfacheren
F&llen konnen wir aber hoffen; einen vernﬁnfitgenstruktursatz zu finden. Einige
solche Fdlle seien im folgenden erwdhnt,

Le p-Gruppen ohne Elemsnte # O von unendlicher Hohe (9).Es sei G eine solche
Gruppe, B eine ihrer Basisuntergruppen und B dis zugehdrige geschlossens

p-Gruppe. Dann kann G als eine reine Untergruppe von B aufgefasst werden, die
B enthdlt

(%) BcCG €B , G ist reinin B .

Das Problem besteht in der Aufsuchung der nichtisomorphen G mit der Eigensehaft
{x) bei festem B » Houlich hat H. IEPTIN bewiesen, dass zwei, der Bedingung (%)
genigende Gruppen G 5 Gy it derselben Basisuntergrupps B genau dann isomorph
sind, wenn es einen Automorphismus von B gibt, der G, auf G, abbildet.

Obwohl die Automorphismen einer geschlossenen p-Gruppe leicht zu charakterisieren
sind, gestattet dieser interassante Satz auch nur cine schwer entscheidbare Kquiv

valenzrelation zwischen den G mit (%) o

(9) Ein Element a der p-Grupps & heisst von unendlicher Hohe, wenn fiir

Jedes natiirliche k dic Gleichung pk X = a eine Losung in G besitzt. Eine
Untergruppe B einer beliebigen p-Gruppe G heisst Basisuntergruppe, wenn :

i:gldist direkte Summe von zyklischen Gruppen j; 2. sie ist rein in dem Sinne,

dass aus der Ldsbarkeit einer Gleichung pk x=a (a €B) in G die Lsbarkeit
in B folgt ; 3. die Faktorgruppe G/B ist vollstdndig. Nach einen bekannten
Satz von Kulikov besitzt jede p-Gruppe Basisuntergruppen und diese sind einander
isomorphe Schreibt man B als direkte Sumne von Untergruppen Bi s WO Bi

direkte Summen von W
~ Invarianten von G .

zyklischen Gruppen dcrselben Ordmuty pl sind, so cind @

i i
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Bs p~Gruppen von Typ 2 mit Ulmschen Fektoren, die direkte Summen zyklischer
Gruppen sind (Io)c -~ Es sei G eine p-Gruppe vom Typ 2 und Gy s G ihre
Ulnschen Faktoren, die Zyklensummen seien. Sind G, und G, beide abzdhlbar, so
ist G durch GO
aber nicht beide abzdhlbar, so weiss man gar nichts von den Gruppcn mit denselben
Ulmschen Faktoren G, und G, o BEs ist wahrscheinlich, dass diese nicht alle

isomorph sind, doch kenne ich kein Gegenbeispiel. Das Problem ist also & flir

und G, eindeutig bestimmt (nach dem Satz von Uln). Sind sis

p=Gruppen vomn Typ 2 mit gegebenen Zyklensumnen GO G1 als Ulmschen Faktoren
das zugehorige Schena zu finden.,

Co Tordionsfriais Gruppen von Rangs 2 (11)0 «~ Fir torsionsfreie druppen endlichen
Ranges wurdc eine Theorie durch KUROSCH, MAL'CEV und DERRY aufgesgellt, diese
bietet aber keinen Strulttursatz im obigen scharfen Sinne, da es sich um eine
komplizierte Equiralenzrelation von Matrizenfolgen handelt. Neulich hat
M. O« CAMPBELL cine Klassifikation der abzzhlbaren torsionsfreien @ruppen ausgear—
beitet, ich kenne aber seinec Methode nicht. Die subdirekten Surmen scheinen ein

goebgnetes Hiifsmittel zur Untersuchung der torsionsfreien Gruppen vom Range 2
darzubieten.

Ist G eine torsionsfreie Gruppe vom Renge 2, so ist sie eine subdirekte
Summe von zwel Gruppen £ , B von Renge 1. G entsteht also aus A und B so,
dass man alle Pasre (a , b) (2 € A . b ¢B) ninnt nit der Eigenschaft, dass a
und b bei zwsl festen Homomorphismen von 4 beziehungsweise (bzw.) B auf
dieselbe Gruppe F dasselbe Biid tesitzen. Bezeichzen AO und BO die Kerne

1
dieser Homomorphismen. so gilt (“2\ ?

L+B2G 24, %8y, Al 2.13/13O 2 (4 +B)/G Y G/ (g * By)

Die Gruppe G bestimmt aber nicht eindeutig die Gruppen 4 , B Ao ’ BO s F
auch nicht bis auf Iscmoiphie. Wir zsigen nun, wie man eine (10 8. keine subdirelkte)
Darstellung mit eindsuti gea Komponenten definieren kann.

(10) Die Elemente von unendlicher Hohe bilden in einer p~Gruppe G eine Unter—
gruppe G1 s und G dst vomn Typ 2, wenn G1 ausser O kein Elenent besitzt,
das auch in Gl von unendlicher Hdhe ist. O = G/G .

(11) Die Anzahl der linear unabhangigen Elenente helsst der Rang.
( ) A + B bedeutet die direkte Summe der Gruppen A und B . Wir werden

nit ff A,)‘ die vollstandige direkte Summe der Gruppen A N bezeichnene.
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Zuerst betten wir G in die direkte Summe D von zwei vollen rationalen
Gruppen ecin j; dann kdnnen wir A und B als Untergruppen von D auffassen. Nehmen
‘wir nun alle mdglichen Darstecllungen von G als subdirekte Summen von Gruppen
4 , B von Range 1, so sind die Vereinigung V aller A + B und der Durchschnitt
U aller A + BO Untergruppen von D . V und U sind honogen in dem Sinne,

0
dass sis direkte Summen von zwei isomorphen Gruppen des Ranges 1 sind, und es gelten

wic oben ¢
V=V, +V, 2G23U, +U, =0 ,
o ZFr n Lt =
V, /U VU, S P 2V/6 26U miv VRV, , U OFU,

U, V,und F' sind nun durch G eindeutig bestimmt (13). Ungekehrty entsteht

G aus diesen Gruppen so, dass wir eine Zwischengruppe V 2G 2U nit

V/G Z G/U S F' auswdhlen. Zwei solche Zwischengruppen G, und G, sind genau
dann isomorphy, wenn e¢in Automorphismus von V existiert, der Gl auf G2 und
U auf sich selbst abbildet. Diese futomorphismen konnen mittels 2 x 2-Matrizen
nit rationalen Elementen dargestellt werden, und dann ergibt sich das Isomorphie-
problen als Kquivaleanroblsmo Diese Kquivalenz ldsst sich nicht so sehr schwer
entscheiden, doch wirc es wiinschenswert, eine noch einfachere Klassifikation an-
zZugehene

D. Abzdhlbare gemischte Gruppen von torsionsfreiem Rang 1 (14). - Ist G eine

solche Gruppe und T d1ihre mexinale Torsionsuntergruppe, so ist die Struktur
sowohl von T (nach PBﬁFERyULM~ZIPPIN) als auch von G/T (torsionsfrei vonm
Range 1) bekannt. Das Problem besteht also darin, wie man die verschiedenen Arten
der Zusammensetzungen von T und G/T zu nicht-isomorphen Gruppen G charak-
terisieren kann. [Bekanntlich gibt es unter den Erweiterungen von T durch G/T
kontinuierlich viele, im Sinne der Schreicrschen Erweiterungstheoric nichtaqui-
valente Gruppen GJ. Die Resultate von KAPLAWSKY und 1JACKEY, bzw. KULIKOV beziehen
sich nur avf cinen Spezialfall, i. a. ist das Problem noch offen,

————yr= w4 WA e

1

( 3) Man beachte, dass F' eine Torsionsgruppe ist, deren jede p=-Komponente
eﬁﬁwgger eine zyklische oder eine quasizyklische Gruppe ist. Offenbar gilt
V/U =F' + F! ,

(14) D. h. t die torsionsfreie Faktorgruppe nach der maximalen Torsionsunterw
gruppe hat den Rang 1.
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Nun legen wir die Gruppenstruktur fest und suchen Bedingungen, unter denen Grup-—
pen diese Struktur aufweisen. Natiirlich muss der festgelegte Struktursatz unseren
geforderten Bedingungen EléEg geniigen, insbesondere diirfen aus zwel verschiedenen
Schemas konstruisrte Gruppen nicht isomorph sein. Es gibt natiirlich viele Mdglich~-
keiten, eine Struktur vorzuschreiben; aber ss scheinen die folgenden die wichtigs=-

ten =mu sein.

a. Direkte Summen zyklischer Gruppene. = Eine Darstellung als direkte Sumne
gyklischer Gruppen kani: als Struktursatz angeschen werden, da die Machtigkeit
der gyklischen Komponenten von fester Ordnung oo oder pr allein von der Gruppe
abhdangt. Es sind mehrere Bedingungen bekannt [PRﬁEER, PONTRJAGIN, KULIKOV, KERTESZ,
SZEIE und meine ], die hinreichend oder notwendig und hinreichend sind fiir die
Zyklensunmendarstellbarkeit einer beliebigen oder einer gewissen Einschrankung unter
wor fonen Gruppe. Nur fiir abzfhlbare Gruppen und fir p-Gruppen sind aber solche not—
wendige und hinreichende Bedingungen bekennt, in denen kein ausgezeichnetes Elementon-
systen (ndmlich die Basis) vorkormt. Es wire niitzlich, auch im allgemeinsten Falls

eine solche Bedingung aufzustellen.

b. Vollsténdig zcrlegbare torsionsfreie Gruppen. —~ Eine torsionsfreie Gruppe

heisst vollstdndig zerlegbar, wenn gie als direkte Summe rationaler Gruppen
darstellbar ist. Da die Anzahl einer jeden festen rationalen Gruppe isomorpher Sum-
manden rur :von der Gruppe selbst abhdngt, kann eine Zerlegung in die direkte Surms
rationaler Gruppen als Struktursatz angeschen werden. Nach einen bekannten Satz
von Ro. Baer ist eine abzdhlbare torsionsfreie Gruppe genau dann vollstindig zer—
legbar, wenn jedes endliche Elenentensysten der Gruppe in einen solchen direkten
Surmanden eingebettet werden kanng, der die direkte Summe endlich vieler rationaler
Gruppen ist. In iiberabzzhlbarcn Fall gibt es aber keine brauchbare allgemeine
notwendige und hinreichende Bedingung fiir die vollstindige Zerlegbarkeit, somit
ist es noch ein offenss Problem, eine solche zu finden. Eine verniinftige Bedingung
darf netirlich kein ausgezeichnetes Elenentsysten enthalten.

ce Vollstandige direkte Summen von rationalen Gruppen. - Dass eine solche Darstel-

lung einer Gruppe als eine Strukturaussage betrachtet werden kahn, ist keineswegs
trivial, es ist sogar noch nicht vollstandig entschieden. Erst neulich bewiss

E. SASIADA, dass in einer Darstellung von G als vollstédndige direkte Sunme $

G ::z:f G, (wo G, die vollstdndige dirckte Surme einander isomorpher rationaler

Gruppen ist und flir verschiedene « diese rationalen Gruppen nicht-isomorph sind)
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@ie Gruppen G allein durch G bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt sind. Was
nun die Zerlegungen Gy = X__‘* A)\ nit einander isomorphen rationalen A ~ betriffl,
zeigte or mittels eines Satzes von J. Los, dass diec Anzahl der A - ©indsutig
bestimmt ist, falls die ‘L")s von der vollen rationalen Gruppe verschieden sind

und die Machtigkeit der Indexmenge kleiner als das kleinste nicht—crreichbare

Aleph ist.

Das Hauptproblen besteht nun darizi, eine Bedingung fiir die Zerlegbarkeit in die
vollstandige direkte Swame rationaler Gruppen anzugeben. Dies scheint ein ziemlich
schwisriges Problen zu sein. Es ist noch keine Bedingung vorhanden dafiir, dass eine
Gruppe die vollstindige direkte Surme unendlicher zyklischer Gruppen seie

d. Zerfdllungsproblen genischter Gruppen. ~ Es handelt sich um keinen vollstzn-
digen Struktursatz, bloss un cinen Reduktionssatz, ndmlich um den Fall, wenn dis
genischte Gruppe in die direkte Summe ihrer maxinmalen Torsionsuntergruppe T und

einer torsionsfreien Gruppe J zerfallt. R. BAER suchte notwendige und hinrei-
chende Bedingungen

® o fir eine Tcrsionsgruppe T , dass jede sie als naximale Torsionsuntergruppe
enthaltende gemischte Gruppe zerfalle ;

f « fiir eine torsionsfrcie Gruppe J , dass jede genischte Gruppe G mit
G/T £J zerfalle ;

¥ o fiir eine Torsionsgruppe T und eine torsionsfreie Gruppe J , damit jede
Gruppe G mit G 2T und G/T2J szerfalle. Er konnte nur im Fall ( &) eine
vollsténdige Losung geben, fiir die Félle () und (¥) hat er bloss notwendige
bzwe hinreichende Bedingungen aufgestellt. Den Fall (z) hat er flir abzdhlbare J
vollsténdig geldst, 1. a. ist aber dieses wichtige Problem noch offen.

In diesenm kurzen Uberblick konnten wir natiirlich die Probleme nur flichtig
beriihren. Fiir die Einzelheiten sei auf mein Buch "Abelian Groups" hingewiesen.




