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LES BQUATIONS DIOPHANTIENTES A PLUSIEURS VARIABLAS

var Harold DAVENPORT

La quustion quec j» consid<rzrai dans cobttz confircnce cst tres siiple, mais assez
gindrala, Soit- f(xl s ees xn) un polynéns honogénc & n  variables, de degré
d , & coefficients enticrs. Sous quellcs conditions de caractérc g:néral /condi-

tions vortant surtout sur n) peout-on affirmer que 1'équation

(1) f(xl s eee s Xh) =0

posséde une solution on nombr:s cnticrs, non tous nuls ? Une solution cn nombres

rationnels, non tous nuls, revient au néme parce que [ st homogéne.
Lo cas d =2 cst classique. Unc forme quadratique sc laisse transformer cn
forme diagonale au moyen d'unc transformation linéaire & coefficicnts rationncls.

I1 suffit ainsi de traiter unc équation de la forme

2 2
2 a, x, + . +a x =0
(2) 171 °° nn '
Evidemment, unc condition nécessairs, c'est que les coofficicnts a see 5 4

('1 ’
ne soicnt ni tous positifs ni tous nigatifs ; autreuent dit, que 1la forme f

5

n

nfalnini

soit indéfinie. Bn 1785, LIGTARE a trouvé les conditions nécessaires et suffisantes
pour que 1l'équation ait une solution quand n = 3 . Ces conditions (sauf celle
mentionnde) sont des conditions qui exigent que cortaines congruences solent possi-
bles. Tn 1884, MEYER a trouvé les conditions n3cessaires et suffisantes quand
n=14, et il a diuontr: en outrz que pour n 2 5 toute ¢quation cst résoluble
pourvu qu'ellec satisfassc & la condition touchant les signes des coefficients. Co

dernier résultat sc laisse formuler comie suit : toutc forme quadratique indéfinie

4 5 ou plus de variables représcnte zéro.

Bn 1923, EASSE a cxpriné ces ridsultats classiques dans unc forme plus lumincuse.
Qour qu'une équation diophanticnne queleonque soit résoluble, il faut dvidermont

qu'elle soit résolublc & la fois dans lc corns réel o dans chaque corps z--adique.
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HASSE démontra qus, pour les équations quadratiques homogénes, ces conditions néces-
saires sont cn n®me temps suffisantes. 31 n 2 5 , la condition dec rdsolubilits

dans les corps p-adiques est toujours reuplic 3 si n =3 ou 4 , clle est
toujours remplie, sauf pout-8tre pour lcs nombres oremiers p qui divisent

2 @t f , ot il roste ainsi un nombr: fini le conditions congruenticlles. HASSE
démontra aussi qu'un thioriric analoguc cst valable pour les équations quadratiques

homogénes dans les corps algébriqucs.

C'est seulement pendant 12 demi-sidcle passé qu'on a obtenu des résultats vraiment
giniraux sur les équations diophantisnnos (dc n'importe quellc osvéce) de degré supé-
rieur au deuxiéne. Pendant ce temps sont apparus les travaux de L. J. HORDELL, de
André WEIL, ot do C. L. SIZGEL, travaux qui sont tout 2 fait romarquables tant pour
leur gsniralité que pour leur profondeur. Cependant, ccs rcecherches portent sur les
dquations a4 deux ou trois variables indépendantes, ot clles ont, par conséquent,

peu de rapport avec le osrobléne que je voudrais traiter ici.

Au cours dos anndes 1920 4 1930, HARDY ot LITTLEWOOD ont d%voloppé leur méthode
célébre pour la solution du probléme de Waring et d'autrss probldnos de caractdre
additif. Cette méthode ost & 1'origine des travaux dont je vais parler tout 2

1'heure, et il faut donc que j'=n esquissc les lign.s principales.

Le probléme de “aring, c'est le probléms de représcenter tout entier N suffi-

samment grand comae une sorue de puissances d-iénes d'entiers positifs s

- .d d .
(3) =g+ et x, %70 .

Te résultat final du travail ds HARDY ot LITTT.EYOOD, c'est que, 8i n 2 no(d) ,
i1 existe unc formule asyoptotique pour le nombre r(N) de ropréscentations, vala-
ble quand N augients ind3fininment.

Le point de départ du travail sc trouve dans une cxpression de r(N) & 1'aide de
la somme exponentielle ¢
(4) s(a) = [/

0 <x<H

eZwi«xd

1/k

ou ¢of est réel. Cotis exdression est

1
(5) ﬂm=5(amﬁe4m”%u ,
0]

et elle découle dirccteuent du fait que
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e 1 ’ 3 —_
g 27ixm (1 81 n=0,
e d

0 {0 si m est un ontier # O .
T.'intégrale (5) sc divisc cn decux parties. Pour chaquc nombre rationnel g-,
oi q est inféricur 3 une certaine fonction de N , il y a un intorvalle de

valeurs dc X volsincs de 13 , dans lcquel on peut remplacer S(o) par unc
d
\

(6) 3 =/ @ ’

=1

approxination. Dans cett: approxination entre la sorme arithmétique
A, 21l
q

ct, & part cette somue, il y entre sculcment unc fonction élémentairc dec K --% .
Ces intervalles s'appellent les ™major arcs', et lc reste de 1l'intervalle

0 < X <1 forme leg "minor arcs". Dans ce dernier cas, il faut cmployer une borne
sunéricure pour |S(«)| . Une telle bornc est fournie par 1'indgalité de Weyl,
qu'il a établie, on principe, dans son némoire célébre de 1916 sur "Gleichvartei-

lung". La contribution des minor arcs & 1'intégrale (5) est inférieure 3 la contri-

bution dec major ares pourvu que n soit plus grand qu'unc certaine fonction de d

Tes détails du travail sont compliqués, et peuvent 6tre développés do plusisurs

fagons. La formule asymptotique pour rfN) qui en résulte est de la forme

hal

Sl
(7) ()~ C(d , n) N” i é 7(p(a , 1) .
p n
- m]
On peut considérer lz facteur C/d , n) yd corm: nesurc de la densité des solu-

tions de (3), y inclues les conditions de grandeur, dans le corps réel, et on peut
considérer le factcur Xp(d , n) comnme nesurs de la densité des solutions de (3)
dans lc corps o-adique. Il existe donc unc liaison entre cette formule asympto-
tique et lo théoréme de Hasse sur les équations quadratiques homogenes. Mais, bien
entendu, la formulc asymototique est plus profonde, et n'est valable que si n

est suffisamment grand par rapport a 4 .
On vsut appliquer la méthode de Hardy ot Littlowood & 1'étude des dquations de
la forme

(8) 2, x? * e ta xg =0 s

et aucune grande difficulté nouvellc ne sc préscnte. Unc tello équation représente
un typc spécial (trpe diagonal) de 1'3quation générale (1). I1 faut noter une diffé=

rence dvidente avec le srobldme de Waring : la variable N est absente de la
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formulation du probldme, ot il faub introduire, au lieu de N , un parametre

corme mesure de la grandcur des variables Xy eee s Xy . Cela sc fait lc plus
&

: de

°n

1'équation (8), dont aucune des variables n'est nulle, ot nous étudiond le nombre

simplement comme suit. llous prenons une solution réelle gl g see 3

de solutions en enticrs Xy o5 eee s Xy qui sztisfont aux inégalitss

et

(9.) %‘P(T.' <R (=1, «eso ,n) ’

d

Cde
R o

quand P - . Comie mesurc de grandeur, P srend 1a place de N7 . On obtient une
formule asymptotique pour le nombr: de solutions qui a la néme structure que celle
qu'on trouve pour le problénc de Waring. Cette formule est valable, et nontre que

1¢ nombre de solutions tond vers 1'infini avec P, pourvu que n 2 nl(d) . Au
cours de la dinonstration, il faut montrer que 1'équation est résoluble dans

chaque corps p=-adigue, mais ccla ne oréscnte pas de grande difciculté.

La méthode de Hardy et Littlewood nous donne par conséquent une certaine classe
dtéquations du type (1), dont nous pouvons affirmor la résolubilité, pourvu que
n 2 nl(d) et pourvu, bicn ontondu, que 1'2quation soit possible dans le corps réel,
La dernidrc condition cxiste sculemont si d cst pair, et dans ce cas cllc revient

3 la condition évidente sur les signes des coofficients.

Si d 3 2, l'équation générale (1) n: sc laissc pas transformer lindairenent en
uns équation du typc spéeial (type diagonal) dont nous venons de parler. Cela est
, , . d
évident, parcc gue 173quation gendrale contient plus que I coefficients arbi-
transfornmation linéaire nc contient que n2 coefficients,

n)

traires, tandis ques 1

&)

Ainsi, 12 propriété de rdsolubilité dss :quations diagonales ne s'ébend pas de
’ | &

manidre dir:cte aux équations génirales.

Considérons, en premier licu, 12 cas d = 3 . On a cru, pendant longtemps, qu'il
existait une constantc absoluo 12N telle que 1'équation cubique générale soit
toujours résoluble si n 3 ny . Cette conjecture a été démontrée en 1957 par
D. J. LEWIS [47], 3. J. BIRCH [1] et moi-mé&me [ 3], tous trois indépendamment 1'un
de 1'autre. Chaque démonstration utilise, directement ou indirectement, la métho=-
de 12 Hardy et Littlewood.

Les dénonstrations de LEWIS et de BIRCY sc basent sur le travail de Richard
3RAUTR en 1945 [ 27. BRAURR déuontra le thdordéne suivant. Soit K wun corps avec la

propridté suivante : pour tout entier positif r il existe no(r) tcl que toute
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I'd Ry
equation

r
Xy oo ta X = 0 ’

]

(10) 2y

)

3 coefficients dons K , possdde unc solution non banale dans X , pourvu que

n ; no(r) . Alors, un résultat analogue ost valable pour les Squations homogenes
générales, sous la condition n 3 nl(r) , ol nl(r) est naturellement becaucoup -
plus grand que no(r) . Et, de plus, un résultat analoguc est valable pour les
systémes d'équations homogéncs simultandes, sous la condition
n 3 nlz.'r1 , eee rm) » 00 Tyy eee , T désignent les degrés des équations. La
dénonstration s'obtient par récurrence sur 1: degré maximun, ot quoiqu'elle soit

élimentaire, clle est trds subtile.

Le thiordme de Brauer nc s'applique pas si K cst le corps rationnel, car dans ce
corps 1'équation (10) n'cst pas nécessairement résoluble si r est pair. L'osuvre
de IEWIS sc base sur le fait que le thdoréme de Brauer s'applique au corps des
nombres complexes rationnels (corps de Gauss). La résolubilité des squations (10)
dans ce corps a été démontrée, comme pour le corps rationnel, par la méthode de
Hardy et Littlewood [é], ¢t 11 n'y a aucunc condition analogue & la condition sur
12s signes des coefficients. Il en résulte, pourvu que n 3 ny qu'il existe des

nombres rationnels complexes Zy 5 +ee 5 2, , mOD tous nuls, qui satisfont a

f(Zl,.s.gZ):O 9

f désignant maintcenant une forme cubique générale & coefficicnts entiers. Si

Zy s eee s By sont, en effet, rationnels, il n'y a rien & démontrer. Sinon, les
conjuguds complexes 21 s eee s Eﬁ satisfont & la mfme dquation. Or, la ligne droi=-
te passant par les points (zl s ees 3 zn) et (Zi y ese s En) dans 1'espace &

n dimensions rencontre le cbne cubique f(x1 s wee s xn) = 0 dans un troisidme

point. Ce point est rationnel et nous donne la solution cherchée.

Le travail de BIRCH se base aussi sur la méthode de Brauer, mais avec une variante
importante. BIRCH démontre que la néthode de Brauer fonctionne toujours, si on se
borne dans 1'hypothise et dans la conclusion, aux dquations de degré impair. Lo
théoréme qui riswlito est est ainsi valable dans 1e corps rationnel, et implique
que tout systime d'dquations simultanies dc degrés impairs s

fdl(xl 9 LN 9 Xn) .: 0 bl oo 9 fdm(xl 9’ LN 9 Xn) = O

possdde une solution rationnelle (ou entiére) non nulle, pourvu que
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n ) n2(d1 g eee dm) .

Je vais donner une illustration des recherches de BIRCH en démontrant la résolu-
bilité de 1'équation cubique générale. Cette démonstration est d'une simplicité
remarquable ; elle exise seulement la résolution d'équations-linéaires, en -plus,
bien entendu;_de la résolubilité d'une équation diagonale

3 _
ak Xy = 0 ’

-\

a}(+ao=+

1

démontrée par la méthode de Hardy et Littlewood. Four cette derniére équation, on

peut prendre k = 3 .

On dit qu'une forme (c'est-3-dire un polyn6me.homogéne) f(x1 5 eeo g xn) repré-
cente une autre forme g(Yl s ses 5 ¥y ) 5 oM L¢n , s'il existe £ formes

linéaires indépendantes :

(11) - ¥y T by Ky teee + b X (i=1, ... ,-{ ) )

qui transforment f en g . Nous supposons les coefficients bij rationnels.
NotTe but sera de démontrer que toute forme cubique f représente une forme cubi-

que g du type
~ 3
(12) g(vl 9 eoo g y‘e) = Cl ‘Y‘l + g' (Y2 5 oeo g Y‘Q ) ’

ol -Z est une fonction de 1n seulement, qu'on peut rendre grande en prenant n
suffisamment grand. Cette démonstration faite, le résultat voulu en résulte ; car
si 1'on répéte le rairommement sur g' , et qu'on le répete encore 7 fois en tout,

on trouve cue f représente une forme du type

* 3 -
g =2 zI + o.e + o2, zg .
Une solution non banale de 1'éguation g = 0 donne une solution non banale de

1'équation f =0 .
Ecrivons la forme cubique donnée sous la forme :

P
f = /‘i ,{_._J _(_1_{_‘ l:jk Xl xa Xk .
Soit P = (p1 » eee 3 Dy ) le point dans l'espace des variables % qui se
transformera en le point (1 3 Oy eee 5 0) des variables 74 « Quelles sont les
conditions sous lesquelles la nouvelle forme g est du type (12) ? On peut les

formuler comme suit : il doit exister un espace linéaire 2 £ -1 dimensions
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dans 1l'espace des variables * , qui ne contient pas § , tel que

ST X N A1 . x ' . ,
(1) ;. 7. Z.Cy5y Py Py T 0 pour tout point de 1'espace,

(2) . S5 Cyix Py ¥y xy = O peur tout couple de points £, #£rv ge
1'espace.
Car, si 1l'on transforme 1l'espace @ Y -1 dimensions dans 1'espace vy = 0 des

variables ‘4 , la condition (1) exprime le fait que les termes yi Yo 9 oo 5 Y1 ¥y
dans g ont des coefficients nuls; et la condition (Z) exprime le fait que les

termes vy y§ s Yy Vp Vg s e dans g ont des coefficients nuls.

I'ous choisis-ons un pocinrt ¥ de la forme
"-!5':(07...,0, p£+19°'°9pn) 3

de telle fagon que

= . ‘
{%_i Cijk p; = O pour j =1, .00, £ et k=1, «0o. , y'] .
I1 vy a ici -%4{02 + 1) conditions lindaires, et le choix de 33 est possible

pourvu que

no- ¥ %-Q(Q/ +1) .

Les conditions (2) sont maintenant remplies pour tout point ¥ dans 1'espace 2
L dimensions défini par

X/Q+1:...:X:{1:O [

La condition (1) définit un sous-espace & £ -1 dimensions de cet espace a
£ dimensions. Les conditions (1) et (2) sont toutes les deux remplies, et notre
but est atteint.

Je voudrais maintenant esquisser ma propre démonstration de la résolubilité des
équations cubiques. Cette démonstration n'est pas aussi générale que celle de Birch,
mais elle donne la condition n » 32 , tandis que la méthode de Birch exige que
n soit trés grand. Il est probable que la condition véritable soit =n » 10 ; i1

existe des contre-exemples avec n = 9 [5]

Dans cette démonstration; j'ai essayé d'appliquer directement la méthode de Hardy
et Littlewood. Dans ce but, il faut étudier la somme exponentielle

2Tiok f(xl,...,xn)

S(d)::%‘ oc'Z © ’
1 *n
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ol la sommation s'étend sur les points entiers (x1 s see s xn) d'un grana. pavé

(c'est-3-dire produit cartisien d'intervalles). Le pavé est choisi comma aupara-
vant ; il est défini au moren d'une solution réelle §1 s eee s En de 1'équa-
tion £ =0, et d'un nombre P qui augmente indéfiniment. L'étude des sommes -expo-
nentielles multiples présente-des—difficultée sérieuses, i maing que la-somme ne

puisse stexprimer zomme produit de sommes & une variable.

Le nombre de points entiers dans le grand pavé, qui satisfont & £ =0 , s'expri-

me par
/1

/1
3 S(*) dw .
40

On décompose l'intervalle d'intégration en deux parties : les major arcs et les
minor arcs. Les major arcs fournissent la contribution principale (au moins; on
1'espére), contribution qui est de 1'ordre de grandeur Pn"3 . Ce sont les minor
arcs qui présentent la vraie difficulté. 01 cherche naturellement un analogue de
1'inégalité de Wevl. On découvre que, si la somme est d'un ordre de grandeur qui

Tl A . N » .
P 3), la forme cubique f poscede nécessairement des

approche P (disons : >
propriétés tout 2 fait remarquables, mais une démonstration du fait que ces propriétés
sont ¢ contradic*ion m'échappe jusqufici. Cependant, j'ai pu démontrer que si la
somme est grande, [our un nombre @ qui appartient aux minor arcs, le forme cubique

f représente une forme du type

E .
L E Wy e s Ty)

On arrive ainsi & une situation pareille & celle qui se présente dans le travail
de BIRCH, sauf que; dens le raison.ement actuel, £ est presque aussi grand que
n. S |s(x)| > ph—3 , on trouve que { =n-7.

Comme dans la propre méthode de Hardy et Littlewood, on obtient une formule asymp=-
totique pour le nombre de solutions quand P — ® ; et cette formule est une généra-
lisation de celle pour une forme cubique diagonale. Cependant, elle dépend mainte-
nant de 1'hypothése que la forme ¥ ne représente aucune farme ¢ , comme indiqué

ci-dessus.

Si la forme f représente une forme du type g , il faut étudier cette forme 2
L variables de nouveau. Le nrobléme prend maintenant un caractére en partie addi-
tif. I1 faut répéter ces études en tout 7 fois, jusqu'z ce que la forme qui reste

soit enfin diagonale.

De cette fagon on arrive & une formule asymptotigue pour le ncmbre de solutions,
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valable sous la condition qu'il n'y ait point de solutions = conclusion & premiére

vue paradoxale, qui souligne le fait que la démonstration s'achdve par la "reductio

ad absurdum".

Les équations de degré pair ( > 2) présentent de grandes difficultés. Il est
.certain qu'il ne suffit pas que n soit grand et que 1l'équation soit résoluble
dans le corps réel. Par axemple, 1°'équation

2\2 2 2.2
Xr) )

2 2,2
+ (Xr+1 + eee + X )

- 3(x Foees t X

(X2 + +
1 ot s Ts+l

rne posséde pas de solution non banale. On pourrait peut-8tre attribuer cette

74 s . '3 3 2 o - . . .
non-resolubilité au fait que 1'éguation ne possede pas de solution non singuliere
dans le corps p-adique quand p = 3 . Mais SWIN'TRTOF-DYER a donné un exemple plus

compliqué, aucuel ceite objection ne s'applique pas. C'est 1'équation

2 2
o +Xs)3 - 5(Xsa&l

3(x

=0

2 2 2
+ oee. + xr)B + 4(xr+l + oee. + Xn)3 =0 .

v 3

SELMER [7] a démontré que 1'éouation 3X~° + 4Y3 - 523 = 0 est impossible dans le

corps rationnel.

I1 semble que les conditions de résolubilité pour les équations de degré pair
doivent tenir compte de la possibilité d'exprimer f comme polyndme de degré
n, en d'autres polyndmes de degré LD ol n = ny N, . Mais on attend toujours

la formulation définitive de telles conditions.
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