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La question que j e considérerai dans cette conférence est très nais assez

Soit f(x1 , ... , xn) un homogène à n de degré
d , à coefficients entiers. Sous quelles conditions de caractère général ~condi~
tions sortant surtout sur n) peut-on affimer que l’équation

possède une solution on nombres entiers, non tous nuls ? Une solution on nombres

rationnel s , non tous nuls, revient au ra~r~e parce que f est homogène.

Le cas d = 2 est classique. Une forriie quadratique se laisse transformer en

forme diagonale au Moyen d’une transformation linéaire à coefficients rationnels.

Il suffit ainsi de traiter une équation de la forme

Evidemment, une condition nécessaire c’est que los coefficients ... , a n
ne soient ni tous positifs ni tous négatifs ; autrement dit, que la forriie f

soit indéfinie. En 1’?~59 a trouvé les conditions nécessaires et suffisantes

pour que l’équation ait une solution quand n = 3 . Ces conditions (sauf celle
mentionnée) sont des conditions qui exigent que cortaines congruencos soient possi-
bles. En 1884, MEYER a trouvé les conditions nécessaires et suffisantes quand
n = 4 , et il s, démontre en outre que pour n ~ 5 toute équation est résoluble
pourvu qu’elle satisfasse à la condition touchant les signes des coefficients. Ce
dernier résultat se laisse formuler comme suit s toute forme quadratique indéfinie
à 5 ou plus de variables représente zéro.

En 1~23 9 a exprimé ces résultats classiques dans forme plus lumineuse.
Pour qu’une équation diophantienne quelconque soit résoluble, il faut évidemment
qu’elle soit résoluble à la fois dans le corps réel :~v:~ dans chaque corps p-adique.



HASSE démontra pour les équations quadratiques homogènes, ces conditions néces-
saires sont on môme temps suffisantes. Si n ~ 5 , la condition de résolubilité

dans les corps p-adiques est toujours si n = 3 ou 4 , clle est

toujours remplie, sauf peut-être pour les nombres premiers p qui divisent
2 dét f , et il reste ainsi un nombre fini le conditions congruentielles. HASSE

démontra aussi qu’un théorème analogue est valable pour les équations quadratiques
homogènes dans les corps algébriques.

C’est seulement pendant le demi-siècle passé qu’on a obtenu des résultats vraiment
sur les équations diophantiennos (do n’importe quelle espèce) de degré supé-

rieur au deuxième. Pendant ce temps sont apparus les travaux de L. J. de

André et de C. L. travaux qui sont tout à fait remarquables tant pour
leur g moralité que pour leur profondeur. Cependant, ces recherches portent sur les
équations à deux ou trois variables indépendantes, et elles ont, par conséquent,
peu de rapport avec le problème que je voudrais traiter ici.

Au cours des années 1920 à 1930, HARDY et LITTLEWOOD ont développé leur méthode
célèbre pour la solution du problème de Waring et d’autres problèmes de caractère
additif. Cette méthode est à l’origine des travaux dont je vais parler tout à

l’heure, et il faut donc esquisse les lignes principales.

Le problème de Q c’est le problème de représenter tout entier Pd suffi-

samment grand comme une sortie de puissances d’ entiers positifs :

(3) N = xd1 + ... + x , ü .

Le résultat final du travail da HARDY et c’est que, si n 

il existe une formule’ asymptotique pour le nombre r(N) de représentations , vala-
ble quand augmente indéfiniment.

Le point de départ du travail se trouve dans une expression de r(N) à l’aide de

la somme exponentielle :

où  est réel. Cette expression est

et elle découle directement du fait que



L’intégrale (5) se diviso en deux partios. Pour chaque nombre rationnel q
où q est inférieur §. une certaine fonction de iv3 , il y a un intervalle de

valeurs voisinas de a , dans lequel on peut remplacer S(03B1) par une
q

approximation. Dans cett,.; approximation entre la somme arithmétique

et, à part cette somme, il y entre seulement une fonction élémentaire dG 03B1 - a q .
Ces intervalles s’ appellent les "major ares", et le reste do l’intervalle

 1 forme les "minor arcs". Dans ce dernier cas, il faut employer une borne

supérieure pour |S(03B1)| . Une telle borne est fournio par l’inégalité de 
qu’il a établie, en principe , dans son mémoire célèbre de 1916 sur "Gleichvertei-

lung". La contribution des minor arcs à l’intégrale (5) est inférieure à la contri-

bution des major arcs pourvu que n soit plus grand qu’une certaine fonction de d.

Les détails du travail sont compliqués, et peuvent ôtre développés do plusieurs
façons. La formule asymptotique pour qui en résulte est de la forme

On peut considérer le n) Nd -’ mesure de la densité des solu-

tions de (3), y inclues les conditions de grandeur, dans le corps réel, et on peut
considérer le facteur n) comme mesura de la densité des solutions de (3)
dans le corps p-adiquo. Il existe donc une liaison entre cotte formule asympto-

tique et le théorème de Hasse sur les équations quadratiques homogènes. Mais, bien

entendu, la formule asymptotique est plus profonde, et n’est valable que si n

est suffisamment grand par rapport à d.

On peut appliquer la méthode de Hardy ot Littlowood à l’étude des équations de
la forme

et aucune grande difficulté nouvelle ne so présente. Uno telle équation représente
un type spécial (type diagonal) de l’équation générale ( ~ ~ . Il faut noter"une 
rence évidente avec le problème de Waring s la variable N est absente de la



formulation du problème, ot il faut introduire, au lieu de N , un paramètre

comme mesure de la grandeur dos variables ... , se fait le plus

simplement comme suit. Nous prenons une solution réelle ... , ~ de

l’équation (8), dont aucune des variables n’est nulle, et nous étudient le nombre

de solutions en entiers x. , ... , x n qui satisfont aux inégalités

’u ~

quand P ~ ~ . Comme mesure de grandeur, P prend la place do On obtient une

formule asymptotique pour le nombre do solutions qui a la mène structure que celle

qu’on trouve pour le problème de Waring. 8 Cette formula? est valable, et montre que

le nombre solutions tond vers l’infini avec? , pourvu que Au

cours de la démonstration 3 il faut montrer que l’équation est résoluble dans

chaque corps p-adique, mais cola ne présente pas de grande difficulté.

La méthode de Hardy et Littlewood nous donne par conséquent une certaine classe

d’équations du type (1), dont nous pouvons affirmer la résolubilité, pourvu que

n  n1(d) et pourvu;, bien entendu, que l’équation soit possible dans le corps réel.

La dernière condition existe seulement si d est pair, et dans ce cas elle revient

à la condition évidente sur les signes des coefficients.

Si d > 2 , Inéquation générale (1) ni se laisse pas transformer linéairement en

une équation du type spécial (type diagonal) dont nous venons de parler. Cela est

évidente parce 
. 

que l’équation générale contient 
, 

plus .coefficients arbi-

traires, tandis que la transformation linéaire ne contient que n coefficients.

Ainsi, la propriété de résolubilité des équations diagonales ne s’étend pas de

manière directe aux équations générales.

Considérons? en premier lieu~ cas d = 3 . On a cru, pendant longtemps~ qu’il

existait une constante absolue n~ telle que l’équation cubique générale soit

toujours résoluble si n ~ n... Cette conjecture a été démontrée en 1957 par
D. J. LEWIS [4], 3. J. BIRCH [1 ] et moi-même [3 IL tous trois indépendamment l’un

de l’autre. w Chaque démonstration utilise, directement ou indirectement, la métho-

de de Hardy et Littlewood.

Les démonstrations de LEWIS et de BIRGH se basent sur le travail de Richard

BRAUER en 1945 [2]. BRAUER démontra le théorème suivant. Soit K un corps avec la

propriété suivante s pour tout entier positif r il existe tel que toute



équation

à coefficients dans possède une solution non banale dans ~ 9 pourvu que

n ; r un résultat analogue est valable pour les équations homogènes

générales, sous la condition n :, ,, ,, où est naturellement beaucoup : .

plus grand que n ~ r) . Et , de plus, un résultat analogue est valable pour les

systèmes d’ équations homogènes sous l a condition

... , r ), où ri’ ... , r, désignent les degrés des équations. La

démonstration s’obtient par récurrence sur le degré maximum, et quoiqu’elle soit

élémentaire, elle est très subtile c

Le théorème de Brauer ne s’applique pas si K est le corps rationnel, car dans ce

corps l’équation (10) n’ est pas nécessairement résoluble si r est pair, L’oeuvre

de LEWIS se base sur le fait que le théorème de Brauer s’applique au corps des

nombres complexes rationnels (corps de Gauss). La résolubilité des équations (10)
dans ce corps a été démontrée, comme pour le corps rationnel, par la méthode de

Hardy et Littlewood [6], et il n’y a aucune condition analogue à la condition sur

les signes des coefficients. Il en résulte , pourvu que n ~ qu’il existe des

nombres rationnels complexes z. 3 ... , ~ , non tous nuls, qui satisfont à

f désignant maintenant une forme cubique générale à coefficients entiers. Si

... ~ ~ 
n 

sont , en effet, rationnels, il n’y a rien à démontrer. Sinon, les

conjugués satisfont à la équation. Or, la ligne droi-

te passant par les points (z1 , ... , z ) et (z1 , ... , zn) dans l’espace à

n dimensions rencontre le cône cubique f(xl ’ ... , x ) = 0 dans un troisième

point. Ce point est rationnel et nous donne la solution cherchée.

Le travail de BIRCH se base aussi sur la méthode de Brauer, mais avec une variante

importante. BIRCH démontre que la méthode de Brauer fonctionne toujours si on se

borne dans l’hypothèse et dans la conclusion, aux équations de degré inpair. Lo

théorème qui résulte ost est ainsi valable dans 1" corps rationnel, et implique

que tout système d’ équat ions simultanées de degrés impairs s

possède une solution rationnelle (ou entière) non nulle , pourvu que



Je vais donner une illustration des recherches de EIRCH en démontrant la résolu-

bilité de l’équation cubique générale. Cette démonstration est d’une simplicité

remarquable ; elle exige seulement la résolution d’équations linéaires, en plus,
bien entendu, .de .la_résoltlbilité équation diagonale

démontrée par la méthode de Hardy et Littlewood. Four cette dernière équation y on

peut prendre k = 3 .

On dit qu’une forme (c’est-à-dire un polynôme homogène) ... ~ x~) repré-

sente une autre forme g(y. ~ ... , yp ) ~ où ~- ~. n , s’il existe ~ formes

linéaires indépendantes :

qui transforment f en g. Nous supposons les coefficients b.. rationnels.

Notre but sera de démontrer que toute forme cubique f représente une forme cubi-

que g du type

où ~ est une fonction de ~~ seulement qu’on peut rendre grande en prenant n

suffisamment grand. Cette démonstration faite, le résultat voulu en résulte ~ car

si l’on répète le raisonnement sur g’ , et qu’on le répète encore 7 fois en tout,
on trouve que f représente une forme du type

Une solution non banale de Inéquation g* = 0 donne une solution non banale de

l’équation f = 0 . 

Ecrivons la forme cubique donnée sous la forme 1

Soit P = (p. , ..4 9 p ) le point dans l’espace des variables qui se

transformera en le point (1 , 0 , ... ,0) des variables T:j . Quelles sorit les

conditions sous lesquelles la nouvelle forme g est du type (12) ? On peut les
formuler comme suit : il doit exister un espace linéaire ~ ~ - 1 dimensions



dans l’espace des variables % , qui ne contient pas P , tel que

(i) ).J. 03A3 03A3cijk Pi p. ::. 
*" 0 pour tout point:£. de 

(2) 03A3 03A3 03A3 cijk pi xj x’k = 0 pour tout couple de points  , ’ 1 de

l’espace.

si transforme l’espace à l - 1 dimensions dans l’espace y1 
= 0 des

variables y , la condition (1) exprime le fait que les termes y21 y2 , ... , y21 yl
dans g ont des coefficients nuls~ et la condition (2) exprime le fait que les

~
termes y. y~ ~ Yi Yo ’" dans g ont des coefficients nuls.

Nous choisissons un point ’p de la forme

de telle façon que

Il y a ici ~ ~ ~ + 1) conditions linéaires 9 et le choix de ~3’ est possible

pourvu que

Les conditions (2) sont maintenant remplies pour tout point ~ dans l’espace à

~ dimensions défini par

La condition (1) définit un sous-espace 1 dimensions de cet espace à

J~ dimensions. Les conditions (1) et (2) sont toutes les deux remplies, et notre

but est atteint.

Je voudrais maintenant esquisser ma propre démonstration de la résolubilité des

équations cubiques. Cette démonstration n’est pas aussi générale que celle de Birch,
mais elle donne la condition 32 ~ tandis que la méthode de Birch exige que
n soit très grand. Il est probable que la condition véritable soit n ~ 10 ; il

existe des contre-exemples avec n = 9 [5].

Dans cette démonstration, j’ai essayé d’appliquer directement la méthode de Hardy
et Littlewood. Dans ce but~ il faut étudier la somme exponentielle



où la sommation s’étend sur les points entiers (x1 , ... , x ) d’un grana. pavé
produit cartésien d’intervalles). Le pavé est choisi comma aupara-

vant ; il est défini au mo’re~1 d’une solution réelle 51’. ~~0 9 C de l’équa-
tion f = 0 , et d’un nombre P qui augmente indéfiniment. o L’étuàe des sommes-expo-

nentielles multiples 

~--exprime’r’ comme produit de sommes à une variable.

Le nombre de points entiers dans le grand pavé? qui satisfont à f = 0 ~ s’expri-
me par

On décompose l’intervalle d’intégration en deux parties : les major arcs et les

minor arcso Les major arcs fournissent la contribution principale (au moins~ on

l’espère), contribution qui est de l’ordre de grandeur P . Ce sont les minor

arcs qui présentent la vraie difficulté. Ci cherche naturellement un analogue de

1/inégalité de On découvre que, si la somme est d’un ordre de grandeur qui

approche P (disons : 2. Pr~~3 ~ ~ la forme cubique f possède nécessairement des

propriétés tout ~ fait remarquables, mais une démonstration du fait que ces propriétés
sont contradiction m’échappe jusqufici. Cependant, j’ai pu démontrer que si la

somme est grande, pour un nombre ~‘~ qui appartiont aux minor arcs, la forme cubique
f représente une forme du type

On arrive ainsi 4 une situation pareille à celle qui se présente dans le travail
de BIRCH, sauf que; 5 dans le actuel)..[¿ est presque aussi grand que
n . Si )s(~)! l ~ Pn 3 s on trouve que .{ =n- 7.

Comme dans la propre méthode de Hardy et Littlewood, on obtient une formule asymp-

totique pour le nombre de solutions quand P > ao , et cette formule est une généra -
lisation de celle pour une forme cubique diagonale. Cependant, elle dépend mainte-
nant de l’hypothèse que la forme f ne représente aucune forme g g comme indiqué
ci-dessus.

Si la forme f représente une forme du type g , il faut étudier cette forme à

-~ variables de nouveau. Le problème prend maintenant un caractère en partie addi-
tif. Il faut répéter ces études en tout 7 fois, jusqu’à ce que la forme qui reste

soit enfin diagonale. o

De cette façon on arrive à une formule asymptotique pour le ncmbre de solutions,
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valable sous la condition qu’il n’y ait point de solutions - conclusion à première
vue paradoxale, qui souligne le fait que la démonstration s’achève par la "reductio

ad absurdum’’ ~

Les équations de degré pair ( ~: 2) présentant de grandes difficultés. Il est
.certain qu’il ne suffit pas que n soit grand et que l’ équation soit résoluble
dans le corps Par ’équation

ne possède pas de solution non banale. o On pourrait peut-être attribuer cette
non-résolubilité au fait que l’équation ne possède pas de solution non singulière
dans le corps p-adique quand p = 3 . Mais a donné un exemple plus

compliqué 9 auquel cette objection ne s’applique pas. C’est l’équation

SELMER [7] a démontre que l’équation 3X3 + 4Y3 - 5Z3 = 0 est impossible dans le

corps rationnel.

Il semble que les conditions de résolubilité pour les équations de degré pair
doivent tenir compte de la possibilité d’exprimer f comme polynôme de degré

ni en d’autres polynômes de degré n~ ~ où n = n n~ . Mais on attend toujours
la formulation définitive de telles conditions.
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