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Séminairc °. DUBREIL 25 nai 1959
M.-L. DUBREIL-JACOTIN ct C. PISOT
(ALGEBRT ot TYLORIT DES H0:3RES)

SUR L3 PASSAGE D'UJ ANNEAU LOCAL A GRADUY AS.OCIE

par Joan GUL (IXDON

Ta notion do forme initialc, duc & XRULL ([127],[14] ), a été géndralisic aux
nodulos graduss associds aux modules f£iltrés [ 3], Cottc notion ot celle d'idéal

[N

dirzcteur pcuvent “tre dtudides & doux points dz vuc principalcmont. On désignera

par cxemplc par A un anncau local d'idéal maximal ot nar ! (AY 1'anncau gradué

A @SR ®

On a unc preaidre série de rdsultats cen chorchant & transféror certaines propri-
étés de IM(A) & A lui-méme. Par cxomple si  [T(A) ost normal ot intdgrs, il
cn cst do méme do A . On voit que A =K [[Xl y eee s Xn]] cst nocthéricn cn
Stablissant que [ (4) = k [Xl y eee 7n] 1'cst. Au contrair: le scns
A—T7(4) nec donne que pou de propridtis : nar excuple [T(4) est nocthéricn., On
va dans (I) $tudier unc sorte do transfort do A & ['(A) . Unc coertaino propri-
3té (on relation Stroit. avee 1o théoréme des zdros de Hilbe-t, version de
O. GOLDMANI [ <] ), notée (HJ) , vassc de A a | (&) .

On connaft une douxiduc séric de risultats sur [(4) : la longucur (f(n) de
Mnﬁﬁn+1 {sur A/i) est polynormiale on n , c'est-h-dire égalc 4 un polyndue pour
n grand. Cette "fonction caractiristique® if(n) s¢ définit pour les S-modulcs
graduss ([3]) 3:?306931@ ver 5:30@31@... ,
d'Artin, ot § = Soi:Xl s eee s xr] avse X 5 ees 5 x, € S
par ce dernicr procidé la fonction caractiristique d'un faisceau algibriquc cohé-

SO étant anncau

. On obticnt au-si

rent [ 18], Ta seconde partic do cot exposéd donne unc gn ralisation de la notion
de fonection caractiristique fondée sur la théoric des sirics ontidres 3 coeffi-
cients enticrs (ef. {11, [2], 33, (7, (157 et [17] ).

1. Sur unc propriité conservés par graduation.

Le classique théordnc dos zdros de Hilbert a $t4 wis sous forme abstraite simul-
tansment par T, XRULL (cf. [13]) et O. GOLDMali (cf. [$] ) au moyen de la notion

d'anneau de Jacobson ‘que GOL.DHANT appelle anncaux de Filbert) c'est-a-dir> anncau
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pour lequel tout idéal premier # A ost intersection d'idéaux maximaux.

On a les propositions classiquces suivantes s

PROPOSITION 1. - 51 A est anneau de Jacobson, A [ X] est anneau de Jacobson (X
‘mindéterminée),%,/f

PROPOSITION 2. = Si A est anncau de Jacobson, toute imago homomorphe de A

1'cst égalcment.

PROPOSITION 3. - Si A est un anneu de Jacobson et P un idéal maximal de
1'anncau de polyn8res A[X], alors P (Y A est maximal on A ot le corps

A[X)YP est extension algébrique du corps A/(P < A) . La seconde proposition

redonne le théoréme des zéros cn considérant un anne-u de nolynémes
B=k [Xi s see 5 Xr], (k corps donné) : tout iddal maximal M de B est tel que
B/M est sous-corps de la :18tur: algébriqu: k de X .

Soit alors A un anncau quelconguc. On va étudier le comportement par graduation

de A de la condition géndrale :

(%) Pour tout idéal maximal H; de A le corps A/Mi est sous=-corps d'un corps

fixe K indépendant de i .

Cette condition (d£) est satisfaite notomment Dar les ocnnesux semi-locaux de la
géométrie algébri ue. Ellc dquivaut & dire que les caractéristiques des corps A./Mi

sont égales 2ntre elles.

Soit alors A un aancau satisfaisant & la condition (%) ot P(A) son radi=-
cal de Jacobson. Si 4/ p(4) est un anneau de Jacobson (par exemple si A 1'est)
alors le gradué | (4) pour la filtration difinic par les puissances (J(A) du

radical cst dec la forme
() VO pWINE s e, KW,

sile 4/P(4) moduls P(A)/QZ(A) a une bass do 5 6léments ; X, , was , X
sont des indétermindes et U un idéal homogéne de [ 4/ e(A)][:Xl >y eee s Xs] ,
anncau de polynémes sur 4/ F{A) . Alors d'aprés les dropositions 1 et 2, T"(A) est
un anncau de Jacobson ot d'aprés la proposition 3 , lﬁ(A) satisfait & la condition
(%) en prenant pour corps la cl8turec algébrique K de K (K é&tant relatif
l'anncau donné A). On a ainsi unc propriété de transfert d'un type particulier

d'une propriété () conservée par graduation. On a 1'énoncé s

PROPOSITION 4. -‘§i A est un anneau nocthérien de Jacobson ct satisfait & 1la
condition (%) , il en est de méme de son gradus [ (4) .
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En effet A é&tant noethérien | (A) 1'est (»rooriété de transfert classique)
et s cst au plus 4gal au nombre dus é1léments d'une base finie de f(A) « On
peut donc appliquer-ce qui précdde, et la proposition 4 est établie. I1 suffirait

de supposer que A/ {*(A) soit un anncau de Jacobson.

PROPOSITION 5., - Si un anncau somi-local satisfait & la condition (i) 4l en
est de méme de son gradué | (A)

in effet A/ (A) est sommc dirsccte de corps, donc anncau de Jacobson. ATin
d'étendro cettv proposition 5 on va remarqucr quc dans les conditions de la propo-

sition 4 unc condition (HJ) »lus forte que * ost réalisde.

Rapoclons que la notion d'union sous—Cirecte (cf. [10] ) sermet do considérer,
pour un idéal I dec 1'anncau downé A tel que I = 359, 5 1o quotient A/T
comne union (ou sc.ie sous-dirceto) des A/J,  (sous-anneau du produit des A/J,

: 3

tel que 1'homomorphisme canonique sur chaque factour soit sur jectif). .

PROPOSITION 6. - Pour qu'un anneau a4 [quelconqus) soit tel que A/ g(A) soit
un anncau G2 Jacobson ot satisfasse & la condi-ion (&) il faut et il suffit

N

qu'il satisfasse & la condition :

(HJ) Pour tout id3al premier Pj contenant | (A) 1'anncau A/pj cst somme

sous-directec de sous-corps d'un corps X indépendant 4: J .

Bn effet si A est un anncau dc Jacobson satisfaisant & (I%,) pour tout p,
on a pj = ’;? Mjk ot comme A/?%k “.X pour j et %k quelconques, (HJ) ocst
satisfaite d'apras les propriétés des unions sous-directes.

Riciproquenent, si on a (HJ) , tout P; est intorscetion d'idéaux maximaux,
donc i/ {+ (A) cst anncau de Jacobson, ot, on prenant en particulier Py naxi-
nal, A/b cst sous=corps dc K , donc on a (3¢) . Notons qu'un anncau dc polynémes
sur K (algebrlquem rt clos) sat1°fa1t 4 (HJ) sur K . On a alors le thdoréme
suivant.

THEORIME 1. - Si A eost un anncau nocthérion satisfaisant & la condition (HJ) ,

le gradué T (A) 2st un anncau nocthsricn gsatisfaisant i la condition (HJ)
2lus {°(A) est un anneau de Jacobson. ‘

Le théoréme pricident ost on défaut si A n'est pas nocthéricn, comme on le voit

en prenant pour A , un annsau ave: un seul iddal maximal 11 en sorte quec 1fespacc
vectorlel (sur k = A/M) M/M? soit de dimension infinie. Or on sait que le théo-
réme des zéros de Hilboert n'est plus valable pour les polynémes & unc infinité d'indé-
terminées Z, (1 € I) d%s que la puissance de l'ensemble I des indices des
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variables cst trop grande dovant cclle de 1l'anneau A (cf. LANG [15] ).

Cc théorémc de conscrvation d'unc propx:iété (HT) par 1'opération |  incite a
itérer |~ . Si pour un onticr p , [ P(i) ost scmi-simple (c'este=d=dirc
puisqu'ici lc radical de Jacobson ost lo nilradical) alers lo prooossua o'arrCbo ;3
ona 'PYa) = P(y) pour tout q .

Dans lc cas ginéral on a, pour tout i ,

fa ] \ - A 1 ~
17(ay) =4, =08/ ,f'(Ai)][xl » eee 5 2,0, , ot on a donc un homomorphisme

d!anncaux :

tout d1ldément de “f;i(Aﬁ‘) Stant do degrs zéro en Ay s 8 4tant lc nombr: mini-

mm do géndratoure du Ay/ p(4)-nodule £ (8,)/p*(h;) + Soit alore &* = lim &
pour lcs homomorohigmes Wy précidonts, Cectte limitc inductive cst un anncau

gradué A* = 209“ A*L , los A% pouvant #tr. d&$finis dc la manidre suivante.
2=0 !

Ona A®= \,.Al/h R 'Z:Ai étant 1'cnsomble sommc des .Ai (différant do la
somme directe !) et R éStant 1'idSal formd do 1o classc nulle dans 1'équivalence
® de A= T A; définic comme suite On dira qus =, € A, , 35 % Ay sont
dquivalents s'ils sont appliqués par un nombr: suffisant de (py Sur un mAme

¥ (k >1 ot j). On disignera par x° la classc de tout x % A modulo 0 ’

. * . . s ;
et on dira qu: x ost do degré ¢ si x cst au mininun de dogré £ .

L'annocwu A® nlost pas nocthdpion on génidral souf dans lo cas ou l'on =
i (p+1)(A) = P(a) pour un p >0 auquel cas il se réduit a P(p)(A) donc cst

aussi anncau de Jacobson, avec (HJ) . Plus géndralement, on a le @

THSOREM® 2. - A  ost un annaau do Jacobson scni-simple ct satisfait & la condi-

tion (HJ) pour la cl8turc algébrique K du corps K attach? 3 A donné, nocthé-

rien et satisfaisant & (HJ) .

, . P . . ] * . .
Pour établir ce thforems, prcnons un idéal maximal M de 4 ; il proviont
d'un idéal meximal do A , soit il , qui ost de la forme

= Mit = (Al 9 e o Ai"l 9 P:it 9 Ai“'l 9 0:0)

N sooa . . £, % .
e étant naximal en fi « Le corps résiducl A /t.u e¢st isomorphe & Ai/‘u ip
et cst donc contenu cn K d'aprés los propositions 3 ot 4.

Lo radicol do Jacobson du A ost - (A%) = p(R)AR, p(R) désignant le
: i i
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radical dc Jacobson dc 1'idéal R do A . Donc 4 */ U(A’) ast iscmarpha 2 A/ U(R)

ot comic (R) ost interscction do certains ¥ soit (R) = /N ¥,
: T cg U

A/ﬁ/(R) cst bien isomorphs & une somme sous—directe des A /i‘ , contorus
chacun on K d'aprés c: qui précdde., On a (EJ) nour 4% .

. * . . * . )
Soit P" un idéal promior dc A . IL ost ndcosseirement ecus la forme d'un quo—
tiznt oar R d'un idéal (-~romier) de A do la forme 2.;Pi (ensemble somm:)
. g2 . i
chaque P, étant un id4al oremior do A; o Comme d'aprés 1lc théoréme 1, A, ost,

pour tout i , annsau do Jacobson (i : 1) on supporisant 4y = A au besoin (ce

qui nc change pas A*) on a Pi = :; e ir (I*ir maxinal en Ai) ot finalcenont
P* = N }L: (TL: maximal on  A¥*) avec
r .
= (A_l 9 ese Ai"'l Iy %,l ir 9 Ai+1 ? o.o) .

Ainsi non scul:xment A*/‘f(A*) cst un anneau 4.0 Jacobson (d'oprés la condition
(HT)) mais A* 1'cst lui-m®me. On on ddduit notammont qu'en A* 1'cnsomble des
é1ldments nilpotents cst 1'intsrscction des idéaux maximaux soit «(0) . On va voir

* % *n ! 2 *
que ©(0) =0 on montrant quc u < A avee u =0 pourun n domné u =0 ,

. * * . . .
En offet, on a pour un i, ug Ai » U Fu ¢t pour un j > 1 unc suite ¢

L R n
i {Us) 5 eee y u, = i, 1(uj-l) avec Uy 0 .

ie1 T Ti\W 3 V-

—~
=3

g
(@)
ct
[+
i

Comzze T(Aj-l) est semi-promicr, on a u,

31 o~ z. 51 3 =0, ct fina-

lenent u* =0,

S'inspirant de 1'article de GOLDMANN cité, ot modifiant un peu sa terminologie,
on pourrait apneler "anncau du type dc Hilbert sur K ™un anncau (commutatif, avec

é1ément unité non nul, sans condition do che4ne imposée) qui satisfait i la condi-

r

tion (HJ) avce X domné. Si A ost nosthérion ot cst du tyve de Hilbert sur K ,

(p),. ®, . *
APy ot T 7(4) = A sont du typc do Hilbert sur K (p onticr quelecon-
quz). Notons que A* étant semi-simplc, on a (&%) A* ot enfin que, 81 A

n'est pas nocthdrien, | (A) n'est pas toujours un‘anneau d: Jacobson (car la

proposition 1 n'est pas valable si on a une infinité d'ind4tormindes).

I1 resterait & caractérisor les anneaux nocthériens A dont 1'anncau associé 4A¥
est noethérien. C'est déjA vrai si A est semi-local ot plus généralcment si la
suitc des !?i "s'arrfto", Onsait déja que 1'onscmblc des 413monts de degré 0 do
A* sour la graduation indiquée) est un anneau noecthérien B . A* sera alors
nocthérien 8i ¢t seulement s'il existe des é1éments homogdnos Xy 9 eee 5 % tols

que 2* = Bl:xl 9 ese o xh] (raisonnement classique sur les annuaux gradués
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noethériens).

2. Sur une extension de la notion dc fonction caractéristique de Hilbert.

Les notions de dimension, multiplicité et, plus gén.ralement, de fonction
caractéristique d'un idéal conduisont 3 la définition de foncticn scerectéristi-

. . D @
que i (n) pour des E modules gradués sur S graduds (E=> E ,S=
| oy n Y S )
n=0 n=0 "n

dds que S peut se mettre sous la forme A[Xl s see s Xn] » S5 =4 étant

un anncaud'Artin, les x; édtant de degré 1 en S & alors, pour tout n ,

long, B = af'(n) < @, et pour n>ng, (n) est représenté par un poly-
i

néme. '

Le cas le plus important cst alors celui ol 1'on prend un A-module de type
fini F , q & diviseurs premiers maximaux en A (supposé nocthdérien) et
E_=q" F/Q""' F . Notammont si q est lui-nfmo maximal (4/q =k corps) E
scra un k [Xl s eee s Xr]-module ie typc fini, et chaque E_  scra somme de
A-modules simples.

Pour étudier nlus géniralement lo groupe additif B = i E ~on ost conduit &
considérer l'anneau i des ocndomorphismes flc groupe abélien) de E . Si on

pose . =8/(0 :E) , ona <« < i o Alors pour tout anneau (% avec

TUCh T 7L, on désignora par o le sous-anccau des P& Jv tel que
- . N A

X >j”>(x) (x = B) soit de degréd 0 . On a Lg = (5.'0 = L.

Or la suite d'idéaux de A, O : / E = Ip est croissante, donc station-

naire pour n 2 n, , en supprimant un nombre fini ds composants au début de I ,

on voit que pour n > n, on a

1

longy %, = longy B, = 40 < (n)
d'aprés le thiordme do Jordan-Z%lder, tout (& -moduls étant en E un .. donc un

S-nodule. Donc, pour tout n , 4 {n) scra majoré par un polynéme.

En se limitant & {¢ comuutatif (c'ost-3-dire contenu en un Sous-anneau cCommu-
tatif maximal de (L), on est conduit & la d4finition suivante qui comprend le cas
ol Sy est un corps (cas des F AC)

[}

3 SI) » "@" .
DEFINITION, - Soit E = Ly E un sous-module gradué (s = r>1'=’0 Sn) , on dira que

E est caractiristique (élémentairc) si on a les deux propriétés :

a. Pour tout n >0, E  ost somsc d'un nombre fini 4 (n) - de sous Sp-modules
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gsimples.

LP(n) est majord par un polynfme en n , p(n) . On e supposé S commuta-
tif. Toes coofficients de ? (n) peuvent 8tre pris pour la suitc complexes : on peut
les supposar réels, cnticrs et positifs. Le SO-—m_odula 2 .. ost un socle de dimon-
sion finie fcf. [117], théoréme 12.2).

On a alors les 4 propriétés (pour le 46, voir BOURBAKI, [ 5], paragraphe 1, n°® 3,
formule (5), dans le cas ol So °st un corps)

i, 8. BWEM, B ot M/IL sont caractéristiquos §lémentaircs.

ii. Si on a unc suite exacte O‘-?«ml*—ém-——é 31?:2-—>o , les homonorphisuocs étant
do degré O , si doux des trois modulcs sont caractdristiques élémentaires, 1o

troisidme 1l'est.

iii. Si m g vee s mh sont caractiristiques élénentaires,

3‘{‘1@ eee agﬁl 1l'cst.
ive 81 TH et fﬁ; sont caractsristiques élémentair:s, alors M®S W 1vest.

Pour interpréter commodément 12 nrouoriéts 4, on est conduit & introduirc dans

le cas génidral la séric :

Yimy = J(a) = 2. """ xf(n) 2" (z complexe)
n=0
On a alors +(7’1 & ) = 1 (572) = (1) , dss que 8o ©st un corps. Dans le
cas géniral ¢ (n)< en (n) x y (z. pour n grand, ct alors le produit

v').‘¢£

tensoriel a encore la proprletp (b)e

La majoration {b) donne lc¢ thiorémc suivant.

THEORLE 3. - 3i E est caractéristique 41émentairc on a

T

TTH(z) é&tant un polynfme & coefficients entiers, ot pour n grand,

k{‘(n) = f)? Pl(n) + eee + ,..fr,lPo\ (n) ’

4
|

les Pi(n) étant des polyn8 es en n i coefficicnts complexcs ot les ‘: i les

racines (complexes conjuguées) de zX -1 =0,

Ce théoréme sc rattache a la th'>rio des sériocs 4 coefficients entisrs (ef. [17],
[27, (3], [16], ot [1’7])) Comme "y 7#(n)z" est une fraction rationnello ayant

pour seul p8le 1 , 2 Lff n) 2" a pour rayon d: convergence 1 au moins ot
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peut sc prolonger analytiquoment hors du cerclo unité C . Donc, d'aprés POLYA ot
CARLSON (cf. par oxemple [167]) “V(E) cst unc fraction rationnolle.

Or suivant un résultat ancicn do FATOU (cf. [1] et [7] ) si unc fraction ration-

£(x) a un dévcloppement cn séric avec dos coefficionts onticrs,

nelle irréductible
valable pour |x| <1, g{x) a un toermc comstant égal & 1 . La démonetration de

FATOU 2st la suivantc : soit A 1c coofficient du t rac de plus haut degré de g &

Les racines de g(x) sont > 1 ocn module ct le produit des modules cst T‘%&T s

donec A= ~1 . Cos racines sont alors, d'aprés XRONECKER, dos racines de l'unité

ot donc on a £(x) = P(x) ot les 1 (donc ausei les ., de 1l'énoncé)
GO RTINS 2 E

sont des racincs de 1'unité. Roste & établir lo lemme suivante.

LEME (XRONECKER, cf. [2] ot [3] ). ~ 8i 1'3quation & coefficients ontiors ration-

n ne-1 .
nsls x + d.1 b'd + ees + dn = 0 a ses racincs do valeur absoluc 1 , celles-ci

sont des Tacines dc l'unité.

Soit pour tout n fixé (n ontier), M(n) 1o nombre des dquations E ayant la
propriété précédente : ii(n) ost fini, car s ‘onctions symétriques des racines
gont bxrndes, et il a donc H nombroz .\ différents, solutions d'unz B . Si
A est solution d'un: E , ..7\.? ost solution d'une E pour tout P positif.

~ ™ 2 - N+ . S
Alors les N +} nombres A, AT, eee 5 A 1 nc sont pas differents st

'}.hzl pourtin h >0,

Le théoréme cité de Polya-Carlson utilis: au passage lc résultat suivant (BORAL
[4]) : si unc séric i cocfficients enticrs représente un: forction n'admettant sur
lc cercle de rayon 1, et & son intéricur, d'autre singularité que des p8les, clle

ast égale au quotient de deux dolynéaes & coefficients onticrs.

TLes polyn8ues Pi'n) n'ont pas en gén:iral leurs coefficionts ontiers : oar cxom-

ple si tf(n) =n-1 pour n pair, et n -2 pour n iupair, on a

@™ 2 2
L n_ (1 + 27) _ {1+ 27)01 - 2) . _ _3 _ 'l
g’EZTn) ’ (1-32)(1+z) (1-22)2 * 1‘(11)-(1'1 2)+{ & 2 )

On a enfin la relation de récurrence (obtenuc par identification) :

L{;(n) - Pyin = A) + = ; = 1) u;'/(n = 20) + aeu + (= 1) fla= px) =0 oo

On définit alors dz manidre naturelle les grandeurs d'origine géométrique au

(n) est un ~olynfme. Si T"(n) est un polyn8ne de degré

moins pour le cas ou o
d, ona )3 =d+1 et =K=1.0n appsrllera f'j -1 1n dimension et o 1la
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: B sur ({-‘ .
n aett——

[l

Eolarité de B =

v
;

De plus 7" a un développem.nt de Laurent pour z

§r ¥.1
1:...+Z—1+?}+X1(Z-l)+

hi
[

-t

1]

et lorsque E =0 pour n grand, on a 1= (1) Y(O) +oaee + :»ln) + oeee

et ¥ est la longucur (finie) de E , comme b‘o-modulo. On appellers Y

—

pscudo~longusur de & dans le cas gén.ral. Il cst ais3 de suivre le comportoment

de o, 3 , y dans chacune des npérations mises en jou nar les propri idtés
. f
(i) 2 (iv)

REMARQUE. - au oro’uit tensoriel ci-dessus, on attache le nroduit de convolu-
?

' . T —
tion de (z) = /‘-1431 2% et G(z) =) —f (n) 2% qui sont deux Tonctions

. - nz _
entidres f(n) attaché au premier module et 4{n) au sccond) carie on 1o voit
en posant z = 1 (ef. [17] ). ‘

t
I1 est alors naturel de chercher & s'affranchir de la condition (b) ot de consi-

dérer un modulc gradu: & (sur (§» gradud) tel que 1'on ait

a. Pour tout n , E_ est sorwe dfun nombre fini tf(n) de soua urw-modulus
simples,
et

b'. E ost somme dirscte (discréte mais $ventuellemont infinie) de iodules

Y —
'

radués E. (i~ I) , chagque 3, = * &, étant caractéristique 41 nentaire.
g i - ? i~ <« Tiym
n

e

Alors % est un -3 -module gradué. I1 est nécossaire, puisque ﬁf(n)

d'asrys (2), gque pour chaque n , tous. 19 a s sauf au plus un norbr. fini,
soient riduits & zéro. Posons |

| gt le rayon de convergence f
de cette série est tel que ¢ < (3 moins que E no soit réduit & zéro ce que
|
1'on exclut a priori).

On dira qus T oest un Ho-modul: gradus caractéristiquc si an a ¢

]

1 c'cst-a-

dire si on a (a), {b') ot (b¥) avec :

b, g?(n) satisfait & Iin \, f(n) =1.

Deux cas oeuvent se »roduire : ou lc cerele do conveorgence U (lzt

1) est une
coupure, ou blun il existe un arc d¢ U sans point singulicer auquel cas on pout
prolonzor ¢ p(n)z® hors de U ot donc, d'anrds POLYA ot CARLSON, -V ost unc

H
H

fraction rationnellc, c'ocst-a-dire 7 est caractéristique 31l4mentairs. On établit



28=10
aussit8t que les quatre »ropridtés (i), (ii), (iii),et (iv) rostent valables en
rmplagant le qualificatif caractéristique élémentaire p-r cclui de caradtéristi-

que. D'ol 4 conditions /i'), (ii'), (iii'), (iv').

Pour démontr:r la 4c sar oxempls s

o 0}

Si pw et L sont caractiristiques, il on est de m&uo du produit tonso-
ricl T R, A .

iv'.

On romarque que lo oroduit des doux sirics \f(m) ot i(n) o=t convergent vour

1 i . .- . .
tout 2z avee [zl <1 et donc lo rayon W ascoci? au oroduit cst 1 .

Remarquons qus lcs conditions (a), ’b'), (b%) ont un caractére purement arithié-

o
L3 . - ‘I n \ >
tique : il sufiit do prondre 3 = k| ) ot k c¢st un corps ot zi(n) un cntier
satisfaisant 3 /b"), I1 n'en 28t oHns dr nfme dos conditiond (a) et (b). Quant a
oriciser 1 cas ob unc suits d> nombr:s | ‘n) est la sulte dos valeurs d'un poly-

n8ne il s'agit d'un problémc dtudid Har GaSTA.

Comae on constate que sur 1z segment (0 , 1) de 1'ax> rdcl les séries "f(Ei?

sont commutativenient convergentes (i = I) de somme i (E) le probisme général

suivant se pose 3

On donnc un E-module gradu: sur 2 gradu? avec les conditions (a) ot (b").
Le ddcomposer en sous-modulcs graduds =, cn sorbe que 1l'on ait ’b') c'est-h-dire

que chaque B, soit é13aentairs.

. N
D'autre nart 1'hypothzse (b)) ontrafne que 1la fonetion ffz) = 4.—Lz¥l z"  ost

unc fonction entiére do tyne oxponenticl c'ost-a-dirc qu'il oxiste un noubr: riel

d>0 avee flz) é-atzi bornd (cf. (177, p. 578). Alors pour a assez »netit
L%(n) a bien 1t forme (n) = ¢ ? Pl(n) +oeee + i’ﬁ Ph(n) , (efe 1)

clest-a=dirc E ost élémentairc.



(7]
[s]
9]
(101

[11]

28-11
BIBLIOGRAPEIE

BIRTRAIDIAS (Mme Francoise). = Fonctions erithmétiqucs, Séminaire Dubweil~-Pisoct,
Algdbro ot thdoric des nombres, t. 11, 1¢77/1673, no 11,

3I33TBACH (Tudwig). - Jbir einon Satz Pdlyasche: Art, Archiv dor ilathe, te 4,
1553, n. 23=37.

3IEBZRBACH (Ludwig). - analytische Fortsctzung. = Sorlin, Springer, 1955
(“rgebnisse der Matheumatik ... , {Touc Foles, 3). :

BOLAL ! imile). = Sur une apolication d'un th3oréuie do i, Eadaaard, 3ull. Sc.
matas, sfrie 2, ©. 18, 184, 5. 22=25,

30URBAKI fFicolas). - Algdbre, chasitre 3 ¢ Algébre nultilindair:, 2e éd. -
laris, Hoermann, 1558 (act. scicnt. =7 ind., 1044),

DTERIIL ‘Paul). - La fonction caractiristique de Hilbert, Algdbr- of thioric
r . ) . . 5 - . N
des nouibros [ 1949, laris]. = Paris, centrc netional de 1a Recherche scionti-
I ja)

fiquo, 19°0 fColloquss intern. C. H. Re S., 24) 3 9. 10¢-114,
FATOU (2icrre). = Sur los sérics cntiéres A coefficicnts enticrs, C. R. Acad.
5ce Paris, t. 138, 1974, 2. 342344,
GODEMELT ‘Roger). = Localités simples I et II, Siminaire Cartan-CHevalley, t. 8;
1955/1956 : Geéordtrie algdbrique ;3 n° 15 ot 17.
GOLD.ai! (Oscar). -~ Hilbort rings and the Hilbert Fullstollensatz, iiathe Z.,
to 54-’ 19':)1, po 13’:"’1400
GUARLION (J3an). = Sur les unions sous-directas de structures, Séminairc
Dubreil-Pisot, Algdbry ot thioric des nombras, t. $, 1655/56, n® 3.
GUEAINDOI (Jean). - Propristés dfirrsductibilit: dans les todulas, thiorie
multiolicative, S-normalit?, Bull. soc. mathe Prance, t. 35, 13557, n.
459520, (Thése Sc. math. Paris, 1977).
XRULL /“1fgang). = Dimonsionstheoriz in Stcllenringen, J. f£iir reine und
angew. Math., t. 179, 1938, p. 204-2:C,
XRULL (Wolfgang). - Jacobsonsch: Ringe, ilbortscher iullstellensatz, Dimen-
sionstheorie, liath. 2., t. 54, 19551, p. 2%4=337.

reine und angew. Math., t. 192, 1973, p. 230-252.

LANG (Serge). = Hilbert's Hullstellensatz in infinite di.cnsional spacas,
Proc. Anmcr. math. Soc., t. 3, 1972, ». 4037410,

PISCT (Charles). - Propristds arithuétiques dos coef’iciznts dos sérics de
Taylor, C. R. Acade Sc. Paris, t. 224, 1947, o. 433-440,

POLYA /Goorg). = Untersuchun-cn fthor Lilcken und Singularititen von Potenzreihen,
I\";-atho Z., to 2’::', ﬁ929, p' 54’9"6400

STRAT (Jean-Picrre). - Faiscoaux algébriquos cohsrents, annals of iiath.,



