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FONCTIONS DE CORRELATION ET SUITES EQUIREPARTIES

par Jean BASS

Les problémes dont il va étre question peuvent étre envisagés du point de vue
de 1l'arithmétique, de 1l'analyse, et du calcul des probabilités : leur origine
est hydrodynamique : la mécenique des fluides turbulente utilise des fonctions
dont on ne connaissait pas jusqu'ici de représentations, sauf sous la rorme
indirecte de fonctions aléstoires. Ces fonctions, que je désignerai sous le

nom de fonctions pseudo-zléatoires, peuvent se rattacher a la notion de suite

équirépartie, et reciproquement, leur étude simplifie celle des suites équiré-

parties.

Soit f(t) une fonction complexe bornée, nulle pour t< 0, intlgrable au

sens de Riemann, satisfsisant aux conditions suivantes :
m
1

{
1) m= lim é \ f(t) dt existe ;s
T s0 YUy
("
2) \ (h) = 1lim L \ f(t) £(t+h) dt existe, pour tout h > 0,
N T~ T v

est une fonction continue de h , et a une valeur positive pour h =0,

'
DEFINITION. - S8i m =0, et si y(h) tend vers O lorsque h—3 o,
on dit que f(t) est pseudo-aléatoire. ‘X(h) s'appelle fonction de corrélation
de f(t) . On vérifie que y(h) est definie pour tout h , et que ¥ (-h) = y(h) .

Considérons pour commencer une fonction f£(t) non nécessairement pseudo-aléatoire

et étudions les relations gendroles qui existent entre m et X'(h) .

Au lieu de \{(h) , introduisons plutét la fonction

T
g(hy , b)) = lin if T(t + b)) £(t +by)
T—0 T
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Prenons sa moyenne dans le carré C

O<h <h , 0<Sh, <A

. 1
,.1.2.5 g(h_L R 1'_12), dhy dh, = lim }T f at | Ig £(t + h) dn|
A"V T—> " VY "0

g(h1 , h2) est une fonction complexe. liais sa moyenne est une fonction rdelle
non négative,

La changement de variable t + h1 = t' montre d'ailleurs tout de suite que

On voit ainsi que

A
;1:2\& Y (b, - y) dny dhz"k,( RY () (1= ah 30

0
Le resultat est valable & la limite lorsque 4 —3 o , mais la limite du premier
membre n'est pas en géncéral égale a

T A
lim 4 K at | 1um 1 j £(t + h) an|® =|u|? ,
T T 0 A > 0

comme je le montrerai plus loin sur un exemple.

On peut cependant améliorer le résultat précédent en posant
f(t) =m + fl(t) .

fl(t) a une moyenne nulle. On a alors

T
g(h1 , h2) = lim — j" (m o+ Ei(t + hl)] [m + fl(t + h2)] dt =

T— 0 T 0
1 (T 2
= Lin T ( £, (6 +h)f, (8 +h)at + [n]” |

‘0

Le premier terme a-pour moyenne, dans le carré C , une quantité non négative.
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Donec

|—

( Y (y = by) dby by la|?

2 )G

b=

Ce résultat est valable éventuellement & la iimite lorsque A —» o ., Il n'y

a pas en général égalité.
Considérons en particulier une fonction f£(t) de la forme

f(t) =e 21T (n) si n<taqn+tl , n entier,

soit
£(t) = o “TTYLER)] , t 70 .
On démontre facilement le theoreme suivant.

] ~
THEOREME, - Si la fonction de corrélation de f£(t) existe pour h entier,

elle existe pour tout h , est continue, et varie lineairement lorsque

p< h< p+tl , p entier non négatif.

Ce théoréme a pour consequence le théoréme suivant, qui joue un rdle central

dans la suite

i ~
- THEOREME, - Si, pour tout entier p % 1 (ou supérieur & un nombre positif fixé) ,

X(p) =0, alors m=0.

En effet, }{(h) est alors nul pour tout h 3 1 , donc la moyenne de

X(h2 - hl) dans le carré C tend vers O AR
lorsque A —3 o .|m| , nombre non négatif 1 —~*Tl/ !
i i i / |
arbitrairement petit, est nul. L | F-hl fig 1
n

~ REMARQUE 1. ~ On peut reirouver ce résultat en étudiant directement la moyenne
Ge Y(h) par rapport & h . ‘X(n) est une fonction du type positif. On peut
donc (théoréme de Bochner) le représenter par une intégrale de Fourier-Stieltjes

~ Q0 .
{ ih w

X(h)=5 e do )

- O
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r

®
ou g-(w) est une fonction réelle telle que \) ldr W) < &
-®

On démontre alors que
1 A
lim I X(h) dh
Ao 0 ~
existe et a pour valeur le saut réel non négatif de la fonction spectrale o (w)
4 1'origine., Le résultat précédemment utilisé éteit légérement différent. I1

avait comne conséquence que, pour tout A > O,

1 A
A 0 O ’

REMARQUE 2, -~ L'inégalité fondamentale se généralise facilement. Considérons
la fonction
AT
1

glhy, , by, veey h2k) :T_l_j’fn_> ) ?j £(t+h,) ue T(behy) £(tehy ) ... £(bsh, )at.
0

Si les moyennes utilisdes existent, on a, pour tout A fixé,

oy ) ‘T .
~a7 1 ‘ . 1 - <k
Sy (g, h) = —p S g(h) dnh = Lin ;r-g |7 (£) = at

2k 0]

o Oy est l'hypercube (0, A) & 2k dimensions, et ou

b
P(t) = g g £(t + h) dh

0
La moyenne jﬁék(g , &) de g dans C,, @st donc le "moment temporel"
d'ordre 2k de la fonction positive |F(t)| . Ies moments ﬂ'sz
inégalités de convexité classiques. On a en effet, d'aprés 1'inégalité de Schwarz,

tﬂz(mi} é’\/mék mze
log jﬁi s considéré comme une fonction de k , est comvexe,

Lorsque £(t) = o <" YLEM)] g Wy=1, 0T <1,

vérifient des

En fonction de k , 1log jﬂzk est représenté par la courbe de la figure 2.

Si en particulier Tﬁzz =0, ona logtﬂzz = - . la convexité entrafne que
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tous les moments sont nuls, et en particulier

L

6, , d'on il résulte que m =0 .

ot e g = e - A

Revenons maintenant & le fonction

f(t) =e 2ETRLE(t) ]

fige. 2

et exprimons sa moyenne et sa fonction ae corrdélation.

On a d'abord

N o
m= lim > ezl’ﬂ’\{)(n)

Ne> oo n=0

b= I

D'autre part les valeurs de x(h) se déduisent de celles de X(p) , D entier,
Or

;1 X 21T [\P (n+p) - \?(n)]
Y (p) = 1lim T >_ e
N —>m =0
On en déduit que s
!
THEOR%ME. - :3_3_._
: ; N 21V [ (n+p) - f(n)]
lim = 3 e ‘ =0
N 4 -
N—m»

pour tout entier p » 1 (ou Py s P> O arbitraire), alors

N - |
1im %f_ e AATYR)
n=0

Ce résultet, utilisé par H. WEYL, puis généralisé par VaN DER CORPUT, est en
relation intime avec la theéorie des suites dquiréparties. On sait en effet que
la condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite réelle (n) soit

équirépartie mod 1 est que, quel que soit 1l'entier ¢ non nul,

;o 2wl
1im T\T \: e =0 9
V— o 0

s . . , 2”\(8 '(n
c'est-a-dire que la sulte ordonnce e 1) \f( ) converge vers O au sens de

CESARO, Ce théoreme est d'ailleurs une conséquence du théoréme plus général

suivant lequel, pour que la suite Y(n) soit équirépartie mod 1, il faut et
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il sufrit que, quelle que soit la fonction f»(x) bornée et intégrable au sens
de Riemann, périodique de période 1,

1

W

n L oST )= y o) ax
Ve o™ o 70

=i

In remplagant (n) par Q(Q(n) , on voit que, pour que L?(n) soit équi-
répartie mod. 1, il faut et i’ sulfit que Y (n+p) ~ Y(n) le soit pour tout

entier p > 1 . C'est le théoréme de Van Der Cou wt.

Ce théoréme permet effectivement de construire des suites équiréparties, et

en méme temps des fonctlons pseudo-aléatoires.
On connaft en effet des cas particuliers trés simples de suites équiréparties.

Si A est irrationnel, la suite 4An est équirépartie mod. 1., Car

L aane) _ -iméa

1 - 2i7lmm
= 3 =
R 2iN sin TC A
n=0
et cette quantite tend vers O avec % .
il
Si A est rationnel, il existe des entiers ¢ tels que e21 An 1 pour

tout n , et le théoréme de Weyl ne s‘epplique pas-.
5i mairntenant \?(t) est un polyndme du second degré At & Bt + C ,

on a

~
¢ (n+p) - §(n) = 2Anp + Ap” + Bp .

o
Pour chaque p >»1 , la fonction de corrélation de 621\ YLE(t)) s'annule.

.’.}— ir
Donc la fonction e213\%[E(t)] est pseudo-aléatoire, et \P(n) est équi~

Y

répartie 7 1,

La méthode sz généralise aisément et permet de démontrer que, si ¢(t) est

un polynime dont le terme de plus haut desré a un coefficient irrationnel, la suite

W (n) est ¢quirépartie :wd 1. Clest le théoréme de Weyl.

Ce théoreme peut étre légérement géndralisé. Pour que le polyndme ke(n) soit

équiréparti 1A 1, il faut et il suffit que 1l'un de ses coefficients, autre que

le terme constant, soit irrationnel. Corrélativement, pour que la fonction
(2N [E ()]

soit pseudo-aléatoire; il faut et il suffit que 1'un des coefficients
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du polynéme (p(t) , autre que celui du terme en t et le terme constant, seit

irrationnel.
s (TR
Si en effet tous les coefficients sont retionnels, o<1 Uf[ﬁ’ (t)] est une
fonction périodique, donc non pseudo-aléatoire. Dans le cas contraire, on dé-
compose e2:L vy E(t)] en produit d'une fonction pseudo-aléatoire et d'une

fonction périodique, qui n'a pas d'influence sur la fonction de corrélation.

Pour toutes ces fonctions, la fonction de corrélation est égale & 1 - lhl
pour |h|€ 1, & O pour ||z 1.

¥

Oil h

fig. 3
Si 1'on considére la suite An® , 0 < o« < 1 , on peut démontrer qu'elle

est équirépartie mod 1, mais la methoce des fonctions de corrélation ne s'ap-

plique pas. Car, pour la fonction

23 A
£(t) = 1Y My Lt Cnst

Oa a

N . o N i K]
. —_— 2iTTA -n . : 21 : coe
Y(p) = lim I\lT o247 [ (n+pf* = 0] = lm T oA Alxpn ™" + ]
n=0

N— o N— n=0
Le crochet tend vers O avec -1]-;; , done Y (p) =1 et b/(h) =1. Yh) a
pour moyenne 1 , alors que m = O . On a 12 un exemple de fonction f£(t) pour

laquelle la moyenne de X(h) est strictement supérieure a lm]2 .

VAN CER COPPUT a démontré que la suite an” est équirdpartie en utilisant
1'inégalité.

| eiu - e:'Lv "

' X
—ielv|<%lu-vl , avec u= (n+l) ; v=n*,
u-v

Ie théoréme fondemental permet ensuite d'étendre le résultat 3 n* y A >1.

La méthode des fonctions de corrélation peut-elle servir a démontrer des
résultats nouveaux ? Son but était de construire des fonctions pseudo-aléatoires,

et les fonctions obtenues & partir de polynbmes Y (t) semblent constituer une
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classe intéressante. On peut d'ailleurs largement la généraliser sans cesser de
faire appel & des polyndmes. Examinons maintenant g=mment se présente le probléme
lorsque ep(t) est ine fonction & croissance plus rapide, par exemple

L{}(t):.)\et, o1,

Formons un moment quelconque de la fonction égale &

N
£t ,>) =T Y sl n<t<ned
I1 s'agit de la moyenne du produit
m
T 1(t + hl) cee fmk(t + hk) ,

Si h1 s h2 y o+, b ~sont des entiers p, , Dy, eev , P, OB obtient

k
3 )
1lim 1 S eziv) [ml en+p1 + eeo + Mk E)n+pk] = lim % Z ezlm q‘(e) Gn
Ne— N . N3 00
ou
p p
) _ 1 k
\‘/(e)-—mle +,..+mk® .

Tout moment de f£(t , ™) est donc moyenue ordinaire d'une fonction

£[t,)y(0)] de forme analogue, o * est remplacé par Ay (o) .

Si en particulier on prend tous les m ¢gaux a I , les coefficients du

polynéme Lp(e) sont tous ¢égaux 41, =1 ou O.

La fonction

T
g(h, , «vo , h) = lim lgf(t+h)...f(t+ ) dt
1 hy o) 1 hy

(dans laquelle certaine des f peuvent &tre remplacés par leurs conjugués) est

le "moment multi-lindaire " temporel de la fonction f£(t ,») .

Si les h, sont des nombres entiers p; , on volt que gDy 5 +ee s pk)
s'identifie & l= moyenne ordinaire, ou moment d'ordre 1 , de la fonction

£, 2 y(E7 .

Comme la fonction g(h1 y wes s hk) vérifie des propriétcs d'interpolation
linéaire & partir de ses valeurs pour hi entiers, son étude résulte de celle de
g(p1 s cee pk) . On peut alors énoncer des théorémes analogues a celui de
Van Der Corput.Mais comme on ne counaft pes d'exemple de suite P &quirépartie
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, ces théorémes n'ont que la valeur d'hypothéses et ne fournissent pas

jusqu'a nouvel ordre d'information intéressante.
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(2]
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(4]

[5]
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