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LE THéOREME DE RIEMANN-ROCH-HIRZEBRUCH

par Michel ZISHAN

1. Caractéristique et genre de Todd.

Solent ¢y , see IR des varicbles. On pose formellement
n_ =
L4og X+ eeoto X = M +y x)
i=1 i
et

¥
(ey 5 eoe s c) = [ X exp(- (gt xp)):};l_exp{w

le 3 Stent étendu aux ( ?) combinaisons 1 £J; < vee <jpen, et L,

signifiant que 1'on ne ConSldeI'O dens le crochet (qui est une série formelle

en les ¥ i) que les termes homogenes de degré n (\{ est considéré comme
étant de degré 1).

Tﬁ cst donc un polynbme de poids n en Cy g oov 5 Cp oo On pose

n
(Tn(y; Cl 5 ees o Cn) =Z_6 TIP;(C]- 9 eee o Cn)yp
=

On remarque que Tn(m 1gepy oory cn) =c -

Soient V une variété presque complexe, et Cp g soe 5 C Se8 classes de
Chern (i. e les classes de Chern du fibré vectoriel des vecteurs tangents muni
de sa structure de GL(n, C) = f£ibré) (cf. [5 ). ‘

On des:l.gnera par [V ] la classe fondamentale de on ¢ Comme

29

21 7) - 7Y
c. I‘f’ (V n * MA, ’ sl Jl + ees + Jp =D, le cee ij £ H (Vgn ’ ,\%) . _La
veleur de cette classe de cohomologic pour la classe caractéristique [VQn ] est

un nombre entier que 1'on désignera par o5 eee Oy [v2nj + Comme
A .
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T (v 3 Gy s eeo , C ) est,un polynbme de poids n en ¢y 5 eoe 5 G 5 ON peut
considérer sa veleur pour [Vzn] , et on posc

U 3
e

o
N
=
i3
B
I
R
=
N

On a, hisn antenduy,

m S

- wysmmt i £ 7 \’ P N - m .
.Ly\vgn) =y T (\ LY ot 1(V2n) = T (Vzn)

DEFINITICH 1o = On appelle T
variété presque complexe V

- genre de Todd (resp. génre en Todd), de la
, le polyndme T (V o

TUEOREME 1

Y

(respe le nombre T(V, ))
Co

(\T ) = c [\/: J= caractéristique d'Euler~Poincaré de V.
be -1§ Zn’ = indice de la varicte V

2n
{pour une variété compacte)
La démonstration de (a

<

) est immédistes Celle de (b) au contraire repose sur
le théorie du cobordicme de The- [3]

Soit meintenant ¥ GL(q , ¢c)=fibré sur V dont les classes de Chern
sont dy 5 osen s 35 O 5 oecr o ¢, designent de nouveau les classes de Chern
de v2n (cfa [5.7,

tn a s

> 2)
AN
Cn pose formellement
q 3 a
Z_dix = Tl ax)
1=0 i=1
2t
£ . (
o W B (1+y) % (1475
ﬁ(;)’)-::e © ees + € 7 ;'by(é):e + eeo + O
avec ces notations, on pose
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n ¥, o
Pl ) = X, L60) T owl-Cy + e e 5 ) T Teampeyy- U

ou ¥ et ont les mBmes significations que dans la définition précédentes

On voit immédiatement que
n
Yy o C z v .
gTy('VZn’E’ - )‘tn[ty( S) 2-(53-— Tj(y 3 0L s cj)][v2n]

.0 T
zT(VQ,n’ g):T(Vzn’ j L]

DEF I'ITION 2. = On eppelle T =-caracteristique de Todd du fibré ¢ (respe carace

téristique de Todd) le polyndme Ty(v?"n s % ) (resp. le nombre T(Vzn s L )) .

PROPOSITION la = T l(V

i 9 ’g) = q x (caractéristique d'Euler Poincaré de V2n)

PROPOSITION 2, = rp(v2n : §) =TT, 7(P) ® 7)) o 2(P) désigne le fibré

vectoriel iéme puissance extdérieure du dual du fibré des vecteurs tangents
P 8

mmni de sa structurc de GL(n , C)=fibré.

Pour 1la démonstration, voir [3 L perographe 12
D - 5]

2o Caractéristique virtuelle.

Soient vy 5 eee , Vv, des R=clesses de cohomologies de Ig(Vzn ’MZA) o On dési=-
gne par R(y 3 vi) la série formelle en y

v.(y + 1)
c -1
v.(y + 1)
e * +y

DEFINITION 3., = On_appelle Ty—caractéristique virtuelle (resp. caractéristique
virtuelle) du GL(q , C)=fibré 757 2sgocié & la sous-veridté virtuelle
(Vi 5 vee s vr) le polynfme

r ©
fand z ’ * -
Ty((vl y eee s V) 5 )y = )‘;n[ty(;_) l_il Ky s v,) j::—_-O Tj(y 30 o eve cj.)][vzn] ,

respe le nombre

T((vl s, see o vr) , ?)V= TO((V1 g see vr) s E)V
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si ¥ est le fibré lindaire trivial, on écrit Ty(('\r1 y o005 V. ))v au lieu
de T ((v1 y s0e 5 ¥ ) ) S )V , et on oppelle ce polyndme le Ty—genre virtuel

aSoOC].O a la soub—va.rletc virtuelle (vl gy 00 5 V ) «S5i y= 0 on a le genre

virtuel etce

PROPOSITION 3, = Ty((v1 y ove s vr) s 3 )y est un polyndme de degré n =T

en y 3 il est identiquement nul si r >n .

(Démonstration immédiate sur les définitions) e

¢ .
THEOREME 2. = Soient vy 5 eee y V. y Uy V QH2(Vzn ,‘3) ’ Vzn ¢tant une

variété presque complexc coupactee

2e ON a
Ty((v1 AT v) , E)Vz Ty((v1 ETTRPI AP u) ’E)V
".'Y'Ty((vl, cre 3 V,p U, V, u+ v) ,g)

v

be Soit V' CV une sous-variété presque co.plexec compacte de dimension

2n -2, js V'—=V 1'injection canonigue, Vv la 2-classe de cohomologie
de V définie par V' alors

-* o* o* - m
Ty((J Vo 9 *0c J Vr) s J 5)\7: = 1y((V,V2 9 oo o VI.) ’ S)V

en particulier

Ty(v. ’ (j* §) = Ty((v) 9 g)v
Ce Ty((vl 9 vee o Vn) ,E)v:: q.vl g eeas Vn [Vzn]

de si V est une A~-veriété, et si a; désigne la classe de Chern du i-iéme

fibré diagonsl,

-<--- ¢
(1 + P2 V) = s T ((a, e s 8 )
-%_=0 1 éilc_‘_aoof—i‘,/.in y 11 ! ’ 12_ v

démonstration s voir [ 3] parsgraphes 12 et 13.



10m05

REIARQUE. -~ Dans 1'exposé précédent, on a déaontré un théoréme anslogue pour
la :Kygcaractéristique virtuelle d'un GL(q , C)=fibré analytique sur une variété
algébrique (plongde sans singularité dans un ospoce projectif)e. j{y est un
polynbme & coefficients entierss Ty cet un polynBme i coefficients rationnclse.
Le théoreme de iemenn-RochsHirzebruch dit-que

gébrique 3 il exprime donc, en particulier, des propriétés de divisibilité des

v =T sur une voriété al=
Ay v

"

classces de Chern des varictés algébriques. Les géniralisations du thdoréme de
Riemann~Roch au cas ou V n'est plus algébrique ni m@me analytique complexe

(et alors jgy ne peut pius €ire défini} se présentent alors comme des théorémes
de divisibilité des cocfficients des polyndmes Ty ou de polynSmes analogues
(cfo [1Jet {247},

3o Deux théorémes sur la ’}; -ceractéristique et le :gyrgenre d'une veriété

algébrique (cf. [71).

NOTATTONS. = Dans toute la suite, V disigne une variété algébrique de dimension
N, Fiyeen, F.s A, B des fibrés lin’aires enalytiques complexes sur V , et
UV un fibré vectoriel analytique complexe sur V .

/ \
THEOREME 3¢ = Soit G wune spplication qui, & toute variété V , toute souse

variété virtuelle (Fy ; oeo , F) de V, tout fibré ¥ sur V fait corres-

pondre une série formelle & coefficients rationnels notde G((Fl y ses Fr) s ﬁ)v

telle que

(1) G((Fy , oeu F.s A%B) , y=G(F , «ou, F oy by Uy
+ G((Fl $ vee o FI' 9 B) ’ W)V + (y on l) G((Fl 9 vre FI‘ 9 i I B) s )
"~ y G((Fl 9 dee Fr 9 A ’ B 3 A\S%} B) 9 l’I)V . .

.0 . b ) o < o
(11)_§£ Fl = iS{ ou S est un diviseur sans singularité alors

s

G((Fy 5 ses Fr) s Wy = G((FZ)S y oee (Fr)s) s Ugdg

(i11) o( (), U)V = )Ky(v s, 1) (o () désigne le sous—variété virtuelle
vide)
alors, pour tous V, F

19 %% F2 s U ona

G((F1 s ece Fr) s ’a!)v-_- )g'y((F1 y ses Fr) , z,.f)v

en particulier G est un polyndme & coef icients entierse
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/

DEONSTRATION, = Comne |~ vérifie les conditions (1), (i1), (iid),
G = %, -G vérifie les conditions (i), (ii), (iii)! ob

(ii1)? s a( O, My=0 .

Par récurrence sur la dimension de V on va montrer-—que_cela entraine que .
G!' = 0O icdentiquemente

Par récurrence sur le dimension de V on va montrer que cela entraine que
G!' = 0 identiquement.

D' aprés le théordme 4 de [ 7] on peut poser {Sé =F % T} ot S et T sont
des diviseurs sans singularitése En sppliquant (i), (id) (ou (iii)' sl r =1)
G'((g S;s By y eeny Fr) s Wy = G (((F)g s oee (Fr)s) » g

= G'((Fl 5 eve Ff) » Y»I)V'l' G'((FZ)T 9 o°e (FZ)T 3 1IT)T

+

(y - l)G‘(((Fl)T ’ (FZ)T 5 o0 (FI')T) s T"‘TT)T,

y G'(((FI)S ’ (Fz)s 9 vee (Fr)s 9 (T)S s T“S)S

d'aprés 1l'hypotheése de récurrence tous les termes autres que
G'((Fl 5 see Fr) s H)V sont nuls. L'Sgalité précédente entraine que ce

terme est nule
CG QQ F. Du

PEEERN
THEORILE 4e = Soit G une application qui & toute varicté V, toute sous-

vari¢té virtuelle (Fy ; oo, Fr) de V fait correspondre yn nombre rationnel
G(Fy 5 oes F)y el que

(1) G(Fy 5 eee y Foy 8RBy = G(Fy , oee Fros ByrG(Fy 5 oo , T, B)y

+(y~ 1)G(F1 g vee FI‘ ’ A P B).V-y'G(Fl g see FI’ ) iﬂl s B ’ :.@B)V
(1) OF 5 eee, Fy= 6(E)g, ooe, (FIJg st 7y = {5}

(1ii) il existe un nombre rationnel Yo tel que

alors

ﬁyO(Fl 9 °°° Fr)v’:: G(Fl 9 *ce FI')V

démonstration analogue & le démonstration du théordme 3.
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RELARQUEs = fiy étent un polyndme en y , il est licite de parler de la

valeur de ce polyndme pour une valeur perticuliére Yo de ¥ e

4, Théoréme de Riemann~Roch=Hirzebruch (R~R=H) pour un fibré lindaire.

Soit V une veriété algdbrique Fy , «e. F. des fibrés analytiques—complexes.
lingeires sur V , W un fibré vectoriel de dimension q analytique complexe
associé au GL(q , C)-fibré =, o(F;) = £; la classe de Chern du fibré F,

(£, ¢ ¥(7, , 2)). ’

On pose
{)Ty((Fl 3 ey FI‘) s n'-'.")V‘: Ty((fl s %% o fr) ] ’ST)V
{ Ty(V , ) = Ty(V , g)
Comme on a

c(Fy % FZ) = c(Fl) + c(Fz) et

c(Fg) = * o(F) si j 2.85—>V oot L'injoction cenonique (c&[57),o0n en

déduit que les conditions (i) (ii) des thlordmes 3 et 4 sont vérifides.
Mais comme de plus

’\ ’.[‘_l(V) = YN _1 (V) = cersctéristique d'Fuler-Foincaré
/' /

ZTl(V) = 7\1(\7) = indice

On déduit du théoréme 4 le théoréme suivont ¢

7/ A

THEOREJ.V[E 5. [ad 71(Fl 9 900 o Fr)v’: Tl(fl s oes o fr)v

j—l(Fl 9 oo o Fr)-\J.: Tnl(fl s oce o fr)v

» . 9. b ; A - 2y # \
pour dcduire de ce theoreme lc théoréme R=Re-H, on considére une A —variété V L
associ¢e & V (on reppelle que VA est algébrique si V est algébrique), ce
qui est intéressant car on 2 les deux lemmes suivants

T(V)

]

LEME l¢ = Si V est une A =variété, alors A(V)

IBIE 2. - ¥ (V) = ‘/ﬁ(V‘ﬁ) et T(V) = T(VE) .
Done %(V) = K(v4) = 1(v®) = 7(V) soit :

THEOREITE be = A(V) = T(V) &
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COROLLATREe ~ N\(Fy 5 oee 5 F )y = T(Fy 5 vov s Fr)V en effet d'aprés le
theoréme 6, on peut appliquer le théoréme 4 & G=T et y, = 0.

Cos perticulier s supposons T =1 3 )((F)V = T(F)V mais

$E)y= [ = LT, ) (7 paragrepho 2)
TPy = T(V) « T(V, F) (@éfinition 3)
Par conséquent :
S00, B = 2V, B)
Explicitons le résultal obtenu

: ¢ a e ’ K3 2 P d
THEOREXE 7, ~ (R-R~H) Soient V(= Vn) une variété algébrique, F un fibré

linéaire analytique complexe de clesse de Chern I &HQ(V ’ Z) , ;EL le faisceau

des germes de sections holomorphes du fibré F .

e« Les espaces vectoriels Hl(V ’ sz sont de dimension finie, et sont nuls

pour 1 >n o

L
be NV, F) = (= l)l dim i (V F) 1 est un polyndme en f et en les

1...0
classes de Chern de V . Sionpose I + ¢ X+ oo c, X = { (1 + \éi x)
i1

on a
n ¥ .

. N f - YL n -
KO B = ffe" T ——== J[VJ

j:-'-l 1—6 :"1

’
DEMONSTRATIONS DES LEMMES, - Pour la démonstration (longue et assez technique)

du lerme 2, voir [3 _}L.?our le lemme 1 on remarque que

(1 -'.' y)n T(V) g 1\ T (Al 1 9 LN , Aig)v (Théorém 2 d.)

v)? = £ soe o ! siti
(1 + )7 KWW —g v )Qy(Ail ’ s LQ)V (C7] proposition 5)

Ty et ﬁy étant des polyndmes, on peut donner & y la valeur l. Le lemme
résulte alors du thcoreme 5.

REMSRQUE~ = Le démonstration précédente utilise donc la théoric du cobordismes
I1 n'est malheureusement pas possible de domner & y la valeur =1 (cas ol
la d¢monstration du theoréme 5 est triviale) puisque le premier membre des

égalités écrites s'annulee
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5+ ReB=H pour un fibré vectoriel de dimension q Z1 .

Soient Y un fibré vectoriel enalyticue complexe de dimension q , T un
GL(q , C)=fibré assccié & U et E un 7ibré associ¢ & I de fibre
F(q) = GL(a , C)//(q , C) « Soit § 1a projection E =3V . Le fibré ¢ W,
image inverse de ¥ per 1l'application  , est donc un GL(q , C)=fibré
dont le groupe structural peut 8tre réduit a 5 (q , C) (comme fibré analytique
complexe) ¢ la construction de \{'* T3 pertir de ] est une générzlisation
de 1a comstruction de V2 a pertir de V . De plus, la base du fibré \-f* 2}
c'est-a~dire E , est une varid¢té ulgébrique comme on 1'a va dans la démons-

tration du thloréme 3 de [ 7
Le lemme < se générolise alors et donne §

LEME 3, = ae T(V, ) =T(E, r* )

be ¥ (7, W= {(E, \{/* i)

La démonstration de a-~ est facile (voir [3 ). Celle de be utilise des suites
spectrales (voir [2]).

Soient &y 5 eee ;-;q les fibrés diagonaux de \Vlk V.0Ona

-

)g(E > =3 c \)[‘(E , Ai) (L6 ] proposition 10)
J=

4.
q

7(E , \f* U) = 'L"I (E , i—;i) ([3 ] peragraphe 12-1-6)
i=

Corme E est algébrique et Ai linaire, on peut sppliquer R~R=H. &pres
utilisation du lemme 3, on trouve
s N\

THIOREME 8o = K(V , W) = T(V, 1) »

Corme )<P(v ; W) = (T, T T°)  par définition

™ (v , W) = T(V, U% ™) (oroposition 2)
le théoréme 8 entrainme 1'égalité wP(V, 1) = T°(V, U) , soit en multipliant

par y© ot somant sur p )&y(V , ) = Ty(V s 1) o On peut alors appliquer
le théoréme 3 & G = Ty(v , ) e

THEOREME ¢ o (ReR=H) Soit V wune voriété algébrique Fios eeey Fr des fibrés

analytiques complexes lincaires, 1 un fibré enalytique complexe & fibre vectorielle

on a

}\y((Fl 5 ®93 o FT) ) .J)V:: Ty((Fl 5 ®ce o Fr) ’ "r)v

(en particulier ﬁy ne dépend que de le structure continue de H).
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