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IES GROUPES D'ORDRE FINI ET LEURS CARLCTERES

par Richard BRAUER

Soient G un groupec “iordrc fini et H un sous-groupe. Nous pouvons poser la
question : combien d'infornations pouvons-nous obtenir sur G si nous connais-

sons H ? Cela scra dtimportance si nous voulons appliquer l'induction pour
P ¥

dent qu'il est nécessaire de nodifier le probléne, pnrce qus, étant domné H ,
nous aurons une nultitude cxtrércment grande de groupes G qui contiennent H ,
et on ne peut pas espérer quc tous ces G auront beaucoup ds propriétés en come
nun, FROBENIUS est un des prenicrs nnthénaticiens qui aient considéré le probléne
dons un nménoire célébre vers la fin du derniecr siécle. Ce nénoire est instructif

pour nous sous plusieurs rapports.

Prenidrcnment, pour appliquer les résultats de FROBENIUS, il est nécessaire de
savoir quelque chose sur la "position" du sous-groupe H dans G « Dans le cas
de Frobenius, il frut qu'on sache comment les classes des ¢léments conjugués de
H sont distribudes dens les classes de G . Une nutre possibilité, c'est de
supposer que H joue un rélec perticulier dans G . Pnr cxemple, nous pouvons
supposer qus H est le centralisateur C(¢) d'un'élément ¢ de G o Cela veut
dire que H est lc sous-groupe des ¢lénents de G pernutables avec 45 o Clest

cette hypothése particuliére qui sera importante pour nous plus tard.

Un autre point A'intér€t pour nous dens le travail de FORBENIUS, c'est qu'il
stagit de relations entre les carnctéres de H et ceux de G . Il ne semble que
la théoric des carcctéres nous offre le secul langage dans lequel nous pouvons

expriner des propriétds plus profondes des groupes d'ordre fini.

Je veux nontrer que ncus pouwons obtenir beauscup d'infornations sur les carac-
téres de G , si nous connaissons les caractéres de certains sous-groupes de G .
Rappelons qu'un groupe G d'ordre fini g a 1n caractéres irréductibles

15 N2 200 Xp ou n est le nombre des classes K1 s K2 s eee Km
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A'61éments conjugués de G . Ces caractércs %y sont des fonctions a valeurs
complexes sur G qui sont constantes Ians chaque classc Kj « Nous pouwons

disposer les valeurs ‘les caracteres en unc table

>

T
..(\1 ) veo KI-,I

(1)

HXQ..

il

Les résultats qui formnent le sujet de cette conférence sont d'une nature arithné-
tique. Soit p wun nombre prender qui restera fixe desernaise Nous supposons que

p divise l'ordre g du groupe, 6t posons
n .
(2) g=p g  Ou (b, gy =1

. N n
On sait que G posséde des sous—groupes P d'ordrs p , les sous-groupes de

Sylow.

Peut-tre puis=jc indiquer la direction générnle de ces recherches en discutant
A'ebord le cns spécial n =1 , cas dens lequel les résult~ts sont plus précis.
Soit N = N(P) 1le normalisateur A'un sous-groupe o de Sylow. Ce N se compose
des ¢1lénents o < G tols que P& = & P . irrangeons les earacteres ;(i de
G en prenont d'abord les caractéres f; , dont le legré x; = 'ﬁi(l)' est
prenier & p , ot puis les sutres carnctéres. Prcnons A'abord les classes
Kj "p-régulidres”s Ce sont les classes dans lesquelles l'ordre des ¢lénents est

premier & p o hinsi, 1o teble (1) epparait sous 1la forme

classes Kj classes Kj
p~réguliéres p-singuliércs

ceractéres  f.
de degré X .
CBYC Xy 1 11
prenmicr & p

caracteéres ﬁi
de degré X, 11 v

divisible par p
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Les résultats sont les suivents ¢

10 Dans 1~ pertie IV, toutes lcs valeurs sont O

20 Lo partie II est & peu prés égale a la partie correspondanke de la table des
caractéres du groupe N ; pourvu que l'arrangenent des ceractéres et des classes
soit convenablc. Pour avoir dgalité stricte, il faut multiplier chaque caractére

-+
Kg Porun signe %i = = 1 convenablec.

Du reste les relations d'orthogonalité des caractéres donnent quelque information
sur les porties I et III, Aussi, chaque éldnent p-singulier & deo G peut se

nebttrs sous la forme

¢ =T6

oh TL ot 59 sont des puissanccs de & tells que T a l'ordre p et 5o
a un ordre prenier & p . Si-,p est un iddal prenicr divisant p dans le corps

engendré per les valeurs de %y » on voit facilenent que

(3) )ﬂi( §) = )ﬂi(ri‘c) (nod :9) .

Ccla cussi donnc des renseignenents sur les perties I, III.

Por exenple, si le caracteérc iy de degré X, ® 0 (nod p) correspond

R ~ ~ ' ~
au caractere . de “epré x. de N , nous aurons b, X. T X (nod ) .
i e i ’ i71i i

I1 y a besucoup de groupes pour lesquels ces résultats suffisent pour déternine?
tous les ceractéres. Souvent, il suffit de connaftre l'ordrc g et un peu
d'information supplénentairc. (Naturellenent, il est nicessairc qu'il y ait des
nombres premiers p qui divisent g avec l'exposant sxact 1)e Por cxonple, si

nous prenons les ordres g des groupes dc Mathieu
7 920 , 95 040 , 443 520 , 10 200 960 , 244 83 040

et si nous supposons quc¢ G soit sinple, il a été dénontré par Re G. STANTON en
1948 que les cerctéres de G sont déterninés conplétenent, A'ol on peut dénon-

trer que G est isonorphe au groupe de lMathieu du néne ordre.

Je re suis intéressé depuis quelque tenps & 1o généralisntion de ces résultats
dens le cas n > 1 + Je veux indiquer ce que l'on peut dénontrer, quoique je n'aie
pas réussi & donner des résultats aussi préeis quc dans le cas n =1 .

Cornengons par formuler les faits les plus sinples de 1a théorie des rcprésen=

tations des groupes d'ordre finie. Etant donné le groupe G , nous pouvons former
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1'algébre de groups ' de G o C'est une algeébre associative  sur un corps
quelconque L qui o une base dont les ¢lénents formsnt un groupe rultiplicatif
isomorphe & G + En identifiant ces élénents avec los élénents de G nous pou-

vons dcrire 1'élément géniral ¥ & U sous la forne

Y

(4) W=, _ a s
YRS G
ou les a. sont des éléments erbitrsircs de LL .

Si . a la caractéristique 0 , 1'algebre = est seni-simplc et alors soune
directe A'slgébres sinples,

(5) n =Sl ’\"93268...’.%51. 3

Si 1 est =2lgébriquenent clos, chaque algébre sinple Si est isonorphe & une
algébre compléte de netrices avec des cocfficients d-ns % o L'honomorphisne
canonique de [ sur S, nous donnera une repriscntation de ™ par des metrices
ou, si nous le préférons par des transformitions linéaires d'un cspace vectoriel
V sur XLl de dincnsion finis.La recstriction aux dldnents de G définira une
représentation irréductible Xi de G par des transformations lindaires de V o
Naturellenent, des représentations équivalentes seront considérées come la

néne chose. (Ce sont des représentations telles que l'une peut &tre obtenue a

partir de l'autre por un autonorphisne de V),

Réciproquencent, toute représentation irrcductible cst obtenue de cette maniére.
Par conséquent, le nombre r des turnes dans (5) est le nombre n des classes
Kj d'élénents conjugués et on peut prendre la valeur )(’i( &) du caractérc
%4 come trace de Xi( §5), (5 eG).

Dens ce qui priecéde on peut prendrc pour L1 le corps des conplexes. Meis il
suffit de prendre un corps £x algébrique assez ¢tendu de degré fini sur ls
corps rationnel (par exeilple, on psut prendre le corps des g-iénes racines de
- 1'unité, neis ce n'est pas A'inmportance pour nous), Si nous voulons passer au
cas A'un corps de ccractéristique p , nous pouvons achever cela ds la naniére
suivante. Soit Y un idéal premicr de < divisant p . Si o est 1l'anneau des

~ . . P
entiers locaux de <u et si £X est lc corps des classes résiduelles

~%

AL :0/:5? ’
. . L% P
il suffit de prendre <(.° corme corps dans lequel nous prenons les représenta-

tionse
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P . * . *
Je ddsignerai par ¢ 1l'alegébre dc groups de G formde sur le corps L.

Ce ™ ntest plus seni-sinple et celn couse des complications. Pourtant, si

M est un idéal noxinal de [, l'algébre [ */M scra une algebre conpléte ‘e
notrices avee des coefficicnts dans 2 | Comrie on 1'a vu dans 1o cas de la
caractéristique O , ccle nous donne une représentation irréductible de G dans
N Rcc1proouenent., toutc représentation irrdluctible de G ams ©F (ou dans
un surcorps de foig ) cst obtenue de cette fagon. Clest cc que nous appelons lcs
representations irrdiductibles "molulnires".de G o On peut nontrer que le nonbre
£ de ces représentations FoosFy 5 »cc ; By essenticllenent différentes est le
nonbre 4 des classes p-régulidres do G . 4dnsi, si p divise g, £ est
inférieur eu nombre total n des classes de G . Corme nous avons vu, les F
sont en correspondance biunivoque avec les idéaux maxineux de v o D'nilleurs,

p—

les idéeux noxinoux de U sont les idéaux preniers de ©
Si Xi est une représentation de G dans &k on peut voir facilenent qu'on

peut choisir la base de l'espace vectoriel V., corrcspondant telle que chaque

e

Xi( ¢) a des coefficients dans 1'nnnenu local o pour n . Or, 1! npp]icqtlon
canonique de ¢ sur o2¥ = o / P changera X dans une rbpre,sentatlon x¥
nodulaire de G . Bien quc, X soit 1rrbducolble, en général, X est réduc-
tible s En décomposcnt X en compoazmtes irréductibles, nous pouvons parler de
la mulbiplicité d'j d*une rep‘r‘Csen‘bation irréductible Fj dans X; o I1 faut
renarquer gque lo représentation Xi d¢pend de 10 base que nous avons choisie
dans l'esp-ce Vj - Heurcusciiont, lcs enticrs dij non-négatifs dépendent seu—
lensnt de Xi,(ﬁ.e Fj , et de 1'idéal prenier :fx o D'ailleursy un autre choix de p
(gerdent le noribre premier p) ntentratne pns de changenent essentiel. Nous appe-

lons les dij les "nonbres de décomposition® de G pour p .

Définissons les caractéres irrdductibles modulaires. Ce sont des fonctions 2
valeurs corplexes (pos dans 43 1) ddfinies sur 1'enscrble Gy des élénents
p-réguliers de G . On peut dériontrer qu'il y a des fonctions de cette espéce
telles que l'on ait

J

Tei, Y; est le caractére de la représent~tion Fj « Les fonctions

H1 0 Yo s eeo 2 e sont linéairement indépendantes.

Les sormes suivantes sont inmportentes @

jul
7 <4 a4 =
@) i g T %y



6~06

On peut montrer que les cy sont égrux & des quontités introduites essenticlle=
nent par Elie C.RTLN dans 1. théorie des =lgébres, que nous appelons les inveriants
de Cartan de = r*(ou de G , pour p). Ici, cij dépend de deux iddaux naxinaux
Mi et Mj ac ¥ ou, c6 qui est l= néie choss, de deux carncteres irréductibles
nedulaircs ¥ et \;‘vj de G . D'aillcurs, on peut calculer les cij si on

i

connait les caractércs irrdductibles nodulaires de G o

Dens (6), 1'¢léncnt ¢ est p-régulicr. Nous avons besoin d'une formule senbla-

.

ble pour les autres ¢lénents, Tout 5« G peut s'derire sous la forme

= 5
) vo

ou T et 5 Sont les puissances de 6 et o l'ordre de T est une puissan—
ce p\ > 1 de p et celui de §y ©s8t prenier 4 p « Appelons "p=-&llénent"

un élénent T dont l'ordrc cst une puissance p™ 2 1 de p » ilors, L est
un élénent p-réeulier du centralisatcur C(171) du p-81érnent TWeG o En
appliquant (6) au groupe C(77) , on obtient sans peine la généralisation suivante

de (6) s

i. 7= Ty Tyd'un ordre p™ 3
- T——— T
3 ‘TO € C(W) 9 p—‘réo’ ulier.

Ici, les dj"-g sont des enticrs algibriques, qui Jdipendent ds W , i et j , et
xﬂl‘ ’ qr'é » e sont les caractéres irrdéductibles nodulairss du groupe C( 1) .
D'ailleurs, les dlrg sont contenus dans le corps des p* -idnes racines de

1'unitis A la place de (7) s nous avons les ¢quations

n .
(9) xS g gfo CT\
/ ., o
i=l iO\ g O(ﬁ -
Ici, 0;113 est l'invariant de Cartan du groupe C(7 ) appartenant aux caractéres

77
Yn {E de ce groupeo

Supposons que T soit un p-élénent fixe de G ¢t que nous connaissions le
groupe C(T) corme groupe abstrait. En conséquence, nous coniaissons les none
bres cg]. « I1 s'ensuit que nous avons un nonbre fini de cas pour les d‘;r. .
Dans chaque ces, nous pouvons donner les, valeurs des di’; sl les ﬁi sont
pris dans un ordre convenable, avec l'exception suivante $ nous ne savons pas
~ pour combien de j‘i tous les dﬂ. =0 . Cc sont les ﬁi qui s'annulent poui'
tous les 6 dans (8). Pour chaque cas, nous pouvons trouver toutes les valeurs

j\i( §) pour les ¢ dons (8),
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Si T appartient au centre dc G, G =C(7) , et nous n'avons pas de réduction.
Pourtent, il est frcile de montrer qu'il suffit de connaftre le groupe C(7)/ {7}
(ou seulenent les caractéres irrdductibles modulaires de ce groups) et aussi
liordre p™ du p-élénent 70 . Naturellenent, 1l'ordre ds C(7)/{w} est infé-
rievr & g , sauf pour =1 .

Si nous faisons varier T , il cst cleir qu'il suffit de prendre pour 7T
les ¢lénents

(10} TT =1 2 T{l 5 72 9 ese g Th

d'un systéne des représentants pour les p-classes de G (ce sont les classes
d4'élénents conjugués dont 1'ordre est unc puissance dc p)e Si nous connaissons
tous les groupes C(Tij)/f_TTjﬁ avec Jj >0 , nous aurons un nonbre fini de pos-
sibilités. Pour chacun de ces cas, nous pouvons donncr explicitenent les valeurs
des caractéres irréductibles ~ﬂi ds G pour tous les élcnents p-singuliers
g de G , excepté que nous ne savons pas conbicn de caractéres )i s'annulent

pour tous ces & o

Pour le cas n =1 , j'ai indiqué plus haut wun résultat plus précis. Ici,
seulenent quelque signes éi =21 restent indéterminds. Dans le cas général,
la discussion les équaticns (9) scra trés compliqudée parce que lc nombre n  des
ternes & droite peut 8tre grand. Je vais nontrer que 1l'on peut grouper tous
les caractéres X3 ct %?f drns des systenes tels qu'il suffit de se borner
aux ceractéres d'un systime dans les formules (8) et (9). Ces systénes sont
les "blocs" de caractéres. Dens chaque bloc, nous aurons au plus p2n carac=
téres Ky Ainsi, le nombre des ternes que nous aurons & considérer est borné,
si pn est donne. Ccla est inportant pour les applications que jo domnerai plus

tard.

L'origine des blocs sc¢ trouve dans 1l'aritimétique de 1'algsbre © . D*abord,
je veux donner une définition directe. On sait que, pour étudier la structure
Atune rlgébre, il cst important dc connaftre lec centre. Soit Z 1le centre de
T . Nous sppelons Z "l'algebrs de classes" de G pour le raison suivontc.
Soit f; la sorme des élénents de G qui apparticnnent & 1a classe K des

é¢lénents conjugués de G 3

(11) § = > T .
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On voit irmédictomnent que si K ; K, , ceoy K. sont toutes lcs clesses des

élénents conjugués de G , les ¢lérnents % 8 5 ¥o p cae *}m fornent une base
de 7 .

Une représentabion irrdductible Xi de " représente un ¢1léent TeZ par un
multiple scalaire «3( z)I de l'unitd I ; uﬁ(‘g)e;il o I1 cst évident que
1tapplication 7 == oo (S) est un hononorphisnc <y de 1'algebre 2 sur
1 o I1 suffit de comna 4tre les valeurs o (¥ ) « On dlduit de (11) que

(12)

!

1o

Z-le Xl(i)'") = C\)i(‘_’fo( )I o

Soit c¢{¢) 1llordre du centralisateur C{s) de . Soit &, un élénent de K, o

Ern fornant la trace dens (12), nous trouvons 1'équation dc Frobenius

' (13) GJJ( 1‘,( ) = g Xi('ﬁfx )

cleyl X

e
ou E'Tff’“)' cst le nombre des ¢lérents dans K o Il est clair que ce nonbre
L Gex .

oy ( f o() est un entier ~lgébrique.

Réciproquenent, tout homomorphisne de 2 sur £Z cst obtenu sous le fornme wy

avee 141 <n.

Soit 2" 1e centre de ilalgdbre ¥ d G sur le corps  &F | Ies é1dments
(11), pris comms éléments de - » fornent une base de A L'application canoni=-

que de ¢ sur o/ = Q- change 1thomomorphisme wo, de 2 sur 5% en un hono=-
) & i

. * ® oy by s s
morphisme oo} de 2" sur L7, Forrmlé plus précisément, wi est défini par
la conditicn que s .{31 .) soﬂ' 1tinage ds wi({fj ) pour 1l'application cenoni-

que. Chaque hononorphlsme de Z sur 0 apparalt sous la forme oa; 5

e
1 <1 <n . Pourtant, w1 : 2 o5 res p @ De sont plus distincts. Nous disons

ue deux caractérss irréductibles de G. . . et Y. , appartiennent au néne
q 0 - V1 NJ ?

i

ks

"bloc", si cJ;:: = ) . cela veut dire, que

1 a( 5 ’.': o
3 )}: n ‘ ] .
l — -g&«-« [P — —.'gm«" [V - ] l] o‘\#
(4) claj xi —clfF) xj (o ;)

pour tous les & & G . D¢ cette fagon, les caractlres KL s Poos ese gy K n %
G sont distribués en blocs, et chaque caractére irrdductible X i appartient
& un bloc ¢t & un seul.

Soient B; 5 By y eee B~ 1la totalité des blocs de G . Choisissons des nota-

tions telles que g € Bi pour %=1 ,2 , ..., n . Alors,

3

¢ 3
_,vl e

&
-
L
&
©
el
3
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% 3k ey s %
sont tous les hononorphismes Ae Z° sur L o Par dualité, chaque @y correse

pond & un idéal prinaire Ti de 2% et z¥ cst 1n sorme directe de ces algdbres
Ti ’
(15) % —Tl &Tz P e0e d?-Tn 3

rd 3 0y * * N K . .
Le décomposition du centre 2~ de [ correspond a une déconposition de
en une sorme directe d'algébres primaires Ui ’

(:_BU \qi'oo. ieU .

*
(16) = A ;

1

(Ce fait est irmédiat, si nous utilisons la diconposition de l'unité en une sorme

d'idenpotents orthogonaux, qui corrcspond & la duconposition (15)).

Soit Fj une représentation irréductible nodulaire de G o Corme on l'a wvu,
Fj correspond & un idéal maxinal Mj de %, Or, Mj contient un et un ceul
des iddaux U, dans (16), Si Mj =0,

. » on it que le caractérc \Pj de Fj

appartient au bloc BU .

Alors, les caracteres irrdductibles modulaires Y, , Y5 5 ese ¥, de G sont
aussi distribués dans les bloes B; , B, , «e0 B e On peut dimontrer sans

1
difficulté que, dons (6), d,. =0, si %y b ﬁ?j appartiennent & différents

1]
blocs. fLutrenent dit, si i appertient au bloe B, , seulenent les Yj ds
B, peuvent avoir des cocfficients dij #0 dmns (6). Cela peut &tre utilisé

pour une autre définition des blocs.

I1 est élus difficile de nontrer que nous avons une situation senblable pour
les forrmles (8)e Soit 7 wun p-éldment fixe. D'abord, il est nécessaire
d'exposer une connexion entrc les bloes de C(7) et ceux de G + Soit B wun
bloc de C(Tl) o Nous désignons par 2 ™) 16 centre e 1'algébre ( ry*
de groupe de C(7) sur le corps of L st KT , K;', «es sont les classes
d'é1léments conjugués de C(T) et si f:t est la sorme des élénents de K}h s

les éléncnts fz(, ‘Eg y . forment une basc de (2 T)¥ .,

Or, BT correspond & un hononorphisne (CQTT)* de (Z‘n)* sur Sl* « On
peut nontrer qu'il existe un honomorphisne o5 g 2zt sur Y tel que
k. - SO, S o
(17) o (f“) = ) (™) (yé)

n
Kp CK, N C(T)

-
ob Ky parcourt toutes les classes de C(™) contenuss dans K, + L'hononor=-

*

phisne o de 27 déteruine un bloc B de G o De cette fagon, nous avons
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associé un bloc B de G au bloc BT de C(7) . On peut nontrer que si ?;T

dens (8) apparticnt cu bloc 8™ | 1c coefficicnt d;; peut sculcnent &tre non-

nul si )Si appartient ~u bloc B associé & 37,

Soit t 1lc nonbre des carctéres ﬁj, irréductibles dc¢ G dans un bloc B de

G o Leissons 70 parcourir ic systémc (10) de représentants et, pour chaque T ,
déterninons tous les caractéres nodulaires th de tous les blocs B de c(m)
qui sont associds au bloc B , On peut montrerlque le nonbre total de ces \P?

est exacvenent égal & t . 4insi, si 1l'on sc restreint aux caracteres ’X£ du
bloc B , on peut derire les équations (8} ot (9) de telle fagon que les somnes
.ont t termes. Jfai d¢ja rencrqud que b€ p2n » 91 nous ajoutons qu'il est possi~-
ble diobtenir des congruences nodulo puissances de *lentre les d;g pour les
divers 7 , on verra quion peul souvent <trouver toutcs les valcurs possibles

pour les d;g dans (9). (Par exenple. c'est possible si pn est petit).
La forrule (17) est A'un intérét indépendant.

Si nous comnaissons C(7) et la "position" de C(7() dans G , nous pouvons
‘* * . /7 2 i
trouver tous les (o)T‘) et les oo associés avec sust. Si nous rappelons la
relation (13), nous voyons que cela nous donne quelque information sur les valeurs

des caractéres j:l .

De plus, si nous faisons varier le p-6lénent T , excluant T=1 , et prenons
tous les (UJT()* , tous les homomorphisncs o ds 7¥ sont obtenues sauf
ceux qui correspondent & des blocs B de G de "défaut" O , Ici, les blocs B
de défaut O sont les blocs que l'on peut caractériser par chacune des propriétés
suivantes ¢

1° I1 y 2 un seul caractere irréductible 1 dens B o

2° Le degré d'un caractérec de B est divisible par la puissance pn 1la plus

haute de p aqui divise l'ordre g de G .
3° Un caractére de B s'annule pour tous les &léments p~-singuliers de G .

fu lieu de poursuivre la théorie des bloes, je préfére donner quelques applica-
tions & la théorie des groupes abstraits. Pour les applications que je veux discu-
ter, il faut supposer que 1'ordre g du groupe G soit un nombre pair. Bien
str, on peut douter que cela soit une hypothése naturelle. Mais on ne sait pas si
les résultats que 1'on va donner ont des analogues quand 1'ordre du groupe est
impair. Peut-étre, peut~on se consoler avee le fait qu'il est probable que tous
les groupes d'ordre impair soient résolubleés. Tout au moins, on ne connait pas de
groupe non-résolublc dtordre impair.
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Si ltordre g dc G cst poeir, i1 y a des ¢1énents d'ordre 2 dens G o Nous

appelons ccs éléuents les "involutions" dec G . Cortaines ddes classes
K K ese 5 K se composent d'involutions. Supposons que ce soient les classes
12 72° o}

K1 s K2 o cee KS o Posons

= & =
(18) q"gl"'l.z"'.oe +gs-

X AN
s =1
4 A 1 ) a o Q
Or, R o9 000y ﬂ‘,ﬂ est une brse de 2 ot nous avons des fornules
Il
(19) | fg& 34(3 = 3__3 e iy {‘g (X3 fp=1,2, c0,m)

avee des cocfficients rationnels (En effct, les au‘,pdh, sont des cnbiers non-négatifs).

En appliquant 1'homonorphisne Wy il s*ensuit que

. ) n
,;oi(i‘,_,\) wi(fﬁ) =Z;j: t‘:.“fs,;{ wl({f) o

-

Soit %) un élément ds K, , 1<% < mn . Enutilisant (13) ot les rela-

tions d'orthogonalité descaractéres, on obticnt, aprés un calcul facile,

(20) a o= = D T LI D T\ 2
apy  clen) clop) £ x5

En conbinent (18), (19) et (20), on voit que 1l'on peut poser

PR .
Z;'._. Y
=
ou
(22) - i (
2 be=gy = hy(0y)
8 e B ¥
avec ‘ (=)
8 Rs o
-5 e
(23) hi _qE.—_l mcrﬁ?y— o

Les hi sont des nombres rationneis, parce que 6, €St une involution pour
‘7.\ = l 9 2 ’ oe0 s S )

D'autre part, en comparant le cocfficient de 6% & droite et & gauche dans (1)
on déduit que b23 est le nombre des couplss ordonnés < f , % >dtinvolutions

de G tels que



6=12
Y-”Y/ = 0"\6

ce qui implique f-l Fylo= 5 % e .

Soit 6 € G, les éldnents T €G pour lesquels ‘)C-l ffg = 6'-1 forment
un sous-groupe ¢*(5) de G . Eviderment, ou bien ¢*(¥) =C(o) ou bien
C(c ) est un sous-groupe nornal d'indice 2 de C*(ﬁ') . L'observation précédente
nontre que, si 5y n'cst pas une :x.nvolutlon, bl\, est le nonbre des involutions
P de G qui appartiennent & C ((‘~é , nais pas a C(ﬁ‘g) o Si oy est une in-
volution, by est le nonbre des involutions # ¢ dans C(ey) »

Soit G wun sous-groupe quelconque dé G o Si nous avons introduit un concept
pour G et utilisé une lettre pour le ddnoter, nous enploierons la néne lettre
avec un tilda pour le concept correspondant de év Ainsi, g est l'ordre de G

f )(‘1 s )(,, o oee f cst 1l'ensenble des caractoéres irrdéductibles de G s 6tce
Soit ¢ = 5y un élénent de G ct supposons que
(24) ¢ 20%(e) .

I1 est immédiat, d"tpres ltinterprétation de bX cormnc nonbre de certaines

involutions, que b, = b’S « En substituant 1'cxprcssion (22), on trouve

1R
;}yl(ﬁ“)—g; -—)\(o’) .

Soit 7 un p-élénent fixc de G et supnosons que

m

(25) G2cY(m) .

I1 est in édiat que l'hypothése (24) est satisfaite pour tous les éléments
o =Ta, avec g, p-régulier dons C(7) . Pour ces s , on peut appliquer
(8) et, en utilisant l'indépendance linéaire des \f? on obtient

2 ~2-

(26) hi d’IT NZ. hi é‘)ﬂ’
g ————— 5 -— g -;-

};:Xi 3 i x5 i

~ .
S5i le groupe @ est conmu, on peut celculer le second membre. Notrec fortmle don-

nera un renseigneuent sur l'ordre g de G pourvu que l'on puisse dire quelque
chose sur le valeur de le somne

(27) b
i
; xi dig
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~ oo
Nous avons observé que, G 267 (T) 2C(7) dJtant donné, nous ~vons un nonbre
fini de cas tels que, dens chaque cas, les d{} sont connus. En outre, le nombre
des termes dans le sorme (27) est au plus PR .
En particulier, nous nous intéressons au cas p = 2 . Supposons, pour plus de

sinplicité, que G contienne seulenent une classe Ki dont les ¢élénents sont

des involutions. Ici, (23) devient

%4(7)

IR
ob % est wnc involution arbitraire de G . Prenoms G = c(¥), g=c(B).
Chaque classe Kj de 2 élénents contient un é¢1lénent T dont une puissance est
¥ . Cela inplique que 1l'hypothdse (25) est satisfaite pour T . En prenent
T =% , on peut cbtenir ﬁi(Ti) de (8), (si les dg% sont connus). L'équa-
tion (26) devient @

™2

() o
(2 e g —oe? 5T L
- B¢ ™ x

Iei, tout est connu, sauf g et les X o On connait la puissance 2" 1a plus
haute de 2 qui divise g parce que C(¥) contient un R-sous~groupe de Sylow
P de G . Par conséquent, lc nonbre des termes de la sorme figurant 3 gouche

dans (28) est bornd,

Prenons, ar cxenple, pour \{’( le caractore prlncn.pal nodulaire de C(77) 3
11 ( Ub) =1 pour tous les p—rcgulier de C(™) . Si nous Aisons que N
est le caractére principal ordinaire de G (‘ﬁl(tf) =1 pour tous les s ¢ G ),
le terne correspondant & ln valeur 1 de 1l'indice 1 & gauche dans (28) est égal

a1l ¢t 1n sorne a la forme

s (T
+ ;iéim_z.dg; ;é%é;_l d;} t oaee

Si nous supposons que les degrés Xy 5 Xy p enc sont grands, la valeur de la
somne eSt voisine de 1, et (28) donne une valeur approxinative pour l'ordre g
du groupe G , pourvu que nous connaissions le sous-groupe C( %) . Pour rendre
notre argument rigoureux, il feut examiner, dons chaque cas concret, si 1'hypo-
thése relative aux degrés Xy 9 Xy oy cec est satisfaite. Nous avons des congruen-

ces mod 20 pour ces Aegrés inconnus.
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Nous avons aussi supposé que G contient seulenent une cdasse d'involutionse I1.
est intéressant dec noter, & ce sujet, que, si G posseéde plus qu'une classe
d'involutions, on peut dénontrer que '

)3

g <c(v
ou % est unc involution convenablce

Si nous voulons arriver & des résultats plus définitifs, il est nécessaire de
pouvoir trouver toutcs lcs possibilités pour les d{% « Jo vais discuter quel~-
ques cas ou c'est possiblee Si l'on a beaucoup de patience et si 1l'on vit long-

tenps, on peut augnmenter lo liste

" Désornais, nous ferons 1l'hypothdse qus G nc posséde pas un sous-groups normal

1
d'ordre ',2" g »

I. Supposons que l¢ R2-Sylow groupc P de G est un groupe de quaternions

(ordinaire ou générelisé) dtordre 20 y, n>3,
P={{,c} avee ‘f"’zn 1 =1, 52 = {32n_2 ’ 5_1 p o= f‘l .

Dans ce cas, la néthode montre que G n'est pns sinple. Plus préeisénent, si
GO est 1l'unique sous-groupe normal naxinal A'ordre inpair = 1 , on peut prouver
que G/Go a un centre 1'ordre peire Le point essentiel de la néthode cst que
1'on peut utiliscr les ¢quations obtenues pour trouver un caractére non-principal
fiy tel que 'ﬁi(’t) = );i(l) pour une involution % , ce qui est impossible dans
un groupe sinplee

IT, Le R-sous-groupe P de Sylow do G est un groupe de diédre

,{ 2nt 2 - -1
P=iy,s} ave ¥ =1, ¢ =1, ¢ & =¢
dtordre 2" o
o=
Iei, ¢ = 1 est une involution, et G a sculenent unc classe d'involutions

as Soit d'abord n > 3 + On peut nontrer que llordre g de G a la forne

1 1 2

_ 3
g_20( C(ﬁt')) (c(t’if;)*’c(‘-\‘!,g’ﬁ)

ol & est un nombre ratiomnel qui satisfeit les indgalités

-

1 1 . 1 1
(1 _gm)(l "';ﬁ') s-fx# ¢ "'2'5-'-1")(1 +'2—n')



6=15
et ou c(§ Y ) désigne l'ordrc de 1l'intersection C(§) nec( V)) (pour
T Ly G .
g ‘9 ] ¢« G)
De plus, ~ a la forne

_x(x+ )

) (%= %)

A C + 0y ’ Q o . . "
o §=~-1 et ot x est le degré d'un caractdre irrdductible de G 3 x = ©

.

nod 2n, x>1l.

Si e(®, ¢)=c(v, f'f) , nous porlerons du "eas rémulier". Ici, g a la

g= PX x+1 ) (x=1) , # ontier

Nous ne savons pas s'il y a des groupes G pour lesquels X n'est pas une
¥ J grouj p

forne

puissance d'un noibre prericr.

Les groupes sinples Lz(x) , (x puissance d'un nombre prerier avec x = = 1 + 20

(nod 21 ) forment des exemplese. I1 n'est pas connu si ce sont les seuls. groupes
sinples qui vérifient nos conditions. On a besoin d'hypothéses supplénentaires, si
on veut caractériser ces groupese

Considérons le cas irrégulier, c(® , «) #c(x , ¢ ) « On peut nontrer que
le quotient c( v , «)/e(® , ¢5 ) ne différe pas beaucoup de l. D'ailleurs,
on peut remplacer les inégalités pour « par des conditions de Aivisibilité, ce
qui précise le riésultat. Le seul exenple connu d'un groupe sinple de cette espéce

est donné par le groupe alterné A7 d'ordre g =2 520 .

be Dans le cas n =2, P a l'ordre 4. Ici, le caractdre principal de G
appertient & un bloc B qui contient quatre caracteres )gi « On peut prendre les
degrés X 5 Xy 9 Xy X, de ces caractéres tels que l'on ait

+

1 (mod 4), x,= -1 (nod4) ;

xl'zl',x?sl (nod 4) , X37“53= 4

Ltx, +6x5 =x, (xz?él, x3751)-

Ltordre g de G est

3
3 ,5. ﬁ
g=2 ”\J—-)z-c : avec
c(:",f) _ (XQ"’U(X + »)Tx -1
Ici
9 25 .. 15
36 -
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(x 4L )x 4 (x e )
s1 %=1 , on peut nontrer que X = X3 et qus g= P )
avec P enticr. Si T = -1 ct sl X, =%, , OR o
(x,-1)x, (x,+1)
g = 2 ’2:2 2 avec (> entier. Ici, les groupes Lz(q) avec q = z 5

(nod 8) , q puissance A'un nombre proier, forment des exenplese

Je ne sais pas s'il y a des groupes G avec »=-1 6t X, ;éx4 ; ni s'il
y a des groupes sinples qui sctisfont nos conditions et n'ont pas 1la forne Lz(q) .

III. Le groups P de Sylow ds G est Aéfini par les relntions

nel n-1
¢ ~ 2 2 -1 R Tl
P=1p,“f{ » ¢ =1, ¢ =1, ¢ t& =7¢ .
Soit © 1'involution P o Ici, g est voisin de -—‘(’-g——;z
c(v, ¢

Plus précisénent, nous avons

c(t )3 x(x+ ) £+l
olv,5) (x5

g =

on 8=21 y X #1 est le degré d'un caractére irréductible de G ; et £
est 1o degré d'un caractérs irrdductible de C(% ) . D'ailleurs on peut expriner

f avec 1l'aide des ordres de certains sous—grounes de C(®)

Les groupes L3 (q) pour q= -1 (mod 4) et les groupcs unitaires HO(3 , q)
avec q =1 (nod 4) fornment des exernples pour notre type. Si on fait des

hypothéses supplinenteires, on peut caractériser lecs groupes L3 (q) -

IV. Les groupes Ly (q) pour q= -1 (mod 4) et les groupes HO(3 , g) pour
q =1 (nod 4) ont le groupe e Sylow défini par

P=4{¢ o o 2h = :?zh = 5° - &= =

- {‘1 P {2 » 0 } avec {31 =1 ’ fz = 1 ’ ] =1 Py '3 rl - = ?20

Lt n 2h+l . ’
ordre 2% est 2 « Je peux traiter ces groupes seulenent dans le prenier

cas n=5 . Ici, l'lordre g de G est déterniné uniquenent par C(§7) o I1
est possible qu'un résult-t semblablc soit vrai pour n >5 .

Ces résultats indiquent qu'on peut espérer qu'il sera possible d'obtenir quel-
que infornation sur les groupes sinples en utilisant la néthode générale. Bien
slir, les cas traités sont les cas les plus sinplcs et on est loin de la solu-—
tion du probline de trouver tous les groupes sinples d'ordre fini.




