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CARACTERISATION DES NOMBRES DE R. SAIEM

per Mlle Marthe HUGOT

THUE a montré [ 8] , en utilisant lc principe des tiroirs de Dirichlet, que si,
~. n - A\ 3 s
étant donné un nonbre © >1 , ona 0O = u *é& ,o0h u ostun cntier ration-
nel, et ol IEnI < 0 Pn Ve 0<{<l , alors © est un nonbre algébriquee.

En utilisent la fonction analytique -

£(z) = \0 w oz,

Ce. PISOT [2] a montré que dans ces conditions, 8 est un entier algébrique

dont les conjuguds sont ¢n module strictencnt inférieurs a1l ; puis il a nontré

qu 'étant donné un nonbre algébrique < > 1 , si ’?u.;{}1 =u, + tn , OU ltnl <1,
et 81 les &n ont un nonbre fini de points d'accurmlation, % e¢st un entier
algébrique dont lcs conjugués ont leur nodule <1 , R, SALEM a distingué l'en-
senble S des nombres © dont les conjugués sont en nodule strictenent <1 , et
l'ensenble T des nombres 5 , ayant au moins un conjugué de nodule 1 [6] et [7],
il a nontré que S est fermé, nlors que T ne l'est pas, puisque tout nonbre

® €85 peut &tre considéré comie linite d'une suite de nombres <y €T , nais

on nc sait pas si ltecnsenble T adnet 4'-utres points linites. On connait peu de
propriétés des nombres ¢ , nais certaines sont assez voisines de celles des

nombres © .

En généralisant convenablenent la néthode utilisee par THUE [8] , C. PISOT a

nontré le théoréme suivant (4]

THEOREME 1. - Soient & et A deux nonbres rdels supdrieurs 3 1. Posons

n .
A =u, +&, 3 sl pour tout n >0, on a

1
th S35 % (& +1) (1+Log N)

alors « ¢t N sont algébriques et o est soit un nonbre 6 s, S0it un nopbre o




5=02

Soit € la borne supéricure Aes ¢ cherchons s'il existe des entiers ration=-

3
-~ “n
nels a9 B 9 ore oy By ou lail <a et tels quec pour n>n,
Vn = aO un + ai un+1 + eo0e + ak un+k :O
on a
-(un+1 - g(un) = ao(En+1 - m&n) Toeee ¥ ak(ém-kabl - O(tn-y-k)
d'ou
o = xul<alk+ )(x+1)E |
donc si 1l'on a
(1) | alk +1)(X+1)e <1
u = 0 entrainera Uy = 0 .

Posons

W

o boluo| + oes +bk|ﬁk]

ot b, by, +.e, b sSont des entiers rationnels vérifiant O sbjﬁ- a .

s . k
woiaxk+1)|uk|=a(k+l)|/\0< + ak]
d'ou en tenant compte de (1)

_ k 1 , k
wosakikfl; X +m4(a71) Mk +1) x5 -1,

Ilya (2 + 1)1“1 corbinaisons possibles de b, donc si

)k+l

(a +1 >k +1)(a + 1) 2a®

ou
(2) (a+s)k ;(k+l)ko<k

W, prendra la néne valsur pour deux systdnes diffdérents de b.‘i et par différence
entre ces deux expressions on obtiecndra v_ = 0 . Donc si 1l'on peut trouver X

et k vérifiant (1) et (2), on aura v, =0 ¥ n , donc X est algébriqus,
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ainsi que A qui opperticnt au corps de K .

On peut prendre pour k et a les enticrs définis rcspeetivenent par
k-1 <€£Llog ™ <k

Y
a<.2¢<').kéa+l B

En effet si 1l'on considére la droite d'équntion vy = % +Log (L +k) et la

courbe d'équation Vo = 1 +Log (1 + x) , qui se coupent au point x = k , pour
x=k -1 ona ¥y = y2 s c6 gui a licu pour toute valeur de x telle que
k-1 <x<k oten particulier pour x = Log A ;3 k d{tant choisi, on psut

prendre pour a le nombre indiqué plus haut. On a alors 3

. 1
< 26 X (X +1 ) (1+Log N)

.
-

< ¢t A sont donc algébriques, et A'aprés le théorens de Fatou, X est un entier

algébrique ; d'autre port 2 ¢ 2" converge & l'intérieur du cercle unité, done
® ne peut &tre qu'un norbre O ou un noibre ¢ o Si XeS , b, 2un nonbre
fini de valeurs limites, et si =e&T , &n est partout dense sur un segnent

entourant O .

En utilisant une nithode voisine, nous allons dénontrer le thooreme suivant s

THEOREME. - Un nonbre © ou s est @ro d'un polyndne dont les coefficients

sont des entiers rationnels qui lui sont infériesurs en valeur absoluec.

Auparavant nous allons ddénontrer que ¢

THEOREME 2. - I1 y a des nombres € dans tout corps algébrique, alors qu'il
n'y a de nombres 4 que dans 1l'extension quadrotique des corps totalement réels.

1. Nombres © [5] .
La démonstration est une application Au théoréme de ifinkowski ¢

Soient n fornes linéaires & coefficients récls

yl=allxl+a12x2+... +8.1an

= g + « + X
In nl ¥1 e % *n
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ou D= det(aij) £ 0 g 51 ‘ 31 52 o bnl P4 ]DI s 11 existe un systéme d'en=

tiers rotionnels X eos X vérifient
! < < .
i l=8, g =6,

Le théoréme est velablc pour dcs formcs & coefficicnts couplexes, & condition
d'y faire figurer, en méme tenps qu'une forne & coefficients imagineire, la forne
inegineire conjuguée et qu'elles soient toutes deux rendues inféricures au
néme nonbre.

Soit un'corps de cgré k , une basc ninimale @y 5 wy y cee oy de ce

(=

2 -
corps, A = (det(c.oi ))”  ie discrininant du corps.

O=ulw1+...+ukwk

2 2
G)2=u1 cuf)+.“+uk wli)
: (k)

- (k)
@k—ulc,u1 +M.+ukw.2k
Peut~on avoir : !Glé M IOZl‘ < 5<l ... |9kl$ <12
Dtaprés le théoréme de Minkowski, on pourra trouver des entiers rationnels
s e na N . - "'-"1
Woeee vérifiant le systeme I » Si M c)k >V Al .

Les nonbres 0 , ©
donc ]G) 02 oo 2

b 2 ece Ok ainsi obtenus sont des cnticrs algébriques

kl>,-1 done @ >1 ¢t 0 €S,

2, Nombres 6 »

R. SLIEL (6] & montré que ¢ est racine d'un polyndnue réciproque de degré =2s ,

1 ,
dont toutes les racines sauf & et -&- sont sur le cercle unitc.

En effet soit P(z) 1¢ polyndne irrdductible déterminant & . Il a au noins une
racine X de module 1 , or > 7 ! 1 sinon P(z) ne seranit pas irréductible, done
- 1 . s . .

X =z est aussi racine e P(z) , on en déduit que P(z) , qui a deux racines

inverses et est irréductible, est un polyndne réciproque de deazrd pair.

. 1 —_ — e s
D'autre part, soient ¢, 260360 00 5 6g 0 64 les conjugués de & 3
posons
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5 =6+ =

Yo= 6t &= 0’2’“"1“‘

62

X = & + g': = +—-%-'--

S S s 6.‘S 6‘3

Y1 §oeee KB sont des enticrs algébriquecs rdéels ¢t l'on a

%] >2
[Xé' )
Iyl <2

On en déduit qu'il n'existe dc norbres 6 quc dans l'extension quadratique des

corps totalement rcelse

/A N
THEORE(E 3. - Un nombre © ou & estzérod'un polynSne dont les coefficients

sont des entiers rationnels gui lui sont infiriovurs en valeur absolue [5]

1° Cas d'un nombre © . = Soit IC"SI < les-»ll oue ,-g|62|<1 <sp <0 <p+1,

Posons
n n
u =9 + 9, + ... + o8
2 8

n
=0 + &
n

ou un est un entier rationnel et ou

En = 62 + see + GE

]Enl .s (s = 1) I@zln

On cherche s'il existe un rang n tel que pour n > n on ait s

v =a u +a, u ¥ a0 ta U
" 'n o n 1 %l 7O T % Yk
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les a, &tant des entiers rationnels tels que Iajl <p

- O Vn = ao(tn+1 - Ofcn) + eee t ak(€n+k+l - e‘cn_'_k)

vn+1
d'ol
) n
pey = @ 7yl £ (k +1) p( + 0)(E - 1)[8)]
Si
(3) p(k +1)( +e)(s-1)|ezln<1 .

v, = 0 entraine Vo = 0.
I1 suffit de trouver un rang m tcl que v, =0 et que 1'indgalité (3) soit
vérifiée.

Posons, corne dans le dénonstration du théoréne 1

wm=bo|um| + eee +bk|u I avee 0 b < p

n+k j
v | =+ 1)+ 1) -1

Dc la méme nanidre on voit que w_ = prendra la nénc valeur pour deux systénes

différents de bj si

(4) (p+1)k>(p+1)(k+1)9n+k

On peut toujours trouver deux entiers m et k vérifiant (3) et (4) 5 en

effet ¢ (3) équivaut a

Log(k+l) . (s=1)(1+0)
= = >Rty * tos BT

et (4) a .
Log (=)
(4v) n <k _-_—Logg - Lolok+l)

et pour k assez grand (3') et (4') peuvent &tre virifides sinultanément.

2° Cas d'un nombre ¢

Soit un nombre G du corps de & +%_ ? dtaprés le théoréme 2, on peut choisir
© de telle sorte que :
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0,1 =% oo lol<y o] é;s-:\@
A étant le discrininant des corpse
Posons 3
u, = 000" + L) + 0(o) + T ¢ wev 4 Oy(aF 7

un cst un entier rotionnel et

n
un—-eﬁ' +€.n
ou
=2 v 0,05+ FB) ¢ eee w0 (50 + FY)
% P 2V02 7 02 gv%s s

le <26 -1)Y —F———-V_lﬁ_n

Nous cherchons unc relation de récurrence de typc précédent ;3 per un calcul analo-

gue on obtient
|Vn+l - O'Vn|£—p(k +1)(1 +6)[Ry(s -1) + 5;{_52;1 ]

si pes «p+1l.

Donc si
(5) plk +1)(1 +o‘)25(s-1)<.-12—
et
(6) pk + 1)1 « o;)__.___if—\<%_

sont vérifiées, on cure v, = 0 pour tout n >n « La recherche d'un rang n tel

que v =0 conduit, comme précéde sent & 1'inégalité

(7) (p+ 1)¥ > +1) ¢F

(5), (6) et (7) permettent nlors comme précéderment de déterminer n et k .

On a ainsi montré que si « est un nombre © ou ¥ , il est racine du poly-

ndre, non nécessairement irréductible @
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1

k Ko . .
z) = ¢ LT =0 o =
P(z) = a, 7 +ay @ . 0 u IaJI P e
D'autre part un nombre O ou & dec valeur absolue sup¢rieurc a (p +1) ne

peut &tre racine diun tecl polyndne en cffet

A
-1 -
(Oj-z + ‘/\l Zk +6‘0 + f\k::

ol ’Al soo {Als sont “es nonbres rationnels tels que | )jl =D

Sion avait P(x) =0 ct |X|>p + 1, on aurait

/

(p + 1) < |« l <p J*“-L--'<f°<k| -1

a\l_

ce qui est impossible-
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