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par Michel ZISMAN

1. Notations et lemesec

Soit E un sur-cnneau de 1l'annceu des enticrs 2 , 1 étant aussi 1'unité de
E . On désigne par B [[y]} (resp. 2 [[y]]) l'm':nheau'des séries fornelles &
coefficients dons E (resp. 7). Ont:xppelle hononorphisne pernis
h: E[[{y]]-> Z [([y1] un hor‘fonorphls“)c de 2 [[y]Jnodules. On a donc

h(u + v) = h(u) + h{v) (w, vel[[ylD
h(u v) = u h{v) (wezllyll, v<B[[ylD
en particulier h(u) =u h{l) pour u G',E ({y]1] >

LEME 1. - Soit hy ¢ E-—» Z [[¥]] wun hononorphisne de groupes abéliens. Il
existe un unique hor_.ouorpals\ G pcmls h+ E[([yl]—= 2 [[y]] prolongsant h e
M 4 A ————————————

2 .
En effet on pose hiv) = ho(eo) + ho(el )y + ho(ez)y + ao0 4 S1

V=60+61y+62y + azo (Ci éE)yetCo

IEMME 2. - Soient h et h*' deux hononorphisres permis et t €E [[y]1],
tels qus hi(u) = hlt u) pou- tout u €BE . Alors cotte dgalité est encore

L e L —

vraie pour tout u €B [[v]] .

Dans la suite ll'onneau E sera engcndrx, sur Z par adjonction d'inconnues

4
)

£l s oo fr s Wy £y cee g f o Un hononorphlsme pem,ks est alors defini

(lemme 1) par ges valsurs sur les rnon8nes w”"f f22 ceo frr (7\1 s ser s el Z

',_ ¢ & ) car ils forment unc bose de B o

Soient alors V une vari¢té analytique complexe compacte, Fios eeey Fr des

fibris analytiques corplexes linécires sur V , ot W un fibré analytique

conplexe & fibres vectorieclles sur V -
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On définit alors deux horororphismes permis E [[y]] _;}E.[[y]] par les formules

A 2 wooA A
Bl Ty ) T
hy (w fl....fr)~)<‘(v,w eF " @ o0 F )

A
(l) (W fl oe o f ) ‘—)‘y_(v W‘ ] Fll Q@ see @ F )

h(1) = X(V) , ﬂ(l) =}\y(V) >

(pour le définition des % voir [8]) ot les exposants dans le menkre de droite

désignent des puissances tensorielless

Vs
En particulicr le terme constant de hv(u) pour uel [[y]] est dgnl &

hV(uo) ob u  sst le terms constant de u .

Si S est un diviseur sans singulerité ([8]) de V , tous les fibrés considérés
ci-dessus peuvent &tre restreints & S o (Contrairenent aux notations de [8],
on éerira W au lieu de Wgq pour sinplifier 1téeriturs). On définit alors 2

honoriorphisiies permnise

1

A ) S A A
B Gt £, e £7) = 6, W e BT e i e BT, (1) = K06)

P T b
hy (0 £, oo frr) )Qy(s,w o F,

e vins F:_r) , h(1) = %5 )

- . » “'l
Lvec ces notations on a alors (E engendré par w , s , S ) ¢

-l
(5, w) =
ﬁ ) hV( 1+y s )
(3) (s —h
)‘ ) ( -r‘y S )
(6, W) =n -5, K6 =l -sT)

i1 suffit en effet de renorquer que toute série dont le terme constant est 1 a un

inverse, et d'appliquer lesformules (4) et (5) de [81.

Les notations introduites permettent de sinplifier 1'éeriture des ecaractéristiques
et de généraliser par snalogic la notion de coractiéristique quand %:S% est un
" fibré linceire quelconque et non plus le fibré induit par un diviscur sans

singularitde.
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2. Définition § prenicres propridtés de la );y-carsctéristique virtuclle.

V dlsigne une variété anclytique conplexe de dinension complexe 1N e

Soient Fy o eee ) Fr des fibrés analytiques conplexes lindanires, et W un

fibré analytique conplexc & fibre vectoriclle.
Ic r-uple (F1 g sce Fr) cst appeld sous-variété virtuclle de dimension
ne-7oxre.

La série formelle & cocfficients entiers 3

1 f‘l

(\F 9 ves o F ) ’ ‘4’1) --h (W )
Fyt i v A "-“le .
est appelée 1o }\y-caractéristique virtuelle de W restreinte a la sous-variété

virtuelle (Fy , o ,'FZ) . Notons qu'cllc nc dépend pas de l'ordre des F,

Si W est le fibré trivial de fibre C , on derit sinplenent T\J(F1 y see s Fr)v

c'est le j\y—genre de 1o sous-voriété virtuelle (Fl g eee s Fr) .
On pose
el

) bl
N((Fl 3 °%° FI’) ’ W)V= f);@ \}\p((Fl 9 ey FI‘) ’ w)v yp

CO

— p P
j\y(Fl o van g Fr)v —-p% ﬁ (Fl 9y oo Fr)vy

et de plus j? = f, dons tous les cas. On a alors

“E_ -1
v (L -£.7)), cte.
i=1 L

ﬁ((F g oo o F ) ) W)V h_v(w
Ce nonbre entier j\((Fl ; een , F ) s W)V (resp. fJFl y see g Fr)V) est appelé

{

}\-curactcrlsthue virtuelle \:cspa f\-genre) de W restreinte a la sous-

variété virtuslle (F; , oo, Fr)

Cas perticuliers. = On voit que

(E)y = WD - 4T, T

}‘\y({s U)v 7\(8
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Dans cc dernier cas la caractéristioue virtuclle est donc un polynfne en y o
On ne sait pes si cela cst vrai dans le cas géndral, et si )\y((Fl y soe s Fr) ,‘W)v

est identiquenent nulle pour r >1n .

PROPOSITION 1, = Si l'un gquelconquc des Fi est le fibré linéaire trivial de

fibre C ,
)‘y((Fl y e Fr) ) w) =0 .

Celn résulte immdédiatencnt des définiticns.

PROPOSITION 2, - Soit S un diviscur sans singularité ds V et posons Fy = s}

Alors
$g g s eee s B W0y = K (E)g 5 e s (BL)G) 5 Hg)g 3

Posons en effet

1t
R(x) = =)
l+y x
alors
" r
\ﬂy(((FI')S 9 o (FI‘)S) [ wS)S = hs(w ;‘1; R(fi))
nais
A A ’Al >\ f’\l .
hS(W}' fl ees ’Arr) = ﬁy(s 9 WP ® Fl Q@ eee @ F:T)
A A N
= hv(w fll ces ’hrr R(fl)) (d'aprés la formule 3)

le lerme 2 oh 1l'on prend t = R(f;) nontre alors que

“ T A r
Byl T Bep) = by w TT (R(e)

i=r
CQ QO Fo DO

PROPOSITION 3. - Soient 4 et B deux fibrés lincéaires sur V . On a alors
1'égalité
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Iy((Fsz,...,Fr,A @ B),M)y = %y((Fls...,Fr,fa),w)v +'yy((F1,...,Fr,B),I~J)V
+ (y-1) Xy((Fl,...,Fz,A,B),W)V - y}‘y((Fl,...,Fr,A,B,A e B),W)y

Si on pose
i=l
et si a , b représentent les fibrés L , B, on doit nontrer que
hy(u R(ab)) = hV(u‘ R(a)) + hyu R(b)) + (y = 1) hy(u R(a) R(b))
-3 hv(u R(a) R(b) R(ab)) &

~
L

Conne hV est un homonorphisie pernis, on peut faire rentrer y et y -1 a
) A
- 1'intérieur des h et corme h,, est un houonorphisne de groupes abéliens, il
v ¢ v p ’

suffit Je montrer que

R(eb) = R(a) + R(b) + (y = 1) R(z) R(b) - y R(a) R(b) R(ab) ,
et cette égnlité cnire séries formelles se vérifie sans peine.
.COROLLAIRE,

N(Fpseeesh @ B) )y = KBy eenyFoph) W)y + R(E ,een,FyyB),H),
+ (y=1) f\y((Fl""’Fr’A’B)’w)V - y‘f\((Fl,...,Fr,A,B,A & B),W)y .

3¢ A =variétés.

DE/FII\}ITION..wSoien’o V une variété analytique corplexs de dimension n, G(V) 1e
fibré vectoriel tangont de V o+ On dit que V est une D =veriété si on peut
restreindre au sens analytique conplexe le groupe structural de L (V) au groupe
N(n , C) des motrices dont tous les tcrnes sont nuls au-dessous de la diagonale

principale, et de déterminant non nul ([6]).

A toute variété cnelytique complexe V , on sait associer de nmaniérc canonique

une O -veriétd par le procédd suivant
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Soient «H(V) 1le fibrd tengent & V., E le GL(n , C)=fibré principal associé
a (V) , et vA 2E/A( , C) . VA cst un fibré analytique conplexe sur V ,
de fibre F(n) = GL(n , C)/D(n, C) (voridté "drapeeu")e On dérontre que y A
est une & =veriété (voir [3], paragraphes 13-2 et 13-4). Nous verrons dans le para-
graphc suivant que si V est algébrique, V& st aussi algébrique, et
que ces deux veriétés ont néne N y—caractéristique. Ces résultats nous anénent
donc a étudier systénatiquenent les propriétés de la j\y-oaractéristique des

O ~variétés.

PROPRIETES. - Si V (= V) est une L =variété, on peut restreindre & D, C)
le groupe structural de © (V) , et par conséquent il existe n f:l.bres diagonaux
analytiques complexcs & eor b (cf. [6])s Le groupe structural du fibré
enalytique complexe T ps des p -formes analytiques sur V peut alors €tre

restreint au groupe Ai(p) , C) et les ( ) fibrés diagonaux correspondants
sont
-l

-A—l R ecos @Ai

(i < oo 41 )
3y b 1 P

PROPOSITION 4. = Soit W un fibré vectoriel sur la A-veridté V., et a;

les synboles représentants les fibrés diagonaux Ai « On a alors

n
g7 s ) =yl 7 @ vy el )

En effet par définition )(p(V 0) = R(V , U @ T(p)) o

Appliquons alors la proposition 10 de [8] :

X (VW e T(P)) = 5 ?((V,.J aA 8 ooe @A"l)
11

ll-< se a(i
- - n -
i1< eee (ip 1 p i:l

PROPOSITION 5. = Lvec les hypothdses ct les notations de lo proposition 4, on a

n

(L4y)" KT sW) =:4: yt 2 Ry (g RIS hy )y W)y

=O ll< ..‘<1P 4
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,

on effet le menbre de droite est égal & ¢

n n
S g 2 " R(a. ees Rla. ) =A (> B? )""R(a"))
%:_ y il < et.'(—i' hV(w (311) (al/e hv £=O yil(...(iwmﬁl i}
L L
A n ~ n -]\ =1
= hy(w i-:ll (1 +y R(a;)) = hylw :Ul L +y)L +yag))

i

a +y)* ﬁv(w f{l 1 +y azl )-1)

Mais d'aprés la proposition 4 @

N

» N Ar _ ,Al | /\I‘ _ ’\1
hV(W al XK ar ) ..Xy(V,W &® Al R see¢ @ P_Lr ) = hv(w

/
1 see O

n
. -
Lppliquons alors le lemne 2 avee t = {1 (1 +y a; ) e
i=1

(145)" Byl irluwagl Th=(Lay)® byl w’j-l (g )™ (e ) = (o) ()

= (1"'V)m }%(V,‘W) o

4. Varictés algibriquess.

DEFIKITIONS . = Soit V wunc veriété kihlérienne compacte (cfe [8])e On désigne par
gl (v ,3) (respe Hlyl(V , 2)) le sous-groupe des élénents de typs (1 =1) de
AN

}12(V ,Nli) (respe HZ(V 3,'5\)).

Un élénent x € T 1(V , R} est dit positif, s'il existe une métrique kdhlérien-
2 TR g, B
ne sur V, ds =23 ¢ wpx 32" dz telle que ls cocycle
. Z . N P* o 2 ' S
w=1i g K * dz“" A dz associé adnette X pour classe de cohonologice

Un é1énent x & H]"1 (v, sz) st dit positif si son image par l'app]ica*bioh

canonique Hl’l(V y 3\) — sl (v, Nli) est positive. Une nétrique kilhérienne qui
indult wn é1énéub positif ds H 2" (V , B} est appelée métrique de Hodge.

THEOREME 1 (KODLIRAYo = Si la variété compacte kihlérienne V posséde une né-
trique de Hodge, elle cst algébrique.
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KODAIRA montre qu'unc telle veriété peut se plonger sans singularité dans un
espace projcctif de dinension assez grande. Le théoréne résulte alors d‘un théo-
rime de Chow. Pour la dénonstration du théordne ¥ voir [1] et [47], pour la dénons=
tration du théordne de Chow, voir [2] et [51

Toute varidété algébrique projective posséde bien evidemnent une nétrique ds
Hodge ¢ il suffit de prendre la nétrique induite par la nétrique de Hodge de
1'espace projectif dons lsquel clle est plongéc . Dans toute la suite on appellera
variété algébrique une variété algébrique projective,

THéOREME 2. = Soit E wun cspoce fibrd analytique conplexe de fibre Pr(C) (cs=

pace projectif & r-dinensions sur le corps des conplexes) de groupe structural
PGL(r + 1
2lors une variété algébrique.

, 0) (groupc projcctif ...) sur unc variété alglbrique V . E cst

s

En effet E est une varidté compacte, et 1l'on construit une nétrique de Hodge
sur E 2 1'side de 12 métrique de Hodge de V et de la nétrique de Hodge cano-

nique de Pr(C) .

THEOREME 3. - Si V est algébrique V4 est nussi algébrique.

On vo nontrer que plus zéndéralenent si Y3 E~3V est un fibré analytique
complexe sur V olgébrique de fibre F(a) , et de groupe GL(qg , C) , alors
E cst olgébrique. Démonstration par récurrencc sur g : Supposons vérifide 1l'asser—
tion pour gq =1 , ct soit B' wun esprce fibré de fibre P _1(0) associé au
GL(q , C)~fibré E.E--E‘ estalors un fibré de fibre F(g- ) , dont la base E!
cst algébriquc d'aprés le théorine 2, donc E est algébrique. En particulier

F(q) est unc variété algébriqus (On prend V réduit 3 un point).

Nous ~urons aussi & utiliscr le théordne suivent (pour la dénonstration, voir

ENR

THEOREME 4. - Pour tout f£ibré analytique complexc lindeire F sur uns variété

algébrique V , il existe deux diviseurs sans singularités S et T tels que
F={s]efr]" .

50 La j\y—caractéristique virtuelle des variétés algébriques.

’ A\
THEOREME 5. - Si V est algébrique, Xy((Fl y eee s Fr) » W)y est nulle pour

r>n, et est un polyndinc en y de Gegré <£n - T poUr I =D . En particu-

lier jW((Fl s see Fn) » U)V cst un nombre entiers
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Dénonstration par récurrence sur la dinension n de¢ V:8i n=0, V est
un ensenble fini de points, donc tout fibré linéaire sur V est trivial, donc
— ' N A PRI .
}'y((F1 y coe s Fr) , W)v =0 pour r>»1 d'aprés la proposition 1

Supposons que lc théoréne est vrai pour din V< n , et soit V de dinension
n . D'aprés le théordme 4, il existe deux diviseurs eans singularités {Sf
et {T} tels que 1Sy = F, ® iT] mais, d'aprés la proposition 3 on a

)\y(({s} s By eee s F )y )y = )(y((Fl s By y wee 3 F) 5 Uy
@) (T, By e B LW = DY (T By, Fy ey BN
-y f\y(({sj o {105 By 5 By eed B ), W)y

Or d'aprés le proposition 2 et 1'hypothése de récurrence, le nenbre de geuche et les
26, 3e ct 46 ternes du menbre de droite sont des polynfnes de degré <n -r et
sont identiquenment nuls pour r >n , ce qui dénontre le théoréme pour

din V=n.,

REMIROUE. - $1 r =1 , 1'égalité (4) s'derit

Ry (Vg = 1y ((F Py 5 (T Wy 1) (TR )0y
- ylf\y((iS}’ {T}’Fl)’w)v '

Le premier nenbre est égal & )’\ (8 , Ug) 5 1c deuxiéme terme du membre de droite
3 )& (T,w ) « Ce sont des polyn8mes de degré < n =1 par définition néne de
la )g -camcterlsthue (non virtuelle 1) et non d'aprés la proposition 2 dont
1o denonstratlon fait appel aux égalités ﬁ (s Wq ) = o ({sh , W)y

7/ N .
THEOREME 6. - Hoient £, , eeo , £ (£, € HZ(V s Z)) les classes de cohomologie
—————— ] n i M

des fibrds linlaires F, 5 e+ , F (of. [7]) sur la variété algébrique V, st

W up fibré analytique complexe & fibres vectorielles de dimension q

Dans ces conditions,
xy((Fl 9 ces Fn) "II) = }\((Fl 9 cee Fn) ’ W)

= q.fl f2 see fn [Vn] .
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(i‘1 £y 000 £ représente le cup-produit des £, , c'est un élénent de

H?”]:‘(Vn s 2) W [Vn] représente le cycle fondanental de V., 3 il ost de dinension
A
2n . La valeur de f; eee £ sur ce cycle représenté par f; ese £ [Vn] est

bien un nonbre entier)e

Si dnV=0, y\y(v,w).-: AV 5 W) = qin H°(V , W) =q k (k = nonbre de
points de V) pour n » 2 la formule (4) donne 3

f\((is"g‘ y FoseessF )My = R s Fas eeesF )y )y + AT, By ees F Dy

pour n=1,
FUESH 5 Wy = KUE) 5 Wy + X{TD, Wy

d'aprés l'hypothdse de récurremce (n Z2) et la proposition 2.

ROE 5 oee s F ) s Wy = qelfy oo fn)s[S]- qe(fy ees fn)T[T]
ou (f2 coe fn)S désigne 1'image de £y eee fn par 1'horonorphisne

- -2
R (V,AZM)->H2n s, 2)

induit par l'inclusion S =V ...
Or

(fz soe fn)s [S] = Cl(isj)ofz coe fn [V]

ou ¢, ({8}) est 1= classe de Chern du fibré linéaire {8} et nous avons vu que
¢, {89) -0, (7)) = £, (7D,
DOD.C y\((Fl 9 teo Fn) 9 H)v = q.fl LN ] fn [V] e

84 n=1,etsi S et T on rospectivement s et t points, on a

ANED 5 W)y =als - t) =qef) [V]
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