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1c Notations et lemmes.

Soit E un sur-anneau de des entiers Z , 1 étant aussi l’unité de
~A

E c On désigne par E EEyIU (resp. Z EEyJ]) des séries femelles à
**’ 

/B~ 
.

coefficients dans E Z). On appelle homomorphisme permis
h : E [Iy]] ~ Z [[yj] un homomorphisme de Z On a donc

f.~;.

en particulier h(u) -~ u h(l) pour 
~~~

LEMME 1. - Soit h : E ~ Z [[y]] un homomorphisme de groupes abéliens. Il
, 

~~..~ Q ~.~ 
’ - 

........... ""201420142014.~...n.201420142014201420142014’ "’~"’ ’’~

existe un unique homomorphisme permis h * E [[y]] prolongeant h .
-~2014201420142014201420142014201420142014~201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014,201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014 

- 

~~ 2014201420142014.2014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014~ Q

En effet on pose h (v ) = h (e ) + h (o~)y ~) + 
~c ~ si

v = eo + e1 y + e2 y2 + uoo (ei ~ E) , etc.

LEMME 2. - Soient h et h Ô deux homomorphismes permis et t 

tels que u ~E . Alors cette égalité est encore
vraie pour tout u ~:E [ryjj c 

~~’ ’

Dans la suite l’anneau E sera engendre sur Z par adj onctio n d ’ inc onnue s

f1 , ... , fr , w , f-11 , ... , f-1r . Un défini Z ,(lemme 1) par ses valeurs sur les monômes w  f03BB11 f
03BB11 

f03BB2
2 

...f 
03BBrr 

(03BB1 , ... , 03BBr ~ Z ,

 ~ Z ) car ils forcent une base de E .
~ /*~A

Soient alors V une variété analytique complexe compacte, F1 , ... , F des

fibrés analytiques complexes linéaires sur V , et W un fibre analytique

complexe à fibres vectorielles sur V .



On définit alors deux homomorphismes permis E [[y]] ~ Z [[y]] par les formules

(pour la définition voir [8]) où les exposants dans le neutre de droite

désignent des puissances tensorielleso
~

En particulier le terne constant de hy(u) pour u E E [[y JJ est égal à

où u constant 

Si S est un diviseur sans singularité ([8]) de V, tous les fibres considères

ci-dessus peuvent être restreints à S . (Contrairement aux notations de [8],
on écrira W au lieu de Hg pour simplifier l’ écri tur6 ). On définit alors 2

homomorphismes permis.

Arec ces notations on n alors ~E engendre s ~ s ~1 ~ :

il suffit En effet de toute série dont lé terme constant est 1 a un

invErsE et d’appliquer les formules (4) ot (5) de [8].

Les notations introduites permettent de simplifier l’écriture des caractéristiques

et de généraliser pctr analogie la. notion de caractéristique quand {S} ost un

fibré linéaire quelconque et non plus lc fibré induit pi,r un diviseur sans



2. Définition ; premières propriétés de la 03BBy-caractéristique virtuelle.
V désigne une variété analytique complexe de dimension complexe 

n .

Soient F1 , ... , des fibres analytiques conplexes linéaires, et W un

fibre analytique couplexc à fibre vectorielle.

Le r-uple F 1 , ~ , F ~ est appelé sous-variété virtuelle de dimension

n - r 0

La série formelle à coefficients entiers :

est appelée la 03BBy-caractéristinque virtuelle de M restreinte à la sous-variété

virtuelle (F. , ... , F~) . Notons qu’elle ne dépend pas de l’ordre des F~ .
Si West le fibre trivial de fibre C , on écrit simpiement 03BBy(F1 , ... , Fr)V

c’est le 03BBy-genre de la sous-variété virtuelle (F1 , ... , Fr) .
On pose

et de plus 03BBo = 03BB dans tous les On a alors

Ce nonbre entier ... , F~) , (resp. ... , est appelé

03BB-caractéristique virtuelle (resp. 03BB-genre) de M restreinte à la sous-

variété -virtuelle (F1 , ... , Fr).

Cas particuliers. - On voit que



Dans ce dernier cas la caractéristique virtuelle est donc un polynôme en y .

On ne sait si cela est vrai dans le cas et si ~ ~ ~ ~ ~~
est identiquenent nulle pour r > n .

PROPOSITION 1. - Si quelconque des Fi est le fibre linéaire trivial de

fibre C ~

~((F~ , ... , F~) , M) =0 .

Cela résulte immédiatement des définitions.

PROPOSITION 2. - Soit S un diviseur sans singularité de V et posons F1 = {S} .
Alors

Posons en effet

le lemme 2 où l’ on prend t = R(f1) neutre alors que

C.Q.F.D.

PROPOSITION 3. - Soient il et B deux fibres linéaires sur V. On a alors

l’égalité :



Si en pose

et si a, b représentent les fibres B , on doit nontrer que

A

Comme hV est un homomorphisme permis, on peut faire rentrer y et y - 1 à

l’intéricur des hV’ et comme hV est un homomorphisme de groupes abéliens, il
suffit ~o montrer que

et cette égalité entre séries femelles se vérifie sans peine.

. COROLLAIRE.

3. 0394-variétés.

V une variété analytique complexe de dimension n , (V) le

fibre vectoriel tangent de V. On dit que V est une ~, -variété si on peut
restreindre au sens analytique complexe le groupe structural de L(V) au groupe

0394 (n , C) dEs matrices d.ont tous los termes sont nuls au-dessous dE la 

principale, et de déterminant non nul ([6]).

A toute variété analytique complexe V ~ on sait associer de manière canonique
une par le procéda suivant :



Soient -L(V) le fibre tangent à V , E le GL(n , C)-fibré principal associé

à C(V) , et VA = E/0394(n , C) . V0394 est un fibré analytique complexe sur V,

de fibre F(n) = GL(n , C)/A(n , C) On démontre que V

est une ~-variété (voir [3]? paragraphes 13-2 et 13-4). Nous verrons dans le para-

graphe suivant que si V est algébrique~ V~ est aussi algébrique~ et

que ces deux variétés ont même 03BBy -caractéristique. Ces résultats nous amènent
donc à étudier systématiquement les propriétés de la 03BBy-caractéristique des
A -variétés.

PROPRIETES. - Si V (= V) est une A-variété, on peut restreindre à G)

le groupe structural de ~ (V) , et par conséquent il existe n fibres diagonaux

analytiques complexes ’" ~ ~ (cf. [6]). Le groupe structural du fibre

analytique complexe des p -tonnes analytiques sur V peut alors être

restreint au groupe A((np) , C) et les (np) fibres diagonaux correspondants

sont

PROPOSITION 4. ~- Soit W un fibre vectoriel sur la 

les symboles représentants les fibres diagonaux ~~i . On ~, alors

En effet par définition ~P(V , U) = 

Appliquons alors la proposition 10 de [8~j :

PROPOSITION 5. - Avec les hypothèses et les notations de la proposition 4, on a



en effet le membre de droite est égal à :

Mais d’après la proposition 4 :

Appliquons alors lc lemme 2 avec

4c Variétés algébriques .

DÉFINITIONS. - Soit V une variété kählérienne compacte (cf. [8]). On désigne par

H1,1(V , R) (resp. H1,1(V , Z)) le sous-groupe des éléments de type (l - 1) do

R) (resp. H2(V , Z)).
Un élément x R) est dit positif, s’il existe une métrique kählérien-

M ds =2] 03A3 g03B103B2* dz03B1 dz ’* telle que le cocycle

w = i zL 
* 

dz03B1 A dz associé admette x pour classe do cohomologie.

Un élément x ~ H 1,1(V , Z) est dit positif si son image par l’application
~

canonique H1,1 (V . Z) ~ H1,1 (V . R) est positive. Une métrique kälhérienne qui

induit un élémént positif de H1,1 (V , Z) est appelée métrique de Hodge.

THEOREME 1 o - Si la variété conpacte kählérienne V possède une né-

trique de Hodge., elle est algébrique.



KODAIRA nontre qu’une telle variété peut se plonger sans singularité dans un

espace projectif de dinension assez grande. Le théorème résulte alors d’un 
théo-

rêne de Chow. Pour la démonstration du théorème 1 voir [1 ] et [4], pour la démons-

tration du théorème de voir [2] et [5]a

Toute variété algébrique projective possède bien evidemment une métrique de

Hodge : il suffit de prendre la métrique induite par la métrique de Hodge 
de

l’espace projectif dans lequel elle est plongée. Dans toute la suite on appellera

variété algébrique une variété algébrique projective

THEOREME 2. - Soit E un espace fibre analytique complexe de fibre P(C) (es-

pace projectif à r-dimensions sur le corps des complexes) de groupe structural

PGL(r +1~0) (groupe projectif ...) sur une variété algébrique V . E est
alors une variété algébriques

En effet E est une variété compacte, et l’on construit une métrique de Hodge

sur E à l’aide de la métrique de Hodge de V et de la métrique de Hodge cano-

nique de P r (C) c

THEOREME 3. - Si V est algébrique V est aussi algébrique.

On nontrer que plus généralement si 03C6: E ~ V est un fibre analytique 
’

complexe sur V algébrique de fibre F(q) , et de groupe GL(q , C) ~ alors
E est algébrique. Dénonstration par récurrence sur q : Supposons vérifiée l’asser-

tion pour q - 1 ~ et soit Et un espace fibre de fibre associé au

GL(q ~ C)-fibré .- est alors un fibre de fibre F(q- ~ ~ dont la base E’

est algébrique d taprès le théorème 2, donc E est algébrique. En particulier

F(q) est une variété algébrique (On prend V réduit à un point). 
’

Nous aurons aussi à utiliser le théorème suivant (pour la démonstration, voir

[3])
.

THÉORÈME 4 e - Pour tout fibre analytique complexe linéaire F sur une variété

algébrique V ~ il existe deux diviseurs sans singularités S ~ T tels que

F =~SJ ~ ~T~ . 
.. T -- -

5. La 03BBy-caractéristique virtuelle des variétés algébriques.

THEOREME 5. - Si V est algébrique, 03BBy((F1 , ... , Fr) , W)V est nulle pour

r > n , et est un polynôme en y de degré ~ n - r pour r ~ n . F.n particu-

lier ’ ((F. ~ .... F ) ~ est un nonbre entier~



Démonstration par récurrence sur la dimension n de V:Si n = 0 , V est

un ensemble fini de points, donc tout fibre linéaire sur V est trivial, donc

~ ((F ~ ... ~ F ) ~ W)~ == 0 proposition 1.

Supposons que le théorème est vrai pour din V  n , et soit V de dimension

n . D’après le théorème 4, il existe deux diviseurs sans singularités {S}
6t tels que {~ = F. a nais, diaprés la proposition 3 on a

Or d’après la proposition 2 et l’hypothèse de récurrence, le membre de gauche et les

26, 3e et 4e ternes du membre de droite sont des polynômes de degré ~ n "- r et

sont identiquement nuls pour r > n , c6 qui démontre le théorème pour
°

REMARQUE. - Si r = 1 , l’égalité (4) s’écrit

Le premier nombre est égal le deuxième terne du membre de droite

Ce sont des polynômes de degré ~ n - 1 par définition même de

la " -caractéristique (non virtuelle t) et non d’après la proposition 2 dont
la démonstration fait appel aux égalités 03BBy(S , WS) == 03BBy(({S}) , W)V .
THÉORÈME 6. - Soient ... , f (fi ~ H2(V , Z)) les classes de cohomologie

des fibres linéaires ... , F (cf. E?]) sur la varioté algébrique V , et
W un fibre analytique complexe à fibres vectorielles de dimension q 

Dans ces conditions,



(fi f2 ... f représente le cup-produit des c’est un élément de

H2n(Vn , Z) . [V ] représente le cycle fondamental de V : il est de dimension
2n . La valeur de f.... f sur ce cycle représenté par £1 ~ ~ est

bien un nombre entier).

Si din V = 0 ~ (V ~ W) = (V ~ M) = din M) = q k (k = nombre de

points de V) pour n  2 la fomule (4) donne :

pour 

d’après l’hypothèse de récurrence ~n ~’2~ 6t la proposition 2.

où (f2 ... fn)S désigne i ’ image de f2 ... fn Par l’homomorphisme

induit par l’inclusion S ~ V ...

Or

ou c1 ((S)) est le. classe de Chern du fibré linéaire ( S ) et nous avons vu que

C ~ (ÉS )) ~ Oi (iTi ) * fi ([ 7 ]) ° ’

Donc À ~ ~~l ’ ° ° ’ ~n ~ ’ ... 

Si n = 1 , 6t si S 6t T on respectivement s 6t t points, on à
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