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Séminaire P. DUBREIL, 24 novembre 1958
M.=L. DUBREIL-JACOTIN et G PISOT
(ALGEBRE et THEORIE DES NOMBRES)
Année 1958/59

QUELQUES CONSIDERATIONS SUR LA THEORIE DES DEMI-AMAS

par Louis BEHANZIN

(d*aprés les travaux de V. V. VAGNER [6])

INTRODUCTION. -~ A et B étant deux ensembles quelconques on notera par
(°(a x B) 1'ensemble des parties du produit cartésien A x B . On sait que tout
é1ément 0 € & (A x B) représente une relation bimaire entre éléments des ensem=
bles A et B .

Si 1'on note par le symbole o 1le produit des relations bimires, © o6, ,
pour 6, , 6, e (L xB) et A#£B, n'a pas de sens ; ©; o 951 , pour
6, 5 0, e® (L x B) , a bien un sens, mais c'est dans {°(A x A) que ce produit
est défini. I1 est ainsi malaisé de définir unc opération algébrique binaire dans
(°(A x B) (qui soit une loi de composition internc) dans le cas général de
A #£B . Il est cependant tentant de définir sur °(A x B) une structure algébri-
que permettant de représenter la théorie ordinaire de;s relations binaires par une

. théorie purement algébriqus.

Si 1l'on définit dans J* (4 x B) une opération algébrique termaire par &

' -1
(1) VGl,Gz,QBEG“)(AxB)‘, [0, 0,0,0=0, 0 &' o0,

l'on s'apergoit que ce "produit!, partout défini, appartient & (P(A x B) . (1)
satisfait & la loi dc pscudo-associativité.

e
Y 8 50,50 ,89 ,0 €54xB)

2 .16, 6, © = =

() [e o, (6,0 07T1=[0 ¢, 0,1, 0,1=[0[0, 6, 6,1,]

Ce fait a conduit VAGNER & étudier sous le nom de demi-amas les ensembles munis
‘d'une opération algébrique ternaire satisfaisant & (2). '

Ltétude des propriétés formelles des demi~zmas dépasse en intérét la possibilité
de leur application & 1'étude des relations bineires comme le signale VAGNER.
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C'est 1'étude de quelques unes de ces propriétés formelles qui fait l'objet de cet
6xposé o

I1 faut signaler qu'avant VAGNER certaine auteurs dont PRUFER, BAER, J. CERTAINE,
SUéKEVIé, etc. s'étaient déja occupés de telles opérations ternaires mais dans des
cas particuliers (voir bibliographie & la fin du texte).

Sans connaitre les travaux de ces auteurs nous avons été amenés & étudier les en—
sembles munis d'une opération ternaire satisfaisant & (2) sous le nom de "demi-groupe

ternaire" et dans certains cas sous le nom de "groupe ternaire".

Notre exposé porte essentiellement sur les travaux de ViGNER. Nous nous bornerons

& signaler au passage notre propre contribution.

1, Demi-amas.

Soit un ensemble XK muni d'une opération algébrique ternaire partout définie
notée [klkzchJ pour ky , ky , ky eK .

On dit que K forme un demi-amas si la relation de pseudo-associativité sui-

vante est vérifide @
Vlc,l,kz,kB,k4,k5€K

(1.1) [y KLk k, K I) = [0k ky K]k, ko )= [k, kg k) Tk, ]

On définit dans K 1le Vproduit" de =2n + 1 éléments par récurrence $

[y ooty g 1= (00 eee ly 4y Tl By

19 Rdgles de calculs - Les relations (1.1) entrainent les formules @

l:k1 eee k.2n+1]= [k'l cee kzm[k2m+1 eee 2(m+2)+1>]k2(m+2)+2 tee k2n+1]

[y eoe Ty 1=l oo T 1Dl gy vor Bop 3 000 fye 1 *o0 Bopag

qui signifient qu'on peut toujours associer, a l'intérieur des crochets, les

(1.2)

é1éments d'une séquence de longueur impaire ; si cette séquence est précédée
d'un nombre pair d'éléments la composition se fait en gardant l'ordre des éléments

de la séquence, dans le cas contraire on inverse cet ordre.
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Démonstration des formules (1.2). On établit d'abord, par récurrence sur n ,

qus

[k, «oe k

on+l ] = [kl kz[ks ace k2n+l ]]

D'ou
[k wee oy 1=k Ky Ky Iylkg won Ky 0 7]

=[x k, k] k4[k5 oo Ky 0 ]]

= [0k iy kylky eee k]

et d'une fagon genérale
[k‘l oo k2n-t~1 1= [kl oo kZm l:1{2111-1-1 k2m+2 k22m+3 ] k2m+4 oo k2n+1 ]

qu'on établit par récurrence swr m .

Cette derniére formule n'sst autre chose que la premiére égalité de (1.2) dans
le cas 2=1 .

On établit alors par récurrence sur { la premidre formule de (1.2).

Pour établir la deuxiémc formule (1.2) nous éerirons, en utilisant la premidre
formule déja établic @

[kl ove 1§2n+1:l = [kl see 1’;2111-.2[:1{2m-«--1 k2m kzm-l k2m+2 k2m+3 J k2m-4-4 see k2n+1]
=Ly oo oy Dl Do Jonuy Kopd o a1y ) e iy 0]

S IRIDR WS U ECWIPR NI SN0 § NS NIRRT S

qui est la deuxiéme formule de (1.2) dans le cas £ =1 . On établit cette formule
dans sa généralité par récurrcnce sur X o

La "puissance" (2n + 1)-idme d'un é1lément k s'éerit symboliquement :
2n+l
I A
[k oee k] = k[2n+1]

et l'on compose les puissanccs de k par
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[kL/ £+17 k[2m+1]-kl:2n+1] _ k[2( L +men+1)+1]

le demi-emas K est dit latéralement commtatif si Wk, , k, , ky €K,
[kl k, k3] = [k3 k, k1]

Un demi-amas latéralement commutatif est associatif au sens ordinaire des opérations
algébriques n=-aives,

2° Eléments remarquables.

a. Elément nule = ko ¢ K est dit

3 gauche si V¥ ko, ky, (kK k]=k)
(1.3) nul adroite si YV k 5k, (kK k J=k)

latéral si ([k1 ko k2] = ko)

Si K posséde un élément nul de chaque sorte,ces trois élements sont égaux et
1'élément unique est dit nul.

b. Eléments neutralisateurs conjugués. - Deux élements d , d' € K sont dits

neutralisateurs & droite conjugués si
(1.4) Y k, [kda']J=k d'd]=k

On définit analoguement s et s' neutralisateurs & gauche conjugués,

Un élement u peut admettre plusieurs éléments distincts neutralisateurs d'un
cbté wais s8'il admet un neutralisateur & droite d et un neutralisateur & gauche
s ona s=d=1 en effet s

s=[sud]=d=1

On dit que u et u forment un couple de neutralisateurs (bilatéres) conjugués s

Vr, [kudl=[kTul=[Fukl=[uTk]=k

c. Neutralisateur conjugué d'un composé. = Soient dans le demi-amas K trois

éléments k, , k, , ky admettant pour neutralisateurs conjugués k,k, Eé
respectivement. ‘
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On a :

Vhek, [hilk kk1E K EI]-
=lhk ki K EEI=h

D'ou 1le th oréme suivant :

7N
THEOREME. - Si 3 éléuents ki 5 ky k3 d'un demi-amas admettent chacun un

neutralisateur conjugué,lsur composé admet un neutralisateur conjugué et on a @
EEl=0 & 5]

VAGNER n'a pas considéré les éléuents neutralisateurs conjugués.

d. Elément biunitairee - Un élement hd est dit biunitaire & droite s'il s'admet

comme élement neutralisateur & droite conjugué :
Yk, ((khdhd]=k)

Définition symétrique pour un biunitaire A gauche hy .
Si h est biunitaire & droite et & gauche il est biunitaire.
A 1'intérieur des crochets on peut toujours supprimer ou introduire un coupls

d'élements neutralisateurs conjugués u u sans changer le composé :

f _ — [e]
WVE<2n+1, [k o kg oo k2n+1]—[k1 kja TU oo k2n+l]

on ne peut pas faire la méme opération, sans précaution, avec un couple d , d'
d'élements neutralisatsurs unilatéres conjuguds, le résultat obtenu dépendra de

la parité de £

6. Couple d'éléments bicommutaiifs. -~ On dit d'un couple k » k, que ses élé=-

ments "bicommutent" & droite, ou sont bicormutatifs & droite, si @
{(1.5) V ks [kk k k kl=[kk, k& k]
Définition analogue pour des éléments bicommutatifs & gauche.

Si k; et k, bicommutent des deux cdtés, ils sont bicommutatifs.

Un demi-amas dont tous les éléments bicommutent deux & deux est dit bicomruta-
tif.
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Deux élements u , u neutralisateurs conjugués sont bicommutatifs, mais

deux éléments neutralisateurs unilatéres conjugués ne bicommutent pase

f. Elément idempotent. = k est dit idempotent si

(1.8) kLBj =k

ce qui entraline kL2n+1] =k o

3° Extension de l'opération ternaire de K & (P(K) o-m y/ by by 'b3€'3f)(K) ,
on définit [t %, t3] par

(1.7) itl t2t3;%=U{[k1 ksz:]j? ’ (kl’kZ’k3) etlthxt3

Cette opération satisfait & la loi de psecudo-associativité (1.1), et organise

ainsi (3*(K) en demi-amas.

t € (P(K) est stable dans K si
(1.8) tD] <t o,

t est alors un sous-demi-amas de K « Si t n'est pas stable, sa fermeture
de stabilité est donnée par

F(t) = U t£2n+1] avee N =
s nel

Tdéaux dans K : t ¢@ (K) est dans K

(-’\.A«"\

O,‘l,...}

( 3 droite si [t KK] (¢ ¢

‘ 4 gauche si [KK t] ¢ ¢

!

i

(1.9) un 1déal 4 1atéral si [K t K] ct

i
| :

| trilatere, ou simplement idéal, s'il est idéal des
§

. trois fagons.

I1 correspond, & ces quatre formes d'idéaux, quatre opérations de fermeture.

Pour t ¢ (P (K) nous aurons
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(& droite Frn(t) =t J[t Kk]
{
|3 gauche Frg(t) = ¢ GLKK ]
la fermeture idéale de t ¢

‘ [latéral Frp(t) =t UK t K] U[KK t KK]

H

trilatdre FT(t) = tUlt KKJU[KK +J[X + KJU[KK ¢ KK ]

N

4° Demi-emas produit cartésien de deux demi-amas. - Soient K et L deux

demi-amas, définissons sur le produit cartésien d'ensembles K x L une opération

ternaire par

\7’ (kl’ /Ql)’(k,?,’ ‘?2),(1{3, /QB)GKXL »

(110) [y 5 4)) 0 5 20, , £)]= [k , X 4 k1, 14, €, £

Cette opération vérifie (L.1) et fait ds K x L un demi-emas dit demi-amas
produit cartésien de K par L .

On étend cette structure de demi-amas de K x & & {(P(K x L) .

Une relation bindaire entre élements d¢ K et de L, O c P x L) est

alors stable si
(1.11) 9E33~; 0

NOTATION, - Pour 0 e °(K x L) nous noterons par O <¢k» 1'ensemble des £
tels que (k, £) e 0,

5° Homomorphisme, = K et L étant deux demi-anes, O Gfgb(K x L) applique

homomorphiqucment K dans L si et seulecment si £ =0 o e"'1 est une équiva-

lence stable dans K tout comme en théorie d'opération binaire.

Si & est une éouivalence stable dans K et si 4, , t, » t3 sont trois
classes modulo & nous observons que [tl t2 t3] €st contenu dans une classe
t . Posant

(1.12) [[1-,1 t, t3]] =1
nous définissons dans 1l'ensemble quotient K/c une opération ternaire.

L'application d¢ K sur K/¢ définie par

k —> £<k>
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est un homomorphisme K/i est donc un demi-amas (muni dc l'opération (1.12)), dit

demi=-amas quotient de K par ¢ «

6° Demi-amas libres — Soient M un ensemble quelconque et L(M) 1'ensemble

des séquences de longueur impaire d'éléments de M . Dans L(M) on définit une

opération ternaire par

(@, om,  Jay «omy )(m\sl veem )]

(1.13)

\62r+1

=nm cea I m ese I m 3 .Glm
*2pil P24l By Y 8 2ps1

Cette opération satisfait & (1.1), et organise L(M) en demi-amas dit demi-

amas libre sur M .

THEOREME, = Tout demi-amas peut &tre plongé dans un demi-amas possédant un

é1ément biunitaire unique.

Soient K un demi-amas quelconque et e un symbole élément. Considérons dans
le demi~amas libre L(K Ue) engendré par K Ue 1'intersection &, de toutes

les relations d'équivalences stables ¢ satisfaisant &

K ok kg =k k] (md ¢)
(1.14) kee = sek = k (mod ¢ )
eee =6 (mod ¢ )

I1 y a des équivalences & o En particulier, la relation d'équivalence © , dont

les restrictions aux sous-ensembles suivants de L(K Use) @

%ez s, K,KeK,eKe

sont des égalitéds et dont les autres éléments d'une classe O <xy s'obtiennent
en utilisant (1.14), est une £ .
IR est stable comme les ¢ .

Dans le demi-amas quotient L(K U e)/'g;o chaque classe contient au plus un
€lément de K U e j identifions chague classe contenant un élément de cette sorte

avec cet élément,
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Lc demi-amas L(K Ue)/ ¢, admettra ainsi e pour élement biunitaire unique,

et K pour sous-demi~-amas,
Ce qui établit la propositions

7° Unc involution dans les demi-amase = Soit un demi-amas K possédant un

couple d'éléments neutralisateurs conjugués u , U « Considérons 1'application N4
de K dans K , définie par :
(1.15) Yk, gk =[laku]
On a |
[u ¢k ul=[dukulul={luakuul=k

qui montre que \F est une involution de K sur K .

Nous dirons que [uk u] est u u~inverse de k , et nous le noterons par

k si aucune confusion n'est & craindre.

On définit de méme
le Uu-inverse de k =[u k ul] .

Dans le cas ot u=u =16 (c'est-a-dire oi e est un biunitaire de K) ,
Kl = [6 k 6] sera dit le e-inverse de k .
Lt'involution \1‘7 est alors un anti-automorphisme de K sur K .

En effet

[k, %y 5y D™ = [e[ky &, kyJoT=[e k; o6 ky o6 k; 6]

=[leky eJle ky 616 Ky 011 =[5 15" ']

qui établit la proposition.

Nous reviendrons sur ccs involutions en étudiant les relations entre demi-amas

et demi~-groupes involutifs.

2. Amas. Amas généralisé. Groupe ternaire.

1° Amas. = C'est un demi-amas dont tous les éléments sont biunitaires :

(2.1) Nk sk ek, [gkkl=lkkkl=k
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Ceei entratne 1l'idempotence dc tout élément.

20 Amas généralisé. = C'est un demi-amas idempotent dont tout couple d'éléments

bicommutent des deux cbtés
kB sk, €K,
- 9
[k k Xk k, k,J=[kk, kK& k]
(2.2)
l:k1 k1 k2 k2 k]: [k2 k2 kl 1{1 k]
k[szk

Un amas est un amas généralisé particulier.

39 Groupe terncire. = Nous appelierons ainsi un demi-amas K dont tout élément

posséde un neutralissteur conjugué (bilatére) @

Vkek, J kek

tel que

(2.3) VkleK, [k, kE)=[k Fxl=[Fkkl=[kFKl=K

4 \
THEOREME. — Dans un demi-ames X 1'existence pour tout élénent d'un neutrali-

sateur (bilatére) conjugué est la condition nécessaire et suffisante pour que les
équations:. _
(1) [k k, x]= ks

(2.4) @) [xk k=1l
10) [y xkyl=1k,

ou ky , k2 ’ k3 sont des é1é ents quelconques de K , aient chacune une solution

unique en X .

a. La condition est suffisante. = En effet pour chacune des équations (R.4) la

solution est donnée par

| g(n' x = [E, E, &
5) () x=[k kK]

B) x=[kKE]



3=11
ol '1-{1 ’ 'Ez f '153 sont les neutralisateurs de k, , k2 ’ k3 respectivenonte’

b. La condition est nécessaire. = Supposons les éguations (R.4) résolubles d'une

fagon unique, avec Iy = ks = g = k 3 nous cn concluons quey, quel que soit k , il
existe k ’ k! uniques tels que

((1)" k=[kkXk]

(2.6)
1(2)" k=[k'k k]

Composons membre & membre (1)" & gauche avec kl ’ k2 quelconques appartenant
a K

(4) [k k, k]=[[k k, k]k k]

et observons qu'en raisor de la résolubilité de (2.4) quels que soient h et k
il existe toujours k; et k, tels que h = [k1 ky k] de sorte que
4) > Y n ,keX, 3k uniqus ne dépendant que de k tel que

(5) h=[hkk]
En utilisant (2)" on obtient de fagon analogue
(6) h=[%"kh]
(5) et (6) = (7)
(7) k=[k'kk]l=%k

Dans (5) en remplagant k par [k k k], elle devient

(8) h=[h[ kkxk]k]=[bhkkk%]=[hE%k]

La résolubilité de (2.4) entraine donc bien l'existence pour tout k de k

unique tel que (R43) ait lieu, c'est-a-dire l'existence d'un neutralisateur (bi-
latére) conjugué & k .

Un amas est un groupe ternaire particulier : C'sst un groupe ternaire idempotent
(VAGNER n'ayant pas envisagé les éléments neutralisateurs conjugués n'a pas con-
sidéré les groupes ternaires).
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3+ Demi-groupe involutif et liaison entre demi-amas et demi-groupe involutif.

1© Demi-groupe involutif. -~ C'est un demi-groupe (binaire) G muni d'un enti-

automorphisme involutif (J. RIGUET a proposé le nom de demi-groupe de VAGNER).

Soit *) cette involution. Hous avons Y g , 8 s 8 € G,

ra

{4y @)

*, (gl 82 )

"

g

(3.1)

]

On note symboliquement
ple) =g
si aucune confusion n'est a craindre. Nous dirons que g“l est le \¥ ~-inverse
de g «
Pour xéi(?(G) on eppelle } -inverse X-l de ¥ 1le sous ensemble
-1

(302) : . \‘—l = U ; g
gey ©

PN
N

X sera dit involutivement invariant si
-1 ;
(3.3) X =

Un sous~-ensemble de G est un sous-demi-groupe involutif s'il est un sous-demi-

groupe involutivement invariant.

2° Produit Crrtésien de deux demi-groupes involutifs G et H « = Sur le pro-

duit cartésien d'emsembles G x H, on définit une opération binaire associative

et un anti-automorphisme involutif par

(3.4)
g, )" = (™, 1)

en utilisant les opérations et les involutions dans G et H respectivement
elles font de G x H un demi-groupe involutif.

On dit qu'un sous-ensemble f(;G x H est involutivement invariant si

ol _
P o=r
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On démontre la proposition :
=1 ) N } -] ‘ -1 \\‘j
(3.5) " =) (<> =(p<eg)), Ve

Un demi-groupe arbitraire ne peut pas &tre érigé en demi-groupe involutif par
la définition d'un arti-antomorphisme involutif. En particulier on ne peut pas
définir un anti-automorphisme involutif sur un demi-groupe ne possédant que des
é1éments neutres d'un seul c¢bté puisqu'un élément neutre a droite par exerple

serait tronssoimé par liinvolution en él¢ément neutre & gnuche donc en élément

neutre bilatére-

Le demi=-groupe doit, pour pouvoir supporter un anti-nutomorphisme involutif,
jouir d'une certaine symétrie por ropport & son opération.

Ajoutons quion peut difinir plusieurs anti-automorphismes involutifs sur certains
demi-groupes.

30 Iiaison entre un demi-groupe involutif et un demi-amas. = Soit G un demi-

groupe involutif. Définissons sur G 1l'opérotion algébrique ternaire :
. -1
(3.6) Ve »gi8ct, [geel=88 g

Elle vérifie (1.1) et foit de G wun demi-cmas que nous noterons Kg o
Si G posséde un élément neutre e on peut revenir de K, 4 G en posant

Vie,e gek:

ggl & =[:€1 & 82]
(3.7) : ¢ .
( g =[egel
Comme on le vérifie le demi-groupe involutif qu'on obtient ninsi est bien G .

D'ou

/ N
THEOREME. - Si un demi-groupe involutif G posséds un élément neutre e il

peut &tre représenté par un demi-amns admettant e pour élément biunitaire.

Dans le cas oi G ne posséde pas d'élément neutre,on peut encore le considérer
comme demi-amas, mais il ne s'agit plus d'une réprésentation parfaite car on ne

sait pas revenir dec ce demi~amas & G o

Partons & présent d'un demi-omes X o
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THEOREME, - Si un demi-cmas K posséde un couple d'éléments neutralisateurs

conjugués il peut &tre considéré comme un demi-groupe involutif ayant un é1lément

neutrea

DELONSTRATION. ~ Soient u u un couple de neutrnlisateurs conjugués du demi-

amas K . Définissons dens X 1'opération binaire ¢
(3.8) \J koo ky €K, k1k2=[kluk2]

quo nous associeronsa.la u u-inversion définie par (1.15)

(3.8) est associative ¢
k, (k, k3) = [k u [k, uk3]]=[[kl uk,]u k3]= (k, 1:2)k3
(1.15) est un anti-cutomorphisme involutif pour le demi-groupe (binaire) ninsi
défini @
-l —— —
Yk ,kLek, (kk) =[ulk vk Jul={uk,uk u]
- — - . - o =1
=[uk,vuuk u]=[{uk, uJulak ull=k k

qui établit le théoréme,
Nous noterons par K u u le demi-groupe involutif ainsi construit.

Kun ndmet u pour élément neutre :

VkekK, ku=[kuul=k; uk=[uuk]l=k

Mais le demi-omas ’..'B{K _ s construit & partir de Ku u en définissant 1'opé=

uu
ration ternaire par [[kl k, k3]] =k, kzl ky » ne redonne pas le demi-omas K
dont on est parti.
On trouve

-1 -
K k=l u luk @Jukl=0k mk k140K k k]
On ne peut donc pas dire quc le demi-groupe involutif X uu représente le
demi-amas K , il y a une vraie représentation dans le cas plus restreint établi
par VAGNER :
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THEORFME. - Si un demi-cmas K possede un élément biunitaire il peut &tre

considéré comne un demi-groupe involutif ayant un é1ément neutre.

La démonstration se fait en prenant u = u = e . Nous désigncrons le demi~groups

involutif ainsi construit par Ke -

THEOREME, - S1 un demi-amce K possdde deux couples w, , 4, st u, , i, de

neutralisateurs conjugués, les deux demi-groupes involutifs k _ et K

sont 1liés par un isomorphisme involutif,

Pour simplifier nous noterons par le m€me symbole les multiplications dens K

et K _, ke
Uty
Appliquons X _ dans K _  par ¢ définie par :
Y usth
(3.9) ¥ (&) =[ku u,]

Nous aurons
[@@) uyw l=[[kw u,Ju, 7 ]=x%
qui montre que \T est une application biunivoque de K _ sur K _ . Son
HYy WLy
inverse \.‘5'1 est définhie par
-1 -

(3.10) §HR) = [kw, T,
Cherchons le transformé par ‘f’ du produit
£K

ut
f O k) =l wy oy Jwy Byl =l wy kyw )=k w W, u,ku 5,]=

= [[k v w,Julk, o 01l =P lg) (k)

dans X _  qui montre que Y est un isomorphisme.

wu,

k) ky
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Cherchons le transformé par \\/ du uy El-inverse d'un élément k de K__ ¢

5
¢ Qo k5D = [y k5 )y 5,]= [y kT,

=luy w, [ x5 )] ={u, [kw u,]u,]

1}

[uz '\'{)(k) 112]
qui signifie que 1l'isomorphisme est involutif.,

Un cas restreint du théor®me est celui ob w =u =6 , U, = u, =¢ (cas

considéré par VAGNER). Nous n'énongons pas le thucrime.

THEORZME, - Hn groupe ternaire K peut &tre considéré comme groupe de plusieurs

fagons. Tous ces groupes sont isomorphes entre eux.

DEMONSTRATION. - u , 0 ét-nt un cuple d!éléments neutralisateurs conjugués de

K , le demi-groupe involutif X _ est un groupe car 3
uu

1° I1 admet u pour élément neutre

2° o tout élément k correspond un inverse dont l'expression est [Ukul; k

étant le neutralisateur conjugué de k .

En effet
k(uku]=[kuukul=1
(Ukxulk=1u

Observons que [uk® J=[uku]o.

Dens le groupe K _ 1l'inverse [u k u] d'un élément % (au sens de la théorie
uu
des groupes) est donc différent du uwu-inverse de k , soit [u k U] que nous

avons précédemment défini. Ces deux ¢léments ne sont confondus que si K est un

anas e

4+ Groupes généralisés et liaison avec les amas généralisés.

Soit G wun denmi~-groupe quelconque. On y définit une relation binaire synétrique
\ satisfaisant 3 '

(4.1) Y= (8 > 8)(g g8 =g) ot (g g g =g))
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(On a noté prr (él s 52) 1'ensenble des g s & tels que 25 est dite rela=

tion d'inversion généralisde).

Si x<g» # @, ses élénents seront appelds "inverses généralisés de g" , €t

g sera dit “généralement inversible". Pour-alléger le texte nous remplacerons

les termes précédents par @
n X ~inverse de g" et "){ ~inversible"

Tout élément idempotent de G est Y =inversible, et est son propre x—inverse.

Si G contient un éléent ncutre e et si un élément g &G est inversible

(au sens de la théorie des demi-groupes),il est X -inversible.

PROPOSITION. - §j_. = et & sont, ¥ ~inverses l'un de 1l'autre, le produit

g g ecstun idempotent 3

(g 8 g =8) = (g g'2)2 =g 8)

1° Demi-groupe idempotemment com utatif. - G est dit idempotemment commutatif

8i tous les idempotents commutent entre eux. Dans ce cas l'ensemble I des idem=

potents est un sous-demi-groupe de G .

TFEOREME . - Dans un demi-groupe idempotemment comwutatif G , un élément ne

peut pas avoir plus d'un X -inverse.

En effet soient g' et g" deux -inverses de g . Les éléments gg', gg", g'e,

g'g sont des idempotents donc com utent entre eux, d'ou

gg" = gg'ggh = gg" gg' = gg' ce qui entraine g" = g'gg'

H

g'g = g'gg"g = g"gg'g = g"'g ce qui entraine g' = g"gg!
soit finalement

g' = g"

Dans le cas d'un demi-groupe idempotemment commutatif nous noterons encors

-1 . : . . N
par g 1'unique Y =inverse de g , si aucune confusion n'est a craindre.

THEOFEME. - Si g st g, sont %=inversibles dans un demi-groupe idempotem=

ment commutatif g, g, est ¥=inversible et son ¥ -inverse est g'z'T gI .
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En effet ¢

- - -1 -1
g 8 8 8 8 8 =8 8 8 H, 8 B8 &

-1 -l R | 1 I R |
g, € B 88 & & & & B “H &
Ce théoreme entrafne la proposition suivante 3

PROPOSITION. - Dans un demi-groupe idempotcrment commutatif 1'ensemble des élé=

mcats ‘X«inversibles forme un sous-deni-groups.

2° Groupe générelisé. = C'est un demi-groupe jdempotemment commutatif dont tous

les élénents sont ¥ -inversibles.

Ltanti-automorphisie involutif que constitue la ‘{ -inversion sera dit invelu-

tion canonique du groupe généralisé.

Un groupe est un groupe généralisé possédant un idempotent unique.

’ \
THEOREME . — Tout groupe zénéralisé G considéré corme demi-amas Kq est un

amas généralisé.

Inversemment si un amas généralisé K contient un é1dnent biunitaire e , le

deni~groupe involutif K6 est un groupe généralisé.
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