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Y N
SUR IES DENMI-GROUPES ADMETTANT DES COMPLEXES NETS D'UN COTE MININMAUX

par Picrrc LEFEBVRE

INTRODUCTION. - Cect exposé présente les premicrs résultats obtenus dans 1'étuds
d'une classe remarquable de demi~groupes ¢ celle des demi-groupes possédant des
complexes nets d'un cbté minimaux. Ces résultats ont été résumés dans une note

publiée le 28 juillet 1958 aux ComptesRendus de 1'Acaddémie des Sciencese

Un demi-groupe est un ensemble D dans lequel est définic une opération asso-
ciative : x(yz) = {(xy)z; Y x,y, zeD.

Dons un demi=-groupe quclconque D , un complexe H est dit net a droite si,
pour tout a € D il cxiste x €D vérifiant ax €H . On définit synétriquement
un complexe net & gauche. Nous n'utilisons pas dans ce travail la notion de
complexe net (c'est-a-dire net & droite et net & gauche). Remarquons que tout
complexe contenent un complexe net d’un cbté cst net du méne cbté.

Un complcxe K net & droite, par exempls, sera dit mininal, s'il ne contient
aucun complexe net & droite différent de X .

La notion de complexe net, introduite par P. DUBREIL [ 6] & propos de la recherche
des groupss homomerpics a un demi-groupe donné, est & l'origine de nombreux
travaux. Permi ceux-ci, ceux de A. H. CLIFFORD [2][3][4] , D. D. MILIER [4] et
G. THIERRTN [15] ont plus particuliérement guidé notre recherchc.

A. H, CLIFTORD et D¢ D, MILIER [ 4] ont étudié les demi-groupss possédent des
éléments nets, ou, dans leur tcrminologie, des éléments zéroides. G. THIERRIN a
repris dans sa thése 1'étude de ces demi-groupes, auxquels il donne le nom
d 'homogroupe -

Un homogroupe T est un demi-groupc possédant cu moins un éléuent net & droite

r (MaeD, FxebD s 8X =7) et un éldment net & gauche 1

( \J aeD,

pes, rappelons sculement ici que l'ensemble R des éléments nets a droite est

] x €D, ya=1). Parmi les nombreuses propriétés des homogrou-

]

égal & l'ensemble L des éliments nets & gauche. L'cnsemble commun N , appelé
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podule de 1'homogroupe, st un groupc, idéal bilatére minimum de T .« On démontre
par ailleurs aisément qu'un demi-groupe contenant un groupc comne idéal (bilatére)

est un homogroupc.

Suivant alors unc suggestion de P. DUBREIL [97; nous avons étudié les propriétés
obtenues en remplagant les éléments nets ou zéroides per des complexcs nets d'un
o8té minimaux. Car tout 4lément du nodule d'un homogroupe est un complexe net,

4 droite et 2 gauche, réduit & cet élément, ct ¢videmment nininal.

Nous avons alors obtenu, non seulenent unc généralisation satisfaisante de la
notion d'homogroupe, mais la nise en évidence d'unc classe de demi-groupes déja
étudide par de nombreux euteurs, en particulier CLIFFORD (Scmigroups containing
minimal ideals [3])

Dans ce travail, nous établissons d'abord quelques propriétés fondamentales des
complexes nets & droite minimaux d'un demi-groupe. Les résultats correspondant au

cas des complexss nets & gauche minimaux s'énoncent sans difficulté par dualité.

Nous démontrons ensuite que tous les complexes nets & droite minimaux d'un
demi-groupe ont mfme puissance (au sens de la théoric des ensembles), que leur
existence c¢quivaut 3 celle des idéaux & droite minimaux; que leur réunion est
égale a celle des iddaux du mfme cbté minimaux, qui est 1'idéal bilatére minimun
du demi-groupe [3J. En supposant alors l'cxistcnce simultande de complexes nets
3 droite minimeux et de complexes ncts & gauche minimaux, nous démontrons que les
réunions correspondantes sont égales entre elles, et égales & 1'idénl bilatérs
minimum du demi-groupe, qui est dans ces conditions un deni-groupe complétenent

simple, réunion de groupcs disjoints isomorphes.

Nous &tablissons enfin que, réciproquement, si un demi-groupe contient un iddal
bilatérc complétement simple, ce demi-groupe admet des complexes nets & droite

minimaux et des complexes nets & gauche mininaux (dont coet iddal est réunion).
Ce résultat généralisec celui qu'on connalt pour les homogroupes.

Signalons encore que leés résultats ici présentés deviennent triviaux lorsque le
deni-groupe posséde un zéro. Car il est imédiat, alors, que tout complexec net
(d'un cbté) contient zéro, et qus tout complexe contenant zéro est net. Le

complexe {jO } est le seul complexe net (d'un cbté) ninimal du deni-groupc.

Nous présenterons ultérieurenent une étude concernant le cas des demi-groupes
avec zére, ou les résultats obtenus avec des définitions appropriées ne sont pas
triviaux.
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1. Propriétés fondamentales des complexss ncts & droite minimaux d'un deni-groupe.

Dans un mémoire récent [9] P. DUBREIL montre par un exenple (deni-groupe cycli-
que infini) qu'un demi-groupc nc posséde pas nocessaircnont, sauf s'il est fini,
des complexes nets (d'un c6té) minimaux. I1 donne & ce propos une condition néces-
saire et suffisante pour qu'un conplcxc net & droitec soit mininal, qui est a l'ori=-

gine des principoux résultats de ce travail,

THEOREME 1.1. - Pour gu'un complexe net & droite K d'un deni-groupe D soit

minimal, il faut et il suffit que l'on ait, pour tout k &K

k(K .* k) = {k]
ot K " k représente le rdésiducl ou quoticnt & droite de K par un élément k
de K .
Condition suffisante. - Si k(K .° k) = {k} , Y k 2K, le complexs K - {k%
n'est pas net & droite dans D, et ceci, quel que soit k €K . Sinon, il existe
x €D tel quo kx €K = 3k{ , clest-a-dirc x €K ."k ot kx=k , en con-

tradiction avec l'hypothése.

Condition nécessairc. - Soit y €K ' k , c'cst-a-dirc ky €K . Si ky #%k ,
ky €K - §k§ . Dtaprds 1'hypothése de mininalité, K - {kg n'cst pss net a
droite dens D ; il existc donc a €D tel que ax éf;K - {kg pour tout x &D .
Or il existe x €D tel que ax) < K , donc ax, =k d'ou ax, ¥ = ky ek -ik}

en contradiction avec le résultat précédent.

En particulier, si K cest & la fols un sous-demi~groupc de D et un complexe
net & droite minimal, la condition précédente domne kK = lk} y Clest-a-dire que
tout élément de K est permis & droite dans K .

Nous déduisons de cc¢ théoréme des propriétds auxguelles nousnous référerons
constarment ; nous suppossrons désormais que K représente un conplexc net &

droite minimal du demi-groupc D .

PROPRIETE 1.1, - Pour tout élément k € K , la rel-tion kx € K ontrafne Ikx = k.
En effet, kx ¢K &quivaut & x €KX .” k .

PROPRIETE 1.2. = Quel que soit k ¢ K 3 il existe x €D tel que kx =k .

K étant net & droits, il existe x € D tel que kx € X . De la propriété 1.l
résulte alors kx =k o



=04

PROPRIETE 1.3. = Quels que soient n €D et k €K, il existe x €D tel que
kITD{ = k .

K &tant net & droite, il existe x €D tel que (kn)x € X o De la propriété l.l
résulte alors (km)x = k(ux) =k .

PROPRILTE 1.4, - 8i k; ot k, sont doux élénents de K , la relation
k, x; =k, x, entrafne k; =k, .

En effet, d'sprés lo propridté 1.3, il cxiste t €D tel que kx5 b=k

Do k, X, t = Ic2(3<2 t) = k, c'est-a~dire kz(xz t) €K donc, d'aprés la
propriéeé 1.1, k2(x2 t) = k, ct finalenent kj =k, »

Etent donné un élément k guclconque d'un demi-groupe D , l'ensemble Sk des
éléments x de D vérifiant kx =k (élénents-unité 2 droite de k) est un
sous-demi—gfoupe de D, éventuellecncnt vides S1i k appartient & au noins un
complexc net & droite minimal de D , on peut affirmer, d'aprés la propriété 1.2,
que Sk n'est pas videe

Notons que Sk d'aprés sa définition méne, est inddépendant du complexs net &

droite minimal le contenante
THEOREME 1.2,

1051 k €K , conplexc nct a droite minimal de D , Sk cst net & droite.

2° 81 K est en outrs un sous-demi-groupe, on & K E_Sk .

3° K ¢étant un complexe net & droite nininal et un sous-deni=-groupe, pour qu'on
ait 1'égalité S

a gauche,

k= K pour tout k € K, il faut et il suffit que K soit unitaire

_ (1°) Quel que soit a €D , il existe, d'aprés la propriété. 1.3, un ¢lénent t de
D tel que kat =k , donc at <3, ; Sk st net & droite.

(2°) Si X est un sous=demi-groupe d¢ D, ona kK = {kg s quel que soit
k€KX, donc KgS o
(3°) La condition est Svidemment suffisante. Ellc st nécessaire, car si kx = ki
avee k , k) €X , ona kx €K donc kx=k(=k) et x &8 =K ; X est

bien uniteire & gauchc,

k

Le théoréme suivant fournit une propriété essenticlle des conploxss nets &
droite minimeux d'un demi-groupe.
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THEOREME 1.3, - K &tant un complexé net & droitc ninimal de D , le complexe

Kn est net & droite minimel, quel que soit m €D .

Kn c¢st net & droite 3 car si aeD , il cxiste- x €D- vérifiant axeK , d'ol

axm = a(xm) eXn o
Momtrons qu'il est minimal, c'est-d~dire qu'on a, d'aprés le théoréme 1.1,
(i o kn) = {la)
pour tout éléuent kn eKn , k €K .
Soit y tel que kny €¢Km ou kny =k, m pour un kl €K,
D'aprés la propriété 1.4, ona %k =k, d'od kny =kn pour tout y ekn .’ kn
Soit J& 1'enseuble des conplexes nets & droite mininmaux. Soit R = U K

KeX
la réunion de ces complexes. Nous énongons, comme conséqu-.nce irmédicte du théordé=-

nme 1.3 ¢

COROLLAIRE 1.1, = Dans un deni-groupc D contenant des conplexes nets a droite |

nininaux, la réunion R de ces complexcs est un idéal & droite de D .

REMARQUE 1.1. - Nous montrons plus loin qu'en fait, R est un idéal bilatére
de D .

REMARQUE 1,2, = Si un demi-groupe D est simple & droite (et méme sinple), ou

bien R est vide, ou bien R =D .

Nous donnons & la fin du paragraphe 3 un exenple important de ce dernier case

2. Etude de certaines correcspondances entre conplexes nets (d'un c¢6té) mininaux.

A, Nous considérons dans ce p&rdgraphe deux complexes K et K' de D, que

nous supposons d'abord seulement nets & droite.

Qusl que soit a eD , il existe x, x' €D tels que ax ¢XK ; ax' e K! ,

Nous définissons zlors entre ces deux complexes plusieurs correspondances de
la maniére suivante :

1© Une application f , en général rmltiforne [8], de K dans X! , définie
sur K ¢ l'inage f(k) d'un élénent k de K &tant l'ensembie des élénents
k' de K' tels qu'il cxiste x <D vérifiant kx = k' :
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f(k)_—.{k'; KteK; 3 xeD; kx=kt}

29 L'application inverse de f , définiec sculenent sur £(K) C K' s 1t'inage
f-l (k') d'un élément k! de K* <(tant l'ensemble des 8lénents k de K tels

| qu'il existe x ¢ D vérifient kx = k' ¢

s ) ={k; keX; A xed; ke = k'}

3° Une application W , en général multiforne, de K!' dans K , définie sur
Kt : l'inage (k') d'un élénent k' de K étant l'ensenble des éléments k

de K tels qu'il existe x' €D vérifiant k'x' =k

&f(k‘)=fik; kekK; 3 x'eD; k'x':k}

4° Ltapplication inversc de P s définie seulement sur \?(K') C Kt 1l'inage
Lf (k) d'un élénent k de K dtant l'ensenble des é1lénents k' de K' tels

qu'il existe x' ¢ D vérifiant k'x* =k :

‘Y ! () _ik' ; ktekKr; o x'eDj k'xt! —-k}
B. Nous supposcns maintenant que 1l'un des couplexes K ou X' cst ninimal.

Nous ferons le raisonnement cn supposant K! net 3 droitc minimals

Nous avons alors les propriétés sulvantes @

PROPRIETE 2.1. = Pour tout $lément k' ds XK' , complexe net & droitc minimal
de Dt fyle') =1{k'}

Si k} e £¢(k'), il cxiste d'aprés la définition de £, x € D vérifiant
k] = kx; pour un k e tf(k’) o
k € \e(k') entratne qu'il existc x!' € D avec k = k'x' .
On a done k! =k'x'x; c'est-a-dire, d'epres la propridté 1.1, k! =k' .
COROLLAIRE Z.1. - , f(K) = K* , Autrenent dit, l'application f applique K

sur K' .

COROLLAIRE 2.2. = L'application f“'l cst définic sur K' .

COROLLAIEE 2.3+ - Pour tout (lénent k' de K' 1 £ (k') D (k)

Les corollaires 2.1 ct 2.2 sont irmédiats ; pour 2.3, on sait [8], que pour une
application quelconque f d'un ensenble E dang un ensemble E' , on a, pour
toute partie A de E ¢ £ fA) 24 .
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Donc : £ (k') = £ £ylet) 2 plk?)

’ [

PROPRIETE 2.2. = Les inages *(k’) 5 k' €K' sont disjointes.

Autrerent dit + kf £k , ki , k} €K' entrafnc ¢ TLMy) =¢ .

Sinon, il existerait k &€ K commun aux inagss de deux é1lénents distincts
ki, k) de K' .

C'est-a~dire, d'epres les définitions, k = kj x| = ké xé , cc qui conduit d'aprés
la propriété 1.3 & kj = ki on contradiction avec 1'hypothése ki # ki .
COROLLAIRE 2.4, = L'application i gst semi-uniforne [8], ¢'sst=a-dire
¥ (ki) g «?(kz') £ ¢ entratne "-@J(kl') ‘ﬁ"(ké) o

En effct, d'aprés la propriété 2.2; W (k{) N kf(ké) Z @ cntraine k! = é .

i

PROPRIETE 2.3. - Pour tout k e ‘p(K') CK , \gf'l (k) est définic et uniforme,

En effet, la propriété w(x) 1 v(y) = x=y caractérise visiblenent, parmi
les applications senmi-uniformes, celles qui sont inverses dtapplications uni=-
formes,

C. Par dualité, nous énongons les conclusions correspondant au cas ol K est
net & droite mininal.

PROPRIETE 2.1's = Pour tout $lément k de K, conplexe net & droite mininal
de Dz gf(k) = {ky .

COROLLAIRE 2,1', - l?(K') = K . Autrenent dit, 1'application applique K!
sur K

COROLLAIRE 2.2', = L'application Y-l cst définie sur K .

COROLLAIFE 2.3's = Pour tout ¢lément k do K 3 \f’l (k) 2£k) .

PRORPIETE 2.2' = Les images f(k) , k €K sont disjointes.

COROLLATRE 2.4'. ~ L'sppiication f 68t sSeri-unifornc.

PROPRIETE 2.3'. - Pour tout k' € £(K) CK', £ (k') est définic et uniforme.

D. Si nous supposons alors K et K' mnets & droite ninimaux, la synthése des

deux ensenmbles de propriétés précéderment déiontrées conduit aux résultats suivants 3
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PROPRIETE 2.4, - £(K) = K' ; $(&!) =K 3 £t st uf"l sont définies respece

tivement sur K' et sur K o

;! - -1
PROPKIETE 2.5. = £ gt 1 sopt uniforres.

PROPRIETE 2.6, = £ (kt) = (&t) 5 ¥ () = £() .

Cette derniére propriété résulte do ce que les premiers menbres des rclations
f-'l (k') 2 {&") et \i‘-l (k) 2f(k) ne contienncnt qu'un seul élénent.

Autrement dit, f et N sont des applications biunivoques, inverses l'une de

ltautre.

Nous énoncerons ¢

THEOREME 2.1, - Entre deux complexes nets & droite mininaux K et K' d'un

demi-groups D , on peut établir uno corrsspondance biunivoque.

Cette correspondance est définie par k' = £(k) s'il existe x €D tel qus
k! =kx , ou par k = ‘f(k‘) s'11 existe x' €D tel que k = k'x' .

-1 X
f = CK' °

) 1
Nous poserons f = G}% ) \{

existe d'aprés le raisonnenent général, et clest

==

REMARQUE. - L'application C

1'identité d'aprés la propriété 1.2.

En particulier :

THEOREME 2.2, - Si les deux complexcs nets & droite minimaux X et K' sont

T
des sous-demi-groupes, C}é e¢st un isonorphisne.

On sait (théoréme 1.l) que les éléments d'un sous-deni-groupe net & droite
nininal sont permis a droite dans cc sous-demi-groupe.
51 kK » ky€ K ont pour images dans K' : k| ; k} ona k k, =k ,
§ = )
ki ki =ki .
Lo propriété en rdésulte.
I1 est souvent utile de pouvoir reconnaftre si un élénent k' €K' est 1'ina-

t .
ge d'un élément k €K dans C% « Ic théoréme suivant fournit une réponsc rapide.

THEOREME 2.3. - §_J; K et K' sont des conplexes nets & droite minimaux du

demi-groupe D , les relations k' =kx et k=k'x* pour k €K, k' eKk',

X 5 X' ¢D sont équivalentes.
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En se reportant & la définition des applications f et *J, et en tenant conpte
des égalités f = \fl s ¥ = £ on voit que ¢

k! = kx entratne k' = f(k) d'oh %k = f-l(k') = \f(k') =k'x' pourun x' €D .
k = k'x' entrafne k = \?(k’) dtod k' = L?_l(k) = f(k) =kx pourun x €D,

REMARQUE. « Dans un houogrcupe, lcs propriétés précédentes signifient qu'il
n'existe pas de complexes nets (d'un cbté) nininaux contenant plus d'un élérent.
On le dénontre directement en notant que, dans un honogroupe, tout complexe
net (d'un c6té) coupe le nodule, iddal bilntére de D (Cf. le lermes 4.1). Autre=
nent dit, tout complexe net (d'un cbté) contient un é1lénent net, lequel est un

conplexe net nininal de l'homogroupe.

Les applications f et Lf précédemment définies pernettent aussi de dénontrer

la théoréme suivant ¢

'
by

THEOREME 2.4. = Dans un deni-groupe contenant des complexes nets a droite nini-

naux, tcut conplexe net & droite contient au noins un complexs net & droite minimsl,

Soient K! wun complexe net & droite, et K un conplcxe net & droite minimal
arbitrairce. Dens ltapplication f de K dans K! , les ensembles f(k) sont
disjoints(propridété 2.2!'). Nous choisissons dans chaque inage f£(k) un représen—
tant, soit k{

On a ki e £(k) donc ki =kx pour X, € D.

Nous définissons ainsi une application fl(k) de K sur un sous-ensemble Ki
de K' . Par définition, f, st biunivoque. Montrons que K! est net & droite
ninimal. Pour tout a €D, il existc au moins un x €D tel que ax =keK ,
d'od axxy =lxy =k{ €Ki s Ki est net & droite. Si ki x =kl , avec
K} =£ () et k=12 (k) ,ona ki =k x kj=k, x,,don k x x=k X,
donc k1 = k2 puisque K est mininal.

Finalement fl(kl) = f1(k2) d'ot k{ =k} ; la ninimalité de K| en résulte.
Bien entendu, un conplexe net donné peut contenir plusisurgconplexes nets nininaux ¢
il suffit pour le voir de prendre comme complexe net unc réunion de conplexes

nets ninimaux.
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3. Exengles.

1° Considérons le demi-groups fini D=(a , b, c, d, 6)

abcde
donné par sa table de rultiplication [13] . alanaadd
Dans ce denmi-groupe, les conplexes nets a droites nininaux 2 g 2 2 Z Z
sont : (a,b), (a,e), (b, d), (d,¢) . Les conplexes d | dddaa
N s o s N €6 |eecbhb

nets & gauche nininaux sont des élénents zeéroides a gauche @

cc sont les conplexes réduits aux éléments 3 (a) , (b) , (a) , (&) &

20 Les deni-groupes complétcient sinples ont été étudiés par de nonbreux
auteurs : REES [10] , CLIFFORD [2] , CROISOT [5] . Nous verrons par la suite qu'ils
jousnt un role trés important dans notre théoric des deni-groupes adnettant a la

fois des complexcs nets 2 droite nininaux et des complexcs nets & gauche nininauxe
| D'aprés une renarque faite dans 1'introduction, nous pouvons nous liniter ici au

cas "sans zéro".

On sait alors qu'un deni-groupe conplétenent sinple peut &tre représenté de la
fagon suivantc : G é&tant un groupe, J et K dcux ensenbles d'indices et
(G, k) —%ggk’j unc application de J x K dans G , les élénents de D sont les
triples (a ; j , k) avec a €G, je&eJ , k €K ; la loi de composition

étant donnée par 3

(@33, k)@ 53", k)= (ap 5y 2" 575, K)

Rappclons que D est réunion de groupes isomorphes (disjoints) [10] o

On vérifie aisénent que lecs complexcs nets & droite ninimaux, par exenple, sont

les enserbles (233, k) ol j déerit J , les Slércnts a € G et

e -

, J J&d
k € X associés a chaque J €J étant arbitrairencnt choisis. La puissance comrune
de ces ensenbles est celle de J o Notons que la rdéunion de ces complexes est
égale au demi-groupe tout entier. On caractérise de néne les conplexes nets a

gauche ninimaux, dont le puissancc est celle de K et la réunion égale & D .

3° Les deni-groupes de Baer et Lévi [1][14] sont des deni-groupes admettant
la division & gauche, tels qu'rucun élénent n'adnctte d'élénent-unité & droite.
Chéque élénent est net & gauche, c'esb-a-dire conplexe net & gauche ninimal j
6t il n'y a pas de complexes nets & droite ninimaux, puisque le propridété 1.2
entrafne l'existence d!'éléments-unité & droite pour les &lénents de ces complexese

4° Dans un deni=-groupe libre, dont les ¢léments sont les "mots" fornés & partir
d'un ensenble fini ou non f\ , aucun élénent n'adnet d'élénent-unité & drcite ou
3 gauche. Les deni~groupes libres ne contiennent donc ni complexes nets a droite

nininaux, ni complexes nets A gauche nininaux,
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4. Etude de le réunion des conplexes nets & droite nininaux d'un deni-groupe.

Nous savons déja que R , réunion des corplexss nets 3 droite minineux, supposée
non vide, d'un deni-grcupe D , cst un idéal & droite dans D (Corollaire 1.1).

4 \

THEOREME 4.1. - Quel que soit K , complexe net & droitec mininal de D, on a
R = KD ]

1© KD CR est inédiat puisque tout complexe Knm , m €D, est net a droite
nininal.
20 R CKD.Soit ki un élément quelcenque de R ; k' appartient & au noins
un conplexe nct & droitc mininel K! différent ou non de K . Dans G? (et 1e
cas échéant dons CE) ,ona k'=f(k) =kx, x €D qui dénontre l'inclusion.

_COROLLAIRE 4.1, -~ K ¢t K' &tant deux conplexes nets & droite ninimaux quelcon-
ques de D, on a 3

KD = K'D (= R)

COROLLAIRE 4.2. ~ Unc condition néccssaire et suffisante pour qu'un élénent a

b1

de D appartienne 3 au noins un complexe net & droite nininal est que, pour un

k¥ €K net & droite mininal quelconque, on ait ¢ a = kx .

COROLLAIRE 4.3. = L'idéal & droite engendré dans D par un élément quelconque
k de R est contenu dans R et est ¢gal & kD »

Soit k €KX CR . Liidéal & droite engendré par k est R =k UkD [71.

On a k €R par hypothése ct kD LR d'aprés la relation R =KD . D'ol

B SR -

Corme il existe (propriété 1.2) x €D vérifiant k = kx , on a finalenent

th-':kDo

I1 se trouve d'ailleurs que cettc réunion des conplexes nets & droite minimaux

de D a d'autres liens remarquables avec les idéaux & droite de D .

VRN '
THEOREME 4.2. = L'idéal & droite engendré par tout élément k de R est mini-

Nous ferons ici une adeptation de la démonstration de S. SCHWARZ [117] pour le
théoréme 1.3 de son mémoire. Soit k €K &R . Considérons 1'idéal a droite engen—

dré par k dans D



R =k UkD = kD &R

Si Rk n'est pas miniwal, il contient un idéal & droite propre V : V C;Rk e
Soit k' €V . Ltidéal & droite R, engendré par k' dans D vérifie
Rk' %éV'Cle . Nous avons donc nécessairenment k' # k . Puisque k' G-Rk = kD ,
ona k'=kx pourun x <D,
Si K' désigne un coiplexs net & droite ninimal contenant k' , les propriétés
de la correspondance G%i (théoréme 2.3) pernettant alors d'écrire k = k'x!
pour un x' €D ; donc k €k' D= Rk' o
Rk étant par définition le plus petit iddal & droite contenant k , la rela-
tion précédente entraine R, giRk, en contradiction avec R, gV C;Rk . L'idéal

a droite Rk est donc nininale

COROLLAIRE 4.4c = R est réunion d'iddaux & drcite nininaux de D o

COROLLAIRE 4.5. = Si un deni-groupe contient des complexes nets & droite nini-

naux, il contient des idéaux & droite minimaux.

Avant de dérontrer la réciproque de cette derniére proposition, nous établirons @

ILEMME 4.1 - La condition nécessaire et suffisante pour qu'un corplexe d'un demi-

groupe D soit net & droite est qu'il coups tout idéal & droite de ce deni-
groupe »

La condition est nécessaire. = Soient K nct & droite ¢t I idéal & droite de
D.S1i 1iel,ilexste xe&D tel que ix €K j;or ix el.

La condition est suffisaente. -~ Si un conplexe K coups tout idéal & droite de

D , il est net & droite. Car si aeD, aDNK Z @ signifie qu'il existe x €D
tel que ex € K .

Nous pouvons alors énoncer ¢ -

\

/
THEOREME 4.3. = Si un deni-groupe D contient des idéaux & droite nininaux, il

contient des complexes nets 3 droite minimaux.

Nous désignerons par N = \J I, 1la réunion des idéoux & droite mininaux de
X € A
D , indexés par l'cnsemble A
Notons d'abord, d'aprés CLIFFORD (3] que tout idéal & droite de D contient au

poins un idéal & droite nininal.
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Tout complexec obtenu en choisissant dans chaque idéal I, un élénent 1.
et un seul, est net & droite, car il coupe, d'aprés la renarque précédente, tous
les idéaux & droite de D . Et il est nininal, puisque la condition du lemne 4.1

est nécessaire.

THEOREME 4.4. - Dans un deni-groupe, l'existence des conplexmes ncts & droite

a

mininaux est dquivelente & celle des idéaux 3 droite nininaux.

Ce thioréms résulte immddiatement du corollaire 4.5 et du théorene 4.3

LN
THEOREME 4.5. = Lo réunion R des complexes nets 4 droite mininaux d'un deni=-

groupe D est égale & la réunion N des idéaux 2 droite mininaux de D ¢ c'est

1'idéal bilotére nininum de D .

En effet, d'aprds le lemme 4.1, le procédé du théoréme 4.3 fournit tous les con-
plexes nets & droite minimaux de D - Ia propriété R =N résulte alors irmédia-
tenent du procédé de formation de ces complcxcss

On sait en outre [3] qus la réunion des idéaux & droite ninineux d'un deni=-groupe

est 1'idéel bilatére ninimun de ce deni-groupe (appelé noyau par certains auteurs).

REMARQUE 4,1, - En fait, R est la somme des iddéaux 3 droite minimoux de D,

qui sont slcrs tous de 1la forme I =kD , k dStant un élénment quelconque d'un

complexe net & droite mininal K arbitrairenent choisie

Si I est un idéal & droitc nininal quelconque de D , nous savons que I coupe
K .Soit k€¢I NK , L'idéal & droite kD ost contenu dans I puisque k €1 .
D'oh kD =1 , Les idéaux kD (k € K) sont disjoints j car une relation de la
forme kx =k, X; avec k, k < K, k # ky s X, % e D est inpossible
d'aprés la propriété l.4.

Nous pourrons ¢erire désormais ¢ R =2 _ kKD .

k ¢k
REMARQUE 4.2, - Nous pouvons déduire directement de ce résultat que R est idéal

bilatére de D . Il suffit de prouver que c'est un idéal & gauche.
Soit ky = kx ¢ kD &R 3 c étant un élénent quelconque d¢ D 3 cky € ckD qui

est encore [ 3] un idéal & droitc minimal de D . D'aprés la remarque précédente, on
a ckD &R et on peut méne affirner qu'il existe x* €K tel gque ckD = x*D.

REMARQUE 4.3, = La dénonstration du théorénc 4.3 fournit également une autre

démonstration de 1'équipotence des complexes nets & droite nininaux de D .
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En effet, il résultec irmédiatenment dc leur formation & partir des iddaux & droite

ninimaux que ces complexes ont néne puissance : celle de l'cnsenble de ces iddéauxe

L notion de deni-groupe inversif (& droite ou & gauche) introduite par R. CROISOT

[5] permet de donner unc propriété intéressente de R .

Rappelons qu'un demi-groupe inversif & droite est un deni-groupe vérifiant la
R
condition (C) s pour tout x €D, il existe u &«D tel que l'on ait x=x u .

4 ~

THEOREME 4.6. = Si un deni-groupe D contient des complexes nets & droite nini-

naux, la réunion R dec ces complexes est un sous=deni-groupe inversif & droite
de Do

R est un idéal de D , donc un sous-deni-groupe. Montrons que, pour tout k «¢ R,
il existe u €R tel quc k = k2 u . Soit k € R; k appartient & au noins un
conplexe net & droite minimal X . On sait que pour tout n €D , 11 existe x €D
tel que knmx = k (propridté 1.3) . Prenons n = k2 3 1'égalité précédente s'éerit
k.kz.x =k ou cncore k = kz(kx) avec kx €R . La condition (C) est vérifide

pour R .

Dans [ 5] R. CROISC. dénontre qu'un deni-groupc inversif & droite est réunion de
deni-groupes simpleso Or tout demi-groupe sinple dans R 1l'est dans D , car
tout idéal dans D est idéal dnns R . D'ou ¢

COROLLAIRE 4.6, = Si un deni-groupe D contient des conplexes nets & droite

ninimaux, la réunion R de ces complexss est réunion de sous=-deni-groupes simples
g D.

Nous énoncerons naintenant les principaux résultats concernant les deni-groupes
adnettant des complexes nets & gauchc nininaux.

5. Cas des deni-groupes admetbant des complexes nets 4 gauchs minimaux.

4 ~
THEOREME 5.1, = L'existence des complcxes nets 4 gauche nininaux dans un demi-

groupe D est équivalente & cclle des idéaux & gauche mininaux.

‘81 L est la réunion des complexcs nets & gauche nininaux, et N celles des

idéaux & gauche mininaux, on a L =N , idéal bilatére nininun de D .

L est un sous-deni-groupe inversif & gauche, réunion de sous-deni-groupes

sinples de D .
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6. Cas des deni-groupes adnettant & la fois des camplexes nets 3 droite nininaux

by

ct des complexes nets & gauche nininaux.

Rappelons que nous avons en vue, dans cet exposé, principalencnt ls cas des demi-
groupes sans z€ro. Les résultats obtenus, appliqués au cas "avec zéro" sont sans

grand intérét. Une étude de ce cas sera présentdc ultérieurenent,

On sait [37] que, s'il existe & la fois des idéaux & droite nininaux et des idéaux
3 gouche ninimaux, la réunion des idéaux a droite nininaux cst dgale a celle des
idéaux & gauche mininaux ; 1'ensemble comrun est 11idéal bilatére nininun du
deni-groupe. De plus, cet idéal est un deni-groupe eonplétenent sinple [10] réunion

de groupesdisjoints isonorphesa.

En tenant conpte des résultats précédents, nous obtenons @

4
THEOREME 6.1 - Dans un deni-groupe adnettant & la fois des comploxes nets &

droite mininaux, dont la réunion st R, ot des conplexes nets 3 gauche nini-

paux, dont la réunion ¢st L , on a :

R=1L

L'ensemble commun N (N = R =1) est 1'iddal bilatére ninimun du demi-groupe,

sous-deni-groupe compldtement sinmple de D et réunion de groupes disjoints iso-

norphes.

Autrement dit, le demi=-groupe contient un deni-groupe corplétenent sinmple, réu=

nion de groupes isomorphes, corme idéal (bilatére ninimun).

REMARQUE 6.1, = On peut dénontrcr directement 1'égalité R =1L .

Tout idéal 2 gouche étant un conplexe net & droite, L par exenple contient un
complexe net & droite minimel K . D& K L, on déduit KD =R CID &L .

L'inclusion L R se dénontre de la néne fagon.

REMARQUE 6.2. = On peut rattacher les résultats précédents & ceux de O. STEINFELD
(127, obtenus en utilisant la notion de quasi-idéal (intersection d'un idéal
3 droite et d'un iddal & geuche). L'existence simultands de complexes nets &
droite minimaux et de complexes nets & gauche mininaux équivaut & celle de quasi-

idéaux ninimaux.

REMARQUE 6.3. - On rctrouve égalcment une partie du thioréme 6.1 en notant [5]

qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'un deni-groupe N soit réunion
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de groupes est qu'il soit inversif & droite et a gauchc.

REMARQUE 6.4, = Dans l'cxenple (1), ona R=L=( , b, d, ¢) . Les groupes
sont (a,d) et (b, ¢) « Dans lioxenple (), ona R=L=D (D est lui-

néne un demi--groupe complétenent simplee

REMARQUE 6.5, = Le théoréne 6.1 s'applique a tout deni-groupe fini : car 1'cxis=-
tence des complexes nets (d'un c8té) mininaux, ou, ce qui revient au néme, des

idéaux (d'un cbté) mininaux, est alors assurées

7. Deni~groupescontcnant un idéal bilatére complétenent sinple.

Nous étudions dans ce paragraphc une réciproque du théoréne 6.1.

IEME 7¢l. ~ Si N est un idéal bilotére d'un deni-groupe D , les corplexes

nets (d'un c8t¢) mininaux de D sont ceux du sous-deni-groupe N ,

En effet, tout complexc net (d'un c6té) de D coupe N , iddal bilatére de D .

Montrons que 1l'intersection est nette (du méme cbté) dans D .« Soit par excmple
K net & droite dans D - Si a eD, t =N, il existe x €D tel que atx &K,
avec atx &N, c'cst-d-dirc atx €K NN ,

Autrement dit, tout complexe net & droitc minimal dans D est nécessairenent
contenu dans N .

En outre, tout complexe net (d'un cbté) dans N est net (du méne cdté) dans D o

Si KN SN est net 4 droite dans N et si ae¢D, te€N,ona at €N et

il existe x €N &D tel que atx €Ky » Coci ternine la démonstration du

lemeo

Vd A
THEOREME 7ol o = Si un deni~-groupe D contient un iddal bilatére complétenent

simple N , il admet descomplemssnets a droite minimaux et des conplexcs nets

4 gauche mininaux. N est idéal bilatére ninirum ds D, et réunion des complexes

nets & droite minimaux (dcs comploxcs nets & gauche minimaux).

Lo dénonstration de ce théorime est immédiate en appliquant le lemne 7.1 et
les résultats obtenus dans 1'étude des complexes nets (d'un ¢bté) minimaux d'un

deni-groupe compldtement simple.

8. Cas des hcmogroupes.

Un homogroupe est un demi-groupe dans lequel les complexes nets & droite minimaux

et les complexss nets & gouche minimaux ne possédent qu'un élément.
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Nous voyons d'abord en appliquant les théorénes précédents que tout élénent net
3 droite, par exemple, cst nct & gauchc.

Notons bien qu'il existe [4] des demi-groupcs possédant seulement des ¢1énents
nets d'un cBtd. Pour que lo propriété pricédente soit vrale, il cst nécessaire et
suffisant qu'dd existe au noins un ¢lément net & droite et un dlénent net & gou=

che,
Montrons que la réunion des ¢léments nets forme un groupes

Nous savons déjd que c'est une réunion de groupes. Supposons qu'il existe deux
idempotents nets bilatéres e et &' o Ces éldnents, étant des complexes nets
nininoux, peuvent &tre mis en correspondance comme dens le cas général, et cela
de deux maniéres différentes, puisqu'ils sont mininaux corme complexes nets a
gauche et comme complexes nets & droite. On a, par exemple e' =ex, € = ye'l o
D'ou

t = ce! =X = 6X = 6!

t

ce! =yelee!' =ye' =6 ot 6 =¢' .

On pourrait également étudier ce cas particulier en utilisant les déconpositions
ds R (ou L) en idéaux & droite minimaux (ou idéaux & gouche nininaux). La

résultat est encore presqu'immédiat.

REMARQUE. = Les demi=-groupes avec zéro sont des honogroupes dont le nodule est
réduit & cc zéro. '
Nous noterons encore que la proposition "Tout deni-groupe abélien fini est un

honogroupe" démontrée par G. THIERRIN [15] peut &tre Stenduce

\

THEOREME 8.1+ = Si un demi-groups abélien contient un idéal minimal (ou un

complexe net mininmal), c'est un homogroupee

Dans un demi=-groupe abdlien, les idéaux d'un cbté sont bilatéres. Les complexes
nets (sans ¢istinction de c8té) sont formés en prenant un élénent dans chaque
idéal bilatére minimal j un tel idéal étant unique, les complexes nets ne posse-

dent qu'un é1énents Le demi-groupe est un honogroupe.
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