MARCEL P. SCHUTZENBERGER

Sur une propriété combinatoire des algebres de Lie libres pouvant
étre utilisée dans un probleme de mathématiques appliquées

Séminaire Dubreil. Algébre et théorie des nombres, tome 12, n°1 (1958-1959), exp. n° 1,
p. 1-23

<http://www.numdam.org/item?id=SD_1958-1959 12 1_A1_0>

© Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1958-1959, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SD_1958-1959__12_1_A1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Faculté des Sciences de Paris 1-01

10 novembre 1958

[
—pm e

Séninaire P. DUBREIL
Mo~Lo DUBREIL-J4COTIN et Co PISOT
(ALGEBRE et THEORIE DES NOMBRES)

knnée 1958/59‘

[ . °
LR Rt -]

SUR UNE PROPRIETE COMBINATOIRE DES ALGEBRES DE LIE LIBRES
POUVANT ETRE UTILISEE D4NS UN PROBLEME DE MATHEMATIQUES APPLIQUEES

par Marcel P, SCHUTZENBERGER

INTRODUCTIONo - Le but de ces notes est de 31gnaler la p0351b111te d'utiliser,
dans un probléme de Mathémetiques appliquées ( ), certaines propriétés conbina~-
toires élémsntaires des bases de Marshall HALL des algébres de Lie libres.

Dans la section I, on rappelle divers résultats fondamentaux de Marshall HALL (9]
et de SIRSOV (177
Dans la section II, on vérifie les propriétés cherchées, qui permettent d'ailleurs

de donner une démonstration nouvelle d'un théoréme de MEIER WUNDERLI [ 16 .

Dans la section III, on compléte les considérations précédentes en montrant que
la méthode de Birkhoff donne une dénonstration trés simple de 1'indépendance des

bases de Marshall HALLL.

Dans la scction IV, on vérifie que le calcul des "shuffles" de CHEN, FOX et
LYNDON [2] , ou plutét un cas particulier de celui-ci, s'applique encore aux bases
considérées ici-

Je remercie M. TAZARD pour de nombreuses et utiles discussions.

( ) concistant & construire des sous-deni=-groupes (sous-monoides) G du demis
groupe (monoide) libre F ‘'satisfaisant les deux conditions @

U, ¢ pour tout £, £1 ¢F , si ff' , £'f €G alors £, f' €G .

Yyt pour tout £ eF , FENG#Y .
(G est "met A droite" selon la théorie de P. DUBREIL, cf. [3], [4], [5], [6]).

La signification de ce probléme est discutée dans [8] et surtout dans [15], ce
dernier ouvrage contenant une bibliographie tres compléte de la questlon, apparen-
nent insoupgonnée des suteurs de [8] &
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I. Résultats prélininaires

I.1, Définitions préliminairese

Soient A un ensemble, D = D(h) 1le systéne algébriqus. libre-2 mie scule
opération (ne satisfaisant aucune identité) sur & (cf. [10]). Par définition,
D=4 ub s OU D* est construit par induction comme l'ensenble des symboles
d=[d',d"] avec df , d" @D ., On dira qus d' (resp. a") est le conposant
gauche (resp. M) dtordre un de d 3 d sera le composant d'ordre zéro de
soi-méne.

Un composant gouche (resp. droit) d'ordre & d'un corposant (gouche ou droit)

dtordre x‘'de & scra un composant gauche (rep. droit) dtordre & +% de d .

Pour tout sous-cnsemble X C. D, on désignera par ((X) 1o sous-demi-groupe
(sous-monofde) engendré par X du demi-~groupe libre S = ge (D) engendré par

-

", 1 désignera 1'élément neutre de S .

Soit s =4d) dy see d; ees d un élénent de S factorisé de la fagon indiquée

en un produit d'éléments de D . On pose :

It

8, 81 J#1 ,2, a0 ,i, 000, n ousi d €k
J

e

%js

O 8=d) dy eeedyy dtdnd,y a.od siod =[ar, a"]

-1

Ies éj engendrent de fagon naturelle un deni-groupes A = 5&5} d'opérateurs
de S dons lui-méne ; si s' = $s , on dira que s' est une décomposition de

s « Les facteurs de s*® sont, de fagon bien déterninde (pour b fixé) des
composante des facteurs de s, ou, pour abréger, des conposants de s .

Réciproquement on pose

1
53. s=s, si seD ousi j#1,2, oo ,n
. w] _

&y s=[d , 4] «ood; eovd , quand j=1

et dens les autres cas ¢

A
0y 8=q eeedy 50 . d0d, e

b;l 8 est une recomposition de s .
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Tout s €S posséde une déconposition unique notée & 8 qui est un élérent
de F-(= Eﬁ(ﬁ)) ; ‘a* est donc un endonorphisne de demi-groups S —>F . le
degré |s| de s est la longusur de S s

Pour tout -sous-apsenbls X <S5 on pose

.

™) ={s e s=x (xeX); cf %pL;fp(X)T}

et
@)= U = (X) .

Isp<

' LN oo 3 i = e ee 0
Si s' =4d,; dj+1 d d1 d2 dj se déduit de s dl d2 d'1 dn
par une permutation clrculalre de ses facteurs, s et s' seront dits
T ~conjugués ( ).

Manifestement si s 6-§Ep(S) 11 en est de méne de tous les éléncnts de sa

Tr—classe (c'est-a=dire : de 1'ensemble des éléments T —conjugués de s)e

I.2. Monfmes standardse.

On suppose donnée une fois pour toute une relation d'ordre total < sur D

satisfaisant :
(HO) : si d' est un composant {gouche ou droit) d'ordre >»1 de d , alors
d't<d .

On définit par induction un sous-ensemble H = H(L) de D par les reglss

suivantes ¢

ACH etsi d=[a', d"]e p* , d €H si et seulenent si
(H1) _ ar , a" €H

(H2) dar >an

G .
(") La relation de W-conjugaison introduite iei n'est évidement rien d'autre

que la gestriotion 4 S de la relation habituelle de cenjugaiseon du groupe libre
engendrg par D . On notera que 8 et 8' sont Tr—conjugués si et seulement
8'il cxiste 8" €S , tcl quc ss" = s"s' . La théorie générale de ces équivalences
est faite par R. CROISOT dans [3] .
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(H3) ou bien d' €A ou bien, si 4' =[dm , d'v], a'vgad" .

Ces définitions sont celles de Marshall HALL, sauf (HO) qui remplace la

condition un peu plus stricte ¢
(HO)! si |ar] <|d] , alors 4% <d (ef. [9])

hprés S1RSov [17] , on considére une partition H=Q UP telle que q <P
v
pour tout q &€ Q , p €P . On appellera "partion de SirSov" toute partition

de H satisfaisant cette condition.

A 1l'intérieur de P , on distingue le sous-cnsemble
K=5Lp’sP : pelh ou p=[a, av] avec a" eQ}

Dans tout le reste de ces notes, sauf rention exprosse du comtrairc, on .
supposera fixés une fois pour toutes P et Q . Les cas le plus intéressant
sont évidenment ceux oh Q@ =H et P =K = ; ou, & 1'opposé, ot Q = g

P=H et K=4 .

.o

/7
PROPRIETE I.l. - Soit di un facteur de s = d1 000 di ...'dn ‘ou 8 €8t une

décomposition d'un élément s € SE(H)
e )

20 si d. est un composant gauche d'un facteur de ) , d, >4, .
: 1 1 1+1

10

«“

3% si dy st un composant droit d'un facteur hj de s ou bien di—l édi

ou bien d, ; >d; ‘b alors [y » di] est un composant de hj .

DE{';ONSTRATIONo - Le 1° est une conséquence immédiate de {HL) . Supposons le
29 ¢t le 39 déja établis pour s , et montrons qu'ils sont encore vrais pour

éi s=d dy e dy 4 AP A" A,y eee d o les seuls cas & considérer sont
éviderent ¢

- da', a" : dlaprés (HR) , d' >dv, 4' et A" sont respsctivement des
composants gauches et droits d'un certain facteur hj de s dont, par hypothese,
d; = [a' , a"] est un composant (écentuellement d'ordre zéro 1) ;

o (respe di-:-l) est un composant droit (resp. gauche) ou d'ordre
zéro le résultat subsiste ;

- si di-l est un composant gauche ¢ par induction di—l > di et, a fortiori,
di—l > d' d'aprés (HO) ;
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- si di+1 ~est un composant droit : on a toujours 4" 55di+1 s car, ou
bien di <-di%1 s et a fortiori 4% <:di+l ou bien di :>di+1 3 par induction,
[di . i+l] est un composant d'un certain hj €H et l'ona 4n «d; d'aprés

#3) »

On observera que l'énoncé subsiste si 1l'on suppose que les indices sont pris
modulo la longueur du not considéré (c'est-a-dire di+1 = d1 quand i =n, et

d,

41 = dn quand i =1).

Considérons en particulier h € H et ce que nous appellerons sa -léconposition

normale (2 gauchc) d'ordre p ¢

« - . - / p—l v &
.;..8?[1 = %\%l h)-—hl h2 aes hp+1

hp+l étant le composant droit (d'ordre 1) de h ; hp , le conposant droit
{d'ordre 1) du composant gauche (d'ordre 1) de h , etco

hf est par définition le composant "d'extréme gauche" d'ordre p de h »

En appliquent la propriété 1, on obtient imnédiatenent

oo
W >h, <h, < &} o
11 4 2 .1.3 — 002 np+1

Tenant compte de (HO) et du fait que tout composant propre ¢'est-a-dire d'ordre
# 0), non d'extréme gauche de h ; es’ composant de 1'un des hi (<1 <p+1)
il en résulte que seuls les composants d'extréme~gauche de h peuvent &tre en

relation > avec son composant droit d'ordre un.

. / LV 2 ‘ , LYY
PROPRIETE 1.2. :’;SIPQOV)0 - Tout p « P admet une et une seule décomposition
dont tous lcs facteurs appartiennent & K . Inversenent, tout p <P appartient
& K, si et sculement si aucun de ses composants propres, non d'sextréme gauche,

appartient a X .

DEMONSTRATION.

1°si heh, la propriété est trivialement vérifide. Soit donc p =[{h' , h"];
si pe K, h"e&Q, et comue toute décomposition de p admet comme facteurs ceux
d*une décomposition de h" , p ne peut pas &tre décomposé de la fagonvindiquée 5
si p;ﬁ'K , h" e P et a fortiori (d'aprés (H2)) h' & P ; par induction chacun

des facteurs de 51 p = h'h" admet une décomposition du type indiqué.
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2081 p €P adnet un composant propre non d'extréne-gauchse k appartenant &
K , le composant droit d'ordre un, h" de p est tel qus k"> k ; donc
h" € P ¢t p &Ko

3° Supposons déja ¢établi que pour tous les p' € P tels que lp' | <|p| ’
p' & K si aucun des composants non d'extréme-gouchs de p' , appartient & K,
et soit p =[h' , h"] ayant cette propriété; celle-ci est encore vérifide pour
h" donc (par 1l'hypothése d'induction), h" lui-ménc appartiendrait 3 K s'il
appartenait & P , comme ceci est exclu. par hypothése, h" ¢Q et donc p €K .

/7
PROPRIETE T.3. ~8i P# @ & tout q €Q il correspond au moins un k ¢k
dont q est un conposent d'extréne—lroite.

’

DEsONSTRATION. = D'aprés la propriété 2, P £ @ entraine K Z ¢ . Le résultat
est trivialormcnt vrai quand K NA # @ ou quand K contient un k = [k{ k, ]
avec k; ¢ q car, d'a opres (M3) , [k, q] cH (et donc [K, q) € K) puisque
k > q . Considérons k € K , quelconque et une décomposition ™ornale & droite"
ds k :

*

k=h{ by ..o b b} ovec k=[h b5 by =[n} B3]; hy; =[hl, byl

1

Supposons le résultat Aéja établi pour tous les q' € Q tels que hi* <q'
ou hi* est Je plus petit (selon <) composant d'extréme-droite de h tel que

*
hi7q.

Si hi €L, q = [hi , q)] €H d'aprés (H3) 3

Si hi = [h & ’ h_L+1] s par hypothése n; i =4 et donc, encore d'apres
(HB), ql"[h.pq &H

Dans les deux ces, q; ~ h’.b ot q; admettant q comme composant droit d'ordre

un,le résunltat cet {topli par muuctlon,

REM.ROUE T.l. - I1 résulte de la propriété I.2 qu'a tout d & S¥(D(P)) (D(P) :
1'ensemble des éléments de D adncttant une décomposition dont tous les facteurs
sont dans P), correspond une et une seule décomposition que l'on notera
2 P d et dont tous les facteurs sont dans X .

hpres S\IR%OV, on dira qu¢ d et d' (d, d'e G (D(P))) ont le méme "P-contenu"
si XBP d = XSP d' ou Y désigne 1'homomorphisme canonique (de demi-groupe)
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de EF(K) dans le demi-groupe commtatif libre engendré par K .

Manifestement, si d et d' ont le méme P-contemu, d et d' ont aussi le
méme P'-contermu pour toute partition de Sirsov ¢ H=Q'v P! , telle que
P'> P . Ondira que d eost en relation p, avec 4' quand : ’

1© 4 et d' ont le mdme P'-contemu pour tout P'> P, P' #£P
n n n', n! n!

. ) n . I T n .

20 Sl XSFd::kl k.2 e km see 3 \L(SPd‘ -—-kl k2 cen km see ou

k) < ky < k3 < ose & km < sec sont les ¢léments de K et si pour un certain m :

Qo (os) :
n n! et _S_ n, = n',
m> m < i - i
I=m+1 i=m+

FP est une relation de préordre et la relation ¥ définie par
a>» a

si et seulement s'il existe une partition de Sirsov H = Q" U P*  telle que
d pPpy d' est une relation d'ordre total sur D .

~ On notera que d p, @' entratne [da, ar] R [d' , d"] pour toutes les paires
d" , dMe D(P) ayant le méme P-contenu.

REMARQUE I.2. - Il sera commode d'utiliser la notation suivante : la paire
(h , h') sera dite "légale" si :

1° h,h'e Quk

2° ou bien hg¢h', oubien [h, h']eQuK, oubien h, h'e K.

On utilisera le fait que si (h , h') est 1légale, il en est de méme pour
(h, ") , quand h' ¢ h" et WM& QUK.

En effet, puisque heQ u K :
-si h"&e«K:oubien h< h" ou bien h &K

h" ou bien h > h" , et alors soit h € A , soit
h' , donc Vg ; dans les deux cas,

~si W"eQ : oublen h g
h=[h" , V7] avec nVg

[h, i"]JeH
et d'aprés la propriété 2

[h,m]leQuk.,
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II. Théoréne de Meiep-Wynderli.

II.1. Recompositionslégales.

s
Soit s =hy hy <ot hy eeeh ; sedt(H) .

s sera dit "1égal" (resp. W=-légal, resp. complétenent 1ldégal) si toutes les

paires (hi-l ’ hi) s avec 1 =2, .ve 4, n (resp. avee 1 =1 , 2, ees , 0,
les indices &tant pris modulo n ; resp. toutes paires (hi , hi') avee 1 <i'),
sont légales.

Menifestement, s est T-légal si et seulement si s = ss -est légal ou, de
fagon équivalente, si tous les éléments de sa W =-classe sont légaux. ’

On notera les cas particuliers suivants qui définissent en nne teinps des
notations utilisées plus loin @

19 Tous les mots de F, T = g"(K) 3 £(Q) sont & la fois T-légauxiet
conplétenent légaux.

20 Soit Ve G (@) 1'ensenble des Q-mots non décroissants (v €V ; si
v=e ousi veQ ousi V=V Vy eee V, avec veﬁs:(Q) et
Vls V2<, cee $Vn) °

3° W s 1'ensemble des mots de la forme vt (v €V 3 t eT) « Tous les nots

de W et de V sont conplétement 1égaux (mais en général non Tr=légaux).

D'autre part on dira que le facteur hi de s est "critique" si

(c1) hy €Q 3
(co) hy ; >h; = hi_”1
(les indices étant pris modulo n :
i h;,; =h; pour i=n ;
h; ; =h ~ pour i=1).

. -l ) i
Une recomposition %i »Ou di est un facteur critique, sera dite "légale".
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7
PROPRIETE II.l. - Si s est Tr-conjugué d'une décomposition de s T ULZ(Q)
une condition néeessaire ot suffisante pour qu'il ne posséde aucun facteur
critique est qu'il soit T~gonjugué de s lui-méne.
. . L -1
Réciproquenent quecl gnesoit le facteur critique hi de s, %i s est
T —conjugué d'une déconposition de s ot dans les nénes conditions quand s

» Y - "‘1 . o1 ra 2
est une déconposition de s , gi S est aussi une décomposition de cet élément.

DEMONSTRATION .

Si 8 €T, il en est de néne de sa Tr-classe et nucun de ses facteurs ne

satisfait (€1).
Si S e %@Q),oubien S=q (q ¢Q) oubien s =q° : dens les deux cas

(C2) n'est pas satisfaite.

Soit d'sbord s &% (K L Q) quelconque. Si s ¢ %(Q) UE(T) , s posséde au
noins deux facteurs différents, et donc au noins un facteur satisfaisant (c2) 3
supposons que h, soit préeisément le plus potit (selon £) facteur de s : s'il
appartenait & K il en serait de méme de tous les autres facteurs de s (puis—
que q <k pour tout q €Q et k €K) . Or ceci est inpossible, dans les con-
ditions de 1l'énoncé, car si s est TT-conjugué d'une décomposition non triviale
de 5, s admet au moins deux facteurs hj-»l’ hj tels que [hj—l ) hj] ek uQ
done (d'aprés la propriété I.l) hj-l > hj (et donc s ¢ Z(Q) UT) et done
(1'aprés 1o propriété I.2) h 3 €Q, ce qui a?héve la preuve que h, est criti-
que. On a nontré du méne coup que tout s € X(K uQ) , s ¢X(Q) UT aduet

au noins un facteur critiquee.

!
RECIPROQUE. — Soit hi o un facteur critique de s ;

10 hi n'est pas un composant d'ordre zéro d'un facteur de § car @
hy ; 7 hy d'aprés (C2) , ce qui exolut ls cas ou 5 € £(Q) ; h, eQ (d'aprés

(C1)), ce qui exclut le cas ou s €T .

20 h, n'est pas un composant ‘gauche A'aprés la proposition I.l et 1'inégalité
.lii &h;,; 5 donc, d'eprds la méne propriété, [hi—l , hi] est un composant de
8 pulsque hi-1> hi e

by

Si s = %8, le facteur hy (le premier facteur & gauche) de s ou bien
appartient & K ou bien, toujours d'aprés la proposition I.l, satisfait h1> h2 3
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h; n'est donc jamais un facteur critique et é‘>*( .‘3;1 s) = &S pour tout
facteur critique hi de 8 = S? .

Soit ' = b;l* un élénent sans facteur critique obtenu par une suite de
reconposition 1légoles, effsctuées dans un ordre quelconque & partir de s== bs
(respe d'un é1ément T-cenjugué de s =45) , et en particulier & partir de
§ =T eF (resp. A'un not s de la Tr-classc de 5% 3) . On vient de voir
qus tous les facteurs Je 8' sont des composents de S ; s' est une décomposi-
tion de 5 mnais, d'une part 8'€ T ULZE(Q) (puisque S' n'a pas de facteur
critique), d'autrc part on sait qu'aucune déconposition propre de s €eTu % (Q)
n'appaftient 4 cet enserble. S' est donc identique & s (resp. est ‘T-conjugué
de §)o

L
PROPRIETE II.2 (WMEIER-WUNDERLI [167). - &% &tablit, pour tout p »1 , une
application bijective de l'ensenble des T—classes de gp(T) U ?Cp(Q) sur
celui des TT—-classes de ;Ep(F) .

DEHORSTRATION, = Montrons 2'cbord que si s est T-légal il en est de ménme
de é;ls » si ct seulenent si h, est un facteur critique : en cffet, A'~prés
la propriété I.2 et (H2) , la condition (Cl) et 1'inégalité hi-1> hi sont
nécessaire et suffisantes (puisque s est T=légal par hypothdse) pour que
i+1) :
puisque, par construction, h %A ., hi+1) est 1égale (d'aprés (H3)) si et
seulerent si h, €h, , o Considérons la pire (hi o o h) 5 ou bien by ¢ h
ou bien, dans le cas contraire, [h; , , h]<KwQ , car h; ,>h .inplique,
a fortiori; hy 5> h, , donc [hi—2 s hi] €KX UQ puisque, par hypothése, s
est Tr-légal, donc, a fortiori, scit [hy 5 , h] €K YQ , soit by 5 » h K.

h = [hi—-l ’ hi] appartienne & K VQ . Considérons la paire (h , h

Soit naintenant £ = £ € E (F) 3 dteprds la propriété II.l, il correspond
a f' un élément 8' € FH(T) VX (Q) dont la T-classe est bien déterninée et
qui est tel que ST Fr soit T -conjugué de f' , Considérons 5'P 8% 5P ost
Teconjugué do £ ot done g“"l* £ estun élément.de la F-classe de 3s'P .

hinsi que 1'a nontré MEIER WUNDERLI, cette propriété permet de retrouver la
formule de WITT [18] (une fois établi que H correspond biunivoquenment & une
base (indépendante) de 1'algdbre de Lie libre sur L) en utilisant un résultat
combinatoire dfi au Colonel MOREAU [13] .
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Y4
PROPRIETE IT.3. - S* &teblit une application bijective de W (cf. défini-

tion supra) sur F

i
DEMONSTRATION, = Nous considérons, F , D, H, P, etc. comne des sous-enseubles
. cr s . x P
des systénmes correspendants construits a partir de A" =h va” ou a est
un n-uvel élénent. Il est competible avec (HO) de supposer que, dans D(& Ua*) ,
ona h <a* pour tout h & D =D(h) ; par hypothdse on a donc 2t ex(n va¥y .

Soit maintenant f£ & F(4) , et considérons é—l*(a* £) =5" ; nanifestenent

T e & (1= V) v E QU va™)

ct, d'aprés la propriéts IL.1, 5 5% =o* £ . On o done @
msoit 35 =aF avee 5 T VE(Q) et done s W) .

— % . - : .

~soit ¥ =X 5F avec k < K(h Ua*) et s!' <¢T(4) . Considérons dans ce
cas la déconposition normale a gauche a* h1 h2 hn de X s d'aprés les
remarques faites & la fin de la propriété I.l, h; < h, < ..o <h c'est=a=

dire hy hy ovo h €V ct par conséquent 5 = SL** £ o B hy eve h_ 3ol .

et é,* B = f . Réciproquenent, si we ¥ est de la forne vt avec t €T et
v =h{ b} ... h! de lungueur non nulle [a® h! ] hé] ses ]hr'l:l cK(L va®) et
5* et 6_1** s-nt donc bien inverses l'un de l'autre.

REM.RQUE II.l. - La propriété II.3 peut aussi &tre établie en considérant des

facteurs “"c-critique™ d. définis par

(c'1) | a4 €9 ;
(ct2) d; est critique et 1 =2, ..., n - 1 ou dy =4 et d ,>d
(c3) d; s d;, pour tout it>=1i .

W est alors l'cnsemble des s és/‘(Q UK) nfadnettant aucun facteur
c-critique et on nontre coime plus haut que si s est complétemsnt 1égal, il en
est de méne de é;l s si et sculenent si d, est c-critique.

PROPRIETE II.4. — L'application §* : T—=>F est un nonomorphisne et
G = {é* te b E;T} satisfait les conditions %"z et %Q,'
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DELONSTRATION,

*
1° Que & est un noncnorphisne est une conséquence irmédiate de la propriété
I -1 k%
IT.1, car la restriction de 2" & T admet comne cn l'a vu, un imversc ©

G est donc un sous-demi-groupe libre ds F o

20 80it ffF =9 t et fif= 541 (£, £ eF; t, t' «T) . Puisqus
ff' et f'f sont T-conjugués, il en est de néne de t et de ! ; considérons
la reconposition 1légale de ff7 , h, h2 see h qui est de longusur nininale
pa"mi celles possédant la propriété que - (h1 5 eee by ) =f et

S (hlu‘_1 i o hn) = {1 . Corme %' est Tr-conjugué de t , les facteurs
h1 P h2 5 cne g hn sont des composants de t' 5 en particulier, hi+1 est un
conposant gauche (ou d'ordre zéro) et n'cst donc pas un facteur critique ; la

méne renarque vaut pour hl et, puisque par hypothése la reccrmposition

hy «.: h:. h1+1 oes hn ¢st de longueur nininale avec les propriétés :Lndlquecs,\

6lle n'aduet pas de facteur critique. Tous les facteurs hi appartiennent donc
l - N '

4 X et par conséquent > £, §ix f'' < T ce qui acheve de nontrer que G

satisfait C?,g s

3° Le résultat est trivial si 7% £ eT; el S * r=qt (q ed, t 1),
on sa:.t truuver (d'apres 1a prOprlete 1.3) k , k' €K tels qus
9% ki = (4F k)(é q) 3 on a donc S hate (S k)F) eT et, par conséquent,
Ffas#g.
Si (c“l** f=vt, vs= q 9 - 9 €V et s'il sxiste un h' €H tel que
k=[h', qu € X on o encore élb (g h')f) = [[h° ql:l q2] cee ]qn]t ¢T
(6t donc F £ NG # @) puisque en raison des indgalités q Sy £ er £Q <k,
1'élénent [h: 5 qu q2] seo ]qn] appartient & K o

On peut donc par double induction supposer que le résultat est déja établi pour
tous les f' tels que Rl T qf 9y ++» q, t avec g >q st comne
en utilisant la propriété I.3 on sait trouver un h' tel que [h' , ql] €Q VK
le résultat est établi dans tous les cas.

REMARQUE IT.2. - Il existe au noins un autre type de sous-demi~groupes & de
F satisfaisant "Ué et 3'61 » ce sont les idéaux & droite J (JF =F) qui
satisfont la condition s

Uyt pour tout £ eF tsi £INJT#F alors £€J . (qui sont "unitaires 3
gauche" dang la théorie de P. DUBREIL [4], [5], [6]).



1-13

Ceci est notarment le cas desidéaux J de la forme FTF, ot T estunmot
fixe de F , ne pouvant pes 2tre derit sous la forme £'f"f' , avec f' , £ <« F
et f' de longueur non nulle (ef. [15], pour une théorie de ces problines &t
de leurs liens avec la notion probabiliste "d'événement récurrent") ;j'ignore
s'il existe cncore dlautres types de sous-deui-groupes satisfaisant ‘(Lz , et
ne pouvant pas &tre cbtenus comne l'intersection de sous-deni-groupes de l'un

des deux types décrits cu de leurs opposése

REMERQUE II.3. - I1 ressort de la démonstration que pour un ensenble K donné
il existe un entier naturel n  tel que quel que soit £ €F , ily 2it au
moins un f£' €F de longueur inférieure & n et tel que f'f € T, Ilen
déeoule, por une application élémentrire de la théoric des demi-groupes unitaires
et nets diun seul cbté (41, [5], et [6]), que, si & contient n < @
¢léments 1a fonction cntidre de 1o varirble A

L e 2 A || (lkl & 1e degré de k)
k€K

adnet l= rocine 1/m a

REMARQUE II.4, -~ “llz est &videmicnt triviale dans le cas des groupes. la
condition suivante “L’L'z est équivalente a uz dans le cas des deni=-groupes
libres neis non dans le cas des groupese.

Soient F et F' deux demi-groupcs (resp. groupes) libres g,* un hononor-
phisne 2 ¢+ F'=>TF :

“U.'Z st £, £3 €F' sont tels qu'il existe un £ €F de longusur non nulle
vérifiant £(% fi) = (y fé) f , alors il existe un f' €F' de longueur non
nulle vérifirnt f'f] = LAY

III. Indépendance des bases de iarshall Hall.

IIT.l. Notationse = On grrde les notations précédentes, et on convient é_ue pour
tout X <S5, X aésigne le ﬁ-module libre dont X est une base. On convient
aussi que les opérations (x, y) > xy st (x, y) =>[x, y] sont bilinéaires.
Donc, en particulicr, F (resp. D) peut &tre considéré corme la Z-nlglbre
associative (resp; sens identité) libre sur Ao . L'éléuent neutrs ? de S est

considéré corme 1l'élémert unité de S et il sera commore de poser @
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[n,d]=[d,n]=[0,d]=[d, 0]=0 pour tout neZ st deD .

On définit en outre un hemororphisne (dle  Z-algébre associntive) "™W: S —» F par
A
. - R - - .
(s + s')A =sr+std 3 (ss') = gt grt ;3 s, s'];\= @ st - gt g

Chaque ¢lénent a* (d € D) est donc égal & un élémont, que l'on désignera par
lc méme symbols, de 1'algdbre de¢ Lie libre L(h) engenirés par 4 .
;o . ' vy _ 2 =2

PROPRIETE III.l (larshall HALL, SIRSOV). - dOP)"CP” .

DE'MONSTRATIONQ ~ Scient, plus généralement, h et h' deux éléments quelconques
de H ; puisque [h , h']q+ [ht, h]": 0 , on peut supposer que h >h' , si
[h,h'] €H, onac fortiori [h, k'] €P quand h' €P;si [h, h']£H,
nous considérens la partition de Sirdov Qt v P' de H difinis por )

h €P' si et seulement si b Zh! . Soit K' =K'(h') , (K' 2h') Ll'ensemble
corresponinnt défini comme dons I.2 § naturcllement si h appartient & P, P!

est un sous-ensemble de P

Soit %p, h =kl .ue k! la décomposition de h dont tous les facteurs appar-
tiennent & K' (cfs Remorque I.1). Supposons déja établi, pour toutes les paires
(h, h') telles q;ue lc H-contenu de [h , h'] (par rapport su cas particulier
o Q=@ ; P=H et XK =4) soit inférieur & celui dc h h' , que [h h']'\

’ hY + \ A .
est égal 3 une somne de termes - hjf ou tous les hi figurant dans la somme ¢

19 ont le méme P'-contenu que [h , h']
29 ont leurs deux composants dlordre un en relation > avec h' .
30 admettent h' corme composant droit.
Si h = [Hl ‘1:1"2] et, par hypothdse Hl > E‘z > h' , on a d'aprés 1'identité de
Lie s
= = A e = — -2 T — oA
(F, B 1=K , 51, 51-§, 8], K]

Suivant 1'hypothdse d'induction, ['51. ht ]q et [32‘ 2'1? sont dgoux & dos sormes
dont tous les termes ont les propriétés voulues et done, en particulier sont
en relation > avec h' ; le résultat en découle iimédiatement puisqu'il n'y a

qu'un nombre fini A'éléments de H ayant un P'-contenu donné.
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REMLROUE III.l. ~ Soient < satisfaisant (HO)! , Hmrn 1'ensenble des h & H
de degré m dont les deux composants d'ordre un sont e degré > n ,
®t H~—~H 1la tronsformation lindairec induite par unc transformation lindaire
«y de A dans lui-méne. Lu propriété IIT.l permct facilement de virifier que
X ﬁm,n c ﬁm,n pour tout n , n . Cette propriété d'invariance des bases de
Marshall HALL n'est pas partagée par les bases de CHEN, FOX et LYNDON ([2], [14]

REILRQUE ITI.2, - Soient h , h% et h trois éléncnts de H, h adnettant
au moins un composant égal & h s 1'élément h' de D , obtenu en subsituant
h' & h (une fois) dens 1*écriturc de h , niappartieni pas nécessairement 2

H ; Ad'aprés la propriété III.l, on peut trouver une sormes >k h; telle que
F‘Q‘ = Z z h; ; on va montrer quc si h >h' (ob ¢ est la rclation d'ordre

total définie dens la remarque I.l), h >‘;7hi pour tous les hi figurant avec

un coefficient ncn nul dans la sormne H")\ °

Par hypothése, il existe une partition de Sirfov H=0Q UP telle que
h,h' €P et qus h fp h' 3 P contient certainenent les composants droits
h." et hl‘ dtordre un de h et de n' car sinon, désignant par h; le plus
petit de ces deux éléments et par Q* 0 P* 1n partition de Sirfov définie par
ht ¢ P* , 81 ¢t geulrment si hi’ <h" , on aurait ¥ b LB = %&, h' et donc,
comme on le vérifie aisément h = h® , Y résultat en gécoule imnédiatenent par
induction car, si [h , h"] ¢H ou [h" , h]eH , h" est » 1le composant
dreit d'ordre un de h .« Donc, h'" ¢ P et, corne le P-contenu de tous les
termes h, apparaissant dans la sorme (h* , k"] ou [h" , h'] st le
méme que celui de [h' , "], ona [h, h"] pp h; d'aprés les propriétés
de régularité de le relation > o

Nous considérons naintenant de nouveau une partition de gir%’ov F1 =Q VP
fixe et les ensembles T , W & etc. définis au début de la section II. On
rappelle que F est la lv%:-«ulgébre libre engendrée par 4 .

v ! . —
PROPRIETE III.2 (G. BIRKHOFF, E. WITT), = w3

de F ([1], [18]).

est une base (indépendante)

{
DEMONSTRATION, - On suit la méthode de "straightning‘de G. BIRKOFF [1] .

Soit U 1'ensemble des mcts complétement légoux de S o Par définition
F cUc & (K UQ) . On définit une application lindaire ¢ de U dans W par ¢
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2 } 3 u' u

et pour tout u appartenant & l'ensemble U' des mots-de la forme u! = hw

aveec h €H, weW, w=h w 3 v 8W et (b, h;) 1égal, on pose:
hw) =hw ,si h <£hy (puisqu'alors hw &W)
u:y N1 X
= (nn Jw) +n(w) , sl h>h -

la définition permet effectivement une copstruction par induction car, si h»> h1 ’

10 les deux termes [h , by Jw' et hw' sont de longueur strictement inférieure
d celle de hwo

20 Puisque (h , h;) est légale, et que w' =hy w" avec hy €h,, (b, h,)
est légale a fortiori et donc [h , h1] wt € U '

3° Pour les mfmes raisons, huw! € Ut , Par une induction facile on vérifie que

le premier facteur & gauche de tous les W figurant dans la somme
Z Wy = (h w’)€ est toujours en relation > avec h ou h2 (selon que h éhz
ou h >h,) et donc, a fortiori, en relation > avec h; -

On note d'autre part :

4°Que hw , [h, hyJw' et h hw' ont le méme H-contenu

5° que (h hl)xz[:h , h1]7‘+ (h1 h)>‘ .

I1 s'ensuit par. induction que pour tout u €U, (u 6_)’\ =u” ce qui achéve

la démonstration. On remarquera, qu’il résulte de la construction que pour

tout £ €F ¢ 7 est une somme dont les coefficients sont non négatifs.

Etant donné (Propriété II.3) qu'il existe une correspondance bijective, conservant
le contenu, entrs F et W , TII.2 montre qus W™ est une base indépendante de

F . Done,

1° Ies h”™ (h ¢ H) sont lindairement indépendants et forment une base de
1'algébre de Lie libre engendrée par A (Marshall HALL).

v2° Les t (t € T) engendrent une sous-algébre associative libre de F

v o .

(SIRSOV) puisqus les & + (t €T) engendrent un sous-demi-groupe libre de F
(propriété II.4). '
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Soient R un corps, X désignant maintenant le R-module libre engendré par
X et s T(A) = T , un épimorphisme de L(4) 1a R-algtbre de Lie libre.

REMARQUE III.3. - Quel que soit la base de idarshall HALL, H , il existe un sous-
ensemble Q CH tel que YQ soit une base (indépendante) de L' et qu'en

outre Q contienns tous les composants de ses éléments.

/ 2
DEMONSTRATION, - Il est évident qus ‘f‘H est une base (non ind.upond:'-.n’oc) de L' s
définissons unc suite hf , hg yeco s By eee atéléments de H par les régles sulvamtes

10 h; a GQ(hi) ol Q(h;f) est le sous-ensemble de H formé des éléments dont
aucun des composants n'est un 'g;, (ir=1) .

20 h;..': 4 ¢st le plus petit élément de Q(h;) (hf est le plus petit élément
de H) selon ltordrs =% tel que *{"h; 41 @appartienne au sous-module de L' engen=-

dré par tous les h avec ht‘.‘thi_(_1 o
Soit maintenant Q = M Q(h;) et H=Q VP 1la partition correspondante de H ,

Par construction, Q cofitient tous les composants de ses éléments et les fa,
g €Q , sont indépendants j comme d'apres la remarque III.2, ‘Yh e‘f Q pour
tout h €P , le résultat est établi. '

On observera que si, ayant défini une nouvelle relation d'ordre <'sur D,
satisfaisant (HO) et h<'h', si h, h' €Q et h<h' ousi heQ ot

ht ? Q , on construit la base de Marshall HALL correspondante H' , on a @

Q <H NH
'A:___T;Q

v, —
et il existe une partition de Sirsov Q U P' de H' telle qus P!

IV, Algébre de "Shuffle"

Soit «s , s'> la forme bilindaire symétrique sur S x § définie & partir
de <8 , 8™ =1 ou =0, selonque s=s' ou s#s' (s, s'€S).le
théoyéne de Poincaré-Birkhoff-Witt peut s'éerire sdous la forme 3

8= 2 <u , s> wh
| W el
et et nous allons donner une formule un peu différente pour calculer <L w , s>
Afin de simplifier les énoncés on suppose désormais que P = @ , c'est-a~dire
que H=Q et W=V,



1-18

On va munir le Z-module F d'une structure Er d'algébre de "shuffle" qui
AN
est un cas trés particulier des structures de méme nom introduites par
R, C. LYNDON [14] st dont la théorie est exposée dans [2] .

Soit < une opération lindaire F x F ~»F définie par prolongement & partir

des régles suivantss 3

(s1) 1Tf=0Tf=FfT0=03; £7T1=1Ff pour tout f eF

et, par induction :
(82) si f=aft (aeh, £eF) ,

FT M =g(f'T £1 + £1 TF') pour tout f" € F

Posons pour abréger X Ty =xTy +y TX our tout x et considérons
p y y+y » P s ¥

 la double identité :
(so) xTy)Tz=ExT2)Ty=xT(yTz) .

11 résulte immédiatement de (SO) que T est non seulement commtative mais

encore associative car, & cause de la distributivité @
(x?y)?z=(xTy)Tz+(yTx)Tz+z‘T(xTy)+zT(y‘Tx)
avec, d'aprés (S0)
xTy)Tz=xT(FT2); GTx)Tz=@GFT 2) Tx;
2 TE Ty) +27 (yTx)=2T(FTx)=((Ty) Tx
et par conséquenﬁ $
xFy)Tz=xT(yTa) +FT2a)Tx+(zTy)Tx
=x T(y Ta)+ (y Tz)Tx |
=x*(j:f:.z) .

D'autre part, (SO) est identiquement vérifiée par 1l'opération T définie
par (S1) et (S2) car (SO) est trivialement vraie si x =1 et, par

induction, si (SO) est vraie pour x , ¥y, 2z (x,y, z €F) et si aeh,
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on a, pour ax , y et 1z :

(ax Ty) Tz = (alx Ty)) Tz=allxTy) Taz)

1

a(x T(y F2)) =(ax) T (y T 2)

I

a((x Tz) Ty)=(axTaz)Ty

Pour tout £ , £' € F , £ 7T f! ::Z £, (fi &F) oi le contenu de chacun des

fi apparaissant dans cette somme est le néne que celui de ff' o

Les fi sont les "shuffles" de R. C. LYNDON correspondant au cas particulier
ou la longueur du "shuffle” est la somme de celle des é1léments "shuffled" f et
£1 .

On observera que F‘r est la 'g:algébre libre Y sur A satisfaisant (SO) 3
en effet, on vérifie facilement que si T satisfait cotte identité, tout y ¢ ¥
est une somme finie de termes "normés" c'est-a-dire de la forme
2, T(a2 T(a3 T( ... )) avec B 5 8y 5 see p 8y €A 3 or, si Y:FT y
d'aprés (S2), a T‘(a2 T (zat3 T( cen ))) = 8 8y 8y ces e P st le résultat
découle immédiatement de ce que F est une base indépendante de F.

Soit maintenant ©s: W —=>F 1l'application définie par les régles suivantes 3
1© a% =a pour tout a ¢ A

20 ¥ = (ézit h)® pour tout h €H (ob, on le rappelle, ‘cf h est la décompo-

sition normale gauche de h) .

- ~ - v TJ‘ — —
30 ¥ = (L ni.',) LT = (ro ni!,) 1 hli’x-‘h1 ses Thg see Th: pour tout
n n n. n -~
w o= hl1 h22 cee hiJ' eee b avec w? défini récursivement par
(wh,) = %‘?h;}"’ .
40 (w+w'),t=w"y+w"t o

) i —— —
PROPRIETE IV.ls = Pour tout welW et £f< F g
<w® , fr=<w, £>

4
DEMONSTRATION, ~ Il suffit évidemment de démontrer le résultat pour w €W et
f €F . Supposons—le déja établi pour f' ¢ F , et soit £ =af', ach .
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On a ¢
<w , (af')’ > = > <, (aw')’> < W', £1%>
w! eW
oo By \ . ,
Soit wt = hy h2 ces hi ; d'aprés lss résultats de III, on vérifie facilement
que <V, (aw')6> =0,

sauf si w a l'une des formes

w = aw! (et alors a chl)

n} ns n,
_ oy 14l i -
w =h by aee hi (et alors h, = a)
n n n
e ) i
W o= hl h2 XK h.i

\ . A - . 3 *
ou les n, sont reliés aux n{ par la condition suivante  pour un certain 1

1© n, =n! = Vi ()J >/O) quand i Ci*

i

y, ¥ Y, x
20 n =n' + 1 et é;h*zahll h22 ’OOhi‘-l
i i

) 0*
30 ni=n:3L quand i > i

Dans ce cas,

n!
<w , (aw')f> = i . [.;] ([ ] : 1le coefficient
i

i=i ‘s
binomial) .
Considérons maintenant w© ; on a, on raison du fait que T est associative et

. commutative et des identités (S1) (S2)

—

v : 15 -1 T
w o= (TL ni€ ;-; ni*(’ITnj!.) a:;.* —r(w;*)

ou la somme est étenduc & tous les h " distincts figurant dans w et ou on a

posé 1

* D
1 57 h _=a'_h
1 % *
i i

Py »
1 72 i-1
i h2 LN hi—l

n! 1 n!

2% w' =1'¢élément de¢ W , w' =h L hy™ eee B.°
1
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avec
nl =n, + Y pour :1<:|'.’t
i i i?
n',=n -1, pour 1 =1
i” i
*
n{ = n, , pour i>1i
Donc;,
<w?, afty = (IT n, 1) Z 2 (TTv. ) < a TwC, , af! >
i ] i % *
i i -1
=TT n 2)”1 2 n*(IT » l)'"l TC(n, + Y,)} <wt , f'>
i * i i i i % 7
i i
ou la sommation est étendus a tous les 1% tels que a , = a .

%
“~ i
Comms par hypothése < w'l , £'> = <w 59 f‘¢> le résultat découle immédiate~-
4 .

i
ment de la comparaison de cette formule avec <wy (a w')r> .

REHARQUE. - Soit W(n)~ le sous-ensemble de W formé par les w de la forme
f'h oh f'€ F et he H et ot h est de degré n .

Soit d'autre part ,&: F->F 1'homomorphisme de F induit par la substitu-
tion de 1 + a; a a; pour tout 8, € A . On vérifie facilenent que pour
tout £ € F la composante homogéne de degré m de Hf est déterminée par
la seuls donnée des < W© , £> avec w € w(n) ns<m . Il en resulte la possi-
bilité de retrouver les relations de "shuffle" et en particulier le fait que
si f ¢F est de degré n; en 8 ; Dy €N &y , o 4D, €N a,
(n1 Zh, > eeo >ni) o les inégalités existant entre les coefficients font que
f est déterminé par la donnée des < w’, £ > avec W ew(n) s nsn, +1.

Les formules utilisant les bases de Marshall HALL semblent cependant moins bien
adaptées & ce calcul que celles qui reposent sur les bases de CHEN, FOX et
LYNDON.

Mentionnons pour terminer la formule suivante qui se déduit facilement des
calculs qui viennent d'étre développés :
Py VY Vs
Si w= hl1 h22 o hil ,» le coefficient N(v) = <w® , (Z ai)n>- est

égal & 3
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vy
S vy ln DT 607 )/ g 1)

—
ol lhil ost 1 degré d h, (n =4 >gihil) est ob N(h,) est défini inducti-
vement par N(hi) = N(w') quand Ef'hi =aw (ach).

En perticulier, si h est multilinéaire de degré n

<bY, &8> = (-1 (TLnyh™

oh lc produit est étendu & tous les composants propres de h qui ne sont pas

des composanis gauches.

(1]
(2]

[3]
(4]
(51
(6]
[7]
(8]
(9]
[16]

[11]
[12]
[13]
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