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POINTS RATIONNELS SUR CERTAINES SURFACES CUBIQUES

par Frangois CHATEIET

En février 1954, j'ai fait & ce Séminaire un premicr exposé sur les points
rationnels d'une surface cubique. J'ai alors attiréd l'attention sur l'intérét des
surfoces cubiques qui contiennent une droite rationnelle (définie par un systéme
d'équrtions & coefficients rationnels). On ne connait pas encore de néthode
générale pour étudier les points ratiomnels de ces surfaces. J'ai pu récemment
traiter le c°s d'une catégorie de ccs surfaces et j'ai exposé briévement les
résultots obtenus au Congrés international d'Edinbourg en aofit derniere. Je suls
heurcux d'avoir l'occasion d'en faire un exposé plus complets Si ces résultats
restent limités & des cas trop particuliers, ils font apparaitre 2 idées suscep-

tibles d'applications plus étendues @

ils confirnent 1'intérét, en anclyse diophantienne, dos correspondances sinple-
nent rationnelles & coefficients rationnels, que j'ai déja utilisées pour

d'autres surfaces cubiques 3

ils établissent pour lo premiére fois un rapport entre la recherche des points
rationnels sur une cubique plone (de genre un) et sur une surface cubique (qui

admet pourtent des rcprésentations paranétriques birationnelles).

Considérons la surface cubique S

2 2
y -az" = x(x - al)(x - az)

ou a , 2y » 8, sont des entiers rationnels. Ellc contient une droite retionnelle:
la droite & 1'infini dans le plan x = O ; elle aduet en outre 2 points singu~
liers sur cette droite, par lesquels passent toutes les sections par les plens

X constantse Ce sont les points définis par les relations @

X+0y =0 ou x-06y=0 ,

avec 92 = a .
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Nous allons étudier les points rctionnels de cette surfrce par un procédé qud
4
présentc des annlogies avec 1'étude classique de POINCARE [2], MORDELL [1] et
A. WEIL [3] des points rotionnels sur la cubique C 3

y2 =x(x - al)(x - az) o

I1 reste des différenges essentielles entre l'étude des points retionnels de
S et de C « Lo plus inportante est due & 1l'existence de représentations homa-
loideles (ou birationnelles) de S & coefficients algdbriques. La représentation
H, qui sera la plus com:ode pour la suite de cet exposé, est obtenue en choisis=

sant pour parcnétres 3

_ Yy + 6z _ Y ~- 0Oz
A =L =92
X - 2y 2 B =x= a, °

On en déduit
X= Ap

et
2y = A(x - al) + M(x - a2) , 20z = A(x - al) - px - az) .

Si 0 est rationnel, cette représentation pernet d'obtenir tous les points
retionnels de S en choisissant les valeurs rationnelles des paramétres A et M .

Nous supposerons donc dans la suite © irrationncl.

L'étude des points rationnels sur € utilise la représentation de C par les
fonctions elliptiques ou son équivalent géondtrique ou algébrique, ce qui suppose
qus C est de genre un, c'est-d~dirc a, £0, a, # 0, a, #a, ; si l'une de
ces 3 inégnlités n'est pas vérifide, la rccherche des points rationnels sur C ,
corme sur S , sst triviale.Nous supposerons donec C de genrec un. le représenta-
tion par les fonctions elliptiques permet d'organiser 1'ensemble des points
retionnels sur C en groupe additif G ; la formule d'~ddition de 2 points
X 5y et X, 5 Y5 peut &tre définie par les formules
_ (%7, = %7, >

x. X, (x, - )2
1%\ Xy

X

Yo =¥y Xy X9
x +

) X T %

Cette addition peut encore &tre définie géonétriquement par les 2 conditions

y:

[
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la sorme de 3 points de C alignés est nulle,
le point & 1'infini sur C ecst 1'¢lénent ncutre de 't G

L'ensenble des points rationnels dc¢ S nc peut &trc organisé en groupe additife.
Néanmoins, on peut introduire unc loi de conposition de 2 points rationnels N&
et Mé de S per les formules
2
Gy, = %9 )" - alxyz, - %, )
X% (%) = x,)
R I U X N I b Nk
yEg—g Xt = X +

1 7% S T

ou par la condition géonctrique : le conposé P = Mi * Mé est aligné avec F&

X =

et N& « Mrlheureusement, cette composition n'est phs toujours associative et 1le
composé ds 2 points confondus cst indéternind ; ces fuits ne permettent pas

-d'organiser en groupe l'ensemble des points rationnels sur S .

Le principe essentiel de 1'4étude des points rntionnels sur C utilise le groups
2G forné per les "doubles" des $léments de G (c'cst-d-dirc los points
obtenus par addition d'un point rationncl de € avec lui-néne : M # M) et le
groupe~-quotient G/QG .

Le composé M % M d'un point rationnel de S avec lui-néne est indéterminé H
par contre le composé b # M d'un point M de S & coordonnées dans R(9) et
son conjugué ¥ (c'est-a-dire du point dont les coordonnées sont les conjuguées
X , ¥y, 2 do celles de M) est détcrnminé si M n'est pas rationnel. En outre
1~ représentotion honaloidale H permet d'obtenir tous les points M de S dans
R(6) en choisisscont les parauétres 2 et po dnns cc corps ; elle pernet donc
sussi d'obtenir les composés P =M % M en fonction des phranetres A et . de

R(0) ou encore de 4 parwndtres rationncls Ays A5 sy s py en posant :

A:"/\l-ﬂ-a?\z s BT ‘,Ll-i-@rl.z .

Le point P est rationnel, puisqu'il est confondu avec son conjugué 3 il est
d'ailleurs facile de le vérifier sur les formules. L'abeisse X de P est

N M
xx(x - %)
[Ow =a)A = (R =) J[Op = 2,)F = (jt = a)A]
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Les coordonnées ¥ ct Z se déduiseut des formules @
[Qp-adp= Op=a RLGE - & )= (= a5 Gp-2)A ~(An - a,)]
("A].» -2}*«))

(=8 )i - (e AT L Qpm £)3 = (- ap)RILGR - 0)A - RR-a) 1]

(kpmaga

Y + 87 =

Y- 62 =

les formules expriment X , ¥ , Z en fonction des 4 paramétres rationnels

ﬁl s A2 s By o2 Po s'er déduisent par simple substitution ; on constate que
ce sont dss formules rationnslles & coeffieients rotiommels. Mais il exlste une
infinité de systémes de paramdéirss ’kl s Ao s By s Mg aorrespondant 3 un

i

méme point P 3 les composés P =M # M sont ainsi obtenus par une roprésenta=
8

N .. .
18 & coaficients rationnels.

foudt

tion simplemant rationn

Le groupe 2G , formé par les doubles des points rationnels sur C , est dis-
tinct de G o 4. WEIL & donné un critére pour qu'un élément de G appartienne
& 26, qui jous un rdle essentiel dans sa méthode i il faut et il suffit que
llatfisse % de ce point et les 2 différences =x -~ &, et x - a, soient les

carrés de nombres rationnels.

On constate de méme quas 1! atcisse X du composé P = M %M de 2 points conju-~

gués de F(8) est la norme d'un nombre de R(8) . De plus les formules @
e -

X LOp-a)d = Q= a,)pl G~ 2R - (A -2 )2
{ =3, = '
1 - &
(f\.},a» «-7‘\?-')
et r (7\&&*- Gy ) A - (3\;&-— 89);:-‘3{(?4-'-«”‘ &")K” (/Ai"’_ ai)?d
L - a, = -~ o —) —
% A

montrent que X - &, et X -a, sout aussi les normes de nombres de R(8) .
Inversement, si las coordonnées X , ¥ , 2 d'un point rationnel de S vérifient
les conditions ¢

S I ; 2 2

avec X, Py Ay Py s Ao s (3, rationnels, les relations

1

2 2
% ~a ﬂ»z

..

Qe - 3, R - G- ap

N 7\}" du? :0('?9/5
M= a )R = (Ap = ay)pr
ﬂp.."i?. . = .’xi +6ﬂl

A~ 2,)% - Rg- 3y
Ap*ﬁg

H

% rep,
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sont compatibles ; des conbinaisons siiples permettent d'ailleurs d'en trouver les

solutions ¢

y,:-f,\-'x1+9((5—f51)9 N = X = ﬁ2+0({%—;$2) o

Le conposé¢ du point M ; dont les paraneétres sont les nombres A, @ oinsi calculds,
et de son conjugué M a2 la nére nbeisse que le point ratiomncl P(X , ¥ , Z)
considéré ; il pout toutefois avoir 2 autres coordonndes Y' et Z' différentes

de Y et 7 o Mois sion renplace et o par Aj /f et pf/fp , o p est

un nombre arbitrcire de R(O) , 1l'dbeisse X du composé M % M reste inveriante,
tondis que Y7 + 0Z' et Y' - 0Z' sont remplacds par (Y' + 0Z') ¢ VI

(Y - @2') {’/{7 « Les propriétés clrssiques des norres dans un corps quadratique

nontrent qu'on pcut choisir p de naniére quc ¢
r

(Yr+e02t) ¢/ =Y +02, (Y'-02')§/f =Y-02 .
Ainsi les conditions 3

X:o&z-as’sz ’ X—alzmi—aﬁai : X—-a2= O\S—a(’)g

sont nécessaires et suffisantes pour que le point X , Y , Z soit le composé de

2 points conjugués de R(8) .

I1 est encore intéressant de connaftre les tronsformations qui permettent de
déduire d'un couple de points conjugués M , M de S un cutre couple M' , M
tel que ¢

MeM=M M o

Les propriétés précédentes nontrent que ces tronsfornitions forment un groupe qui
est le produit direct de 2 groupes isomorphes au groupe rultiplicatif des nonbres
de norme unité de R(O®) (qui sont encore les nombres de R(Q) de la forme

?/{) » liais on peut aussi donner une interprétation géondtrique de co groupe qui

explique la condition nécesscire et suffisante précédente.

I1 est toutefois plus sinple de considérer le groupe des transfornations qui
remnplacent un couple M , M de points conjugués de S par un couple M' , Al
tel que M % M et M* % M' anient nfne nbeisse X . Ie groupe précédent s'en
déduit comme groupe quotient. Désignons par DO la droite a 1'infini sur S,
par I et J 1les points singuliers de S sur DO « Lo section de S par un
plan contenant Do (ou plan X constant) est une conique (non rotionnelle si
X est irrationnel) qui admet une infinité de transfornations birationnelles

b

4 coefficients rotionnels en elle-méme. Pour définir lc transformé d'um point M
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de cette conique dons une telle tronsforn-tion, on peut définir le transformé de
1o droite MI qui joint M & 1'un des points singuliers I de lo droite de
1'infini, puisque cetts conique passe par I 3 on peut encore définir le transformé
du plen passant par ML st par un point fixe du plan de 1'infini non situé sur
DO o La transforn~tion T cinsi définie par 1'internddiaire de ce plen peut nlors
€trc étenduc & tous los points de S . Elle tronsfornc tout couple de points con=-
jugués M , M de S en un cutre couple dc points conjugués M' | ' . L'enscnble
de ces trensforicitions T dépend d'un seul parrnétre rationnel ; l'ensenble des
droites MN' W' qui joignent les tronsfornds de 2 points fixes conjugués M , H
ans ces diffdérentes transforrintions cngendre une quedrique Q » Cette quadrique
Q@ coupe S suivant 3 coniques dont les plans passcent por Do ¢ le licu de M' ,
le licu de M’ etlc lieu du conposé P! = M? % ' , Ces trcnsformations font done
partie du groupe cherché ; analytigucnent, ce sont lss trnnsfornations qui ren-
placent y + 06z et y =~ Gz par (y + @z)g’/f et (y-02)f/ff , ou p est un
nonbre arbitraire de R(0) . .

Dtautre part S contient, en plus de D, s six droites situdes 2 & 2 dans les
plans x =0, x=¢g , X= a, « Disignons par D, la droite situde dons le
plan x = 0 et passant par I et par D2 ia droite située dans le néme plan
et pessant par J . Ces 2 droites ne sont pas rationnelles, nais conjuguées dans le
corps R(6) . Un plen passent par D, coupe S suivant une conique ¥ qui admet
une infinité de transformations birationnelles & cosfficients rationnels en elle-
néne. Pour définir une telle tronsfornation, on peut remarquer que ¥ coupe la
droite D4 situéc dans le plan x = ay et passant par J ; on peut définir le
transforné d'un point M de § on définissant le transforné du plan détermind
par M et D4 ¢ On obtient ainsi une transformation T de chocune des sections
de S par les plans passant par Dl . donc une transfornation ds S en slle=

méne. La trensfornation conjuguée T de T rpour loquells la droite D4 est
remplacde par la droite D3 du plan x = al et passant par I) définit une

transformation de chacune des sections de S par les plans passant par D2 3 ces
sections sont les coniques ¥ conjugués des coniques Y . Les couples T , T
dépendent d'un seul parondtre rationnel ; la droite qui joint les transformdes

Mt et M! d'un couple fixe de points conjugués M , M par ses différentes trans-
formations engendre une quadrZigne @ . Cebte quadrique Q coupe S suivant 3
coniques ¢ le lieun \{ de M' , le lieu ;5- de M' et une conique dont le plan
passe par Do qui est le lieu du composé P' = M' » II* . Ces transformations T
font donc encore partie du groupe cherché ; analytiquenent, ce_sont les transfor—
nations de S qui renplacent
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(y +62)/(x - al) et (y - 02)/x par (y + Gz)fa/(x - al)f et (y -02)/x .

On obtient des tronsforictions nnalogues en changeant le rble des 3 plens
x=0, x=2g , X=2,.L'cnsenbls des transformaticns obtenues et de leurs

produits est le groupe charché,

A. WEIL a nontré quiune classe du groupe G par rapport au groupe 2G est
fornée par l'ensenble des points ratisnnels de G dont les coordomndées X , y , 2

vérifient @

< — 2 - 2
x=dx , Xx-8 =4 «; ; X=2,=dy, %5

ou d, d; d, sont 3 entiers rationnels fixes et ou o, ST sont

3 nonbres rotionnels arbitraires. Il en a déduit que le groupe quotient G/2G st
fini en montrant en outre que les triplets d s d1 s d2 ne peuvent prendre qu'un
nonbre fini de valeurs ¢ d doit diviser 8,85 dl doit diviser

al(a1 - az) et d, doit diviser az(a1 - az) . Ces résultats se tronsposent

facilenent aux points rationnels de S «

La forrmule s

(x,7, - x5 )° - alx 2, - %2 )2
=127 72 X% T #%

x %, (%, - %,)°
1721 2
nontre que, si X, est la norme d'un nombre de R(©) , l'abeisse x du conposé
de X, , ¥ 5 2 et X5 5 Yo 5 2, 86 déduit de celle de X, per nultiplication
par 1n norne d'un nonbre de R(®) » Les forrmles @

[ =a)y, = (& =)y, T -allx

al)z2 - (x2 - al)lef
)2

(g = a)y ~ ))& - x,

A o az)zljz
®

LGy -y, - (xy - zlg)yll2 - a[(x

x-az—

(%) = a)(xy ~ay)(x - x,

nontrent que si (x2 - al) et (x.2 - a2) sont les normes de nonbres de R(9) ,
les différences (x = al) et (x - a2) se dsduisent de (x1 - al) et de
(xl - a2) par rultiplications par des ni>rmes de nombres de R(8) .

Réciproquenent, si les quctients xi/kz ) (x1 - al)/(x2 - al) ,
(X1 - az)/(XQ - 2) sont les nornes de nonbres de R(®) , le conposé x , ¥y , 2
" des points X 0¥y s 2y 6t Xy 5 Yp 5 2y vérifie les conditions
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2 2 2 2
x= ol -a 2t x-ai=«l-anl, x-ay= G -ap

Il
avec oy Py Xq 5 1 0 K50 522 rationnels, dnc est le conposé de 2 points

conjugués de S dans R(O) .

D'autre pert, l'cbeisse x de tout poiht ritionnel de S vérifie des relations
de 1= forme ¢

2) 2)

2 . 2 2 _ 2 :
x=d(a" =ap) , x-a =q(al -ap]) , =x=-a =d(a,-ap,
o x, fy oy, F19‘¥2352 sont des nonbres rntionnels arbitraires, ob d est
un entier rotionnel qui divise 28,5 5 dl un entier qui divise al(al - az) et

d2 un entier qui divise a2(a2 - al) .

Ce qui nontre que tout point retisnnel de S correspond & un point retionnel

de 1l'une des variétdés en nonbre fini S i ¢

2 2 2
2

2 2 2
x =a p=x,-a ﬁl ta, = A, -a fota .

2

Si 4, d » 4, virifie les conditions précidentes, il est ncamnoins possible

que Sy 3 4 Be contienne aucun point rationnel. Mnis si cette variété contient
’ U1 R
un premier point ratiomnel N, , considirons le puint P1 de S correspondant

et construisons le point P obtenu par 2 conpositions successives @
P:Plal-(M*'ﬁ)

ou M est un point arbitrrire de S A coordoniées dans R(®) o Les propriétés
précédentes nontrent que P correspond & un point N de la néme variété

S sque Py ot que tout point rotionnel de cette variété correspond a un
d,d; »dy |

point P de cette forme. Or on peut obtenir les coordomndes de M * M , donc aussi
celles d6 P et de N , par des expressions sinplenent rotionnelles & coefficients

rationnels #e 4 parendtres rotionnels ?\1 2 Aoy Bis Mo o

Ces résultats permettent d'obtenir tous les points rationnels de S pourvu

qu'on sache reconnaftre les variétdés de la forme ¢

2 2 2 2 2 2
W ma = oAl -a (51+a1=9\2-a By tay
qui contiennent des points rotionnels. La recherchs des points rationnels sur
S se raméne 3 celle des points rotionnels sur un nombre fini de telles variétés.
Les points rotionnels d'une de ces voriétés s'obtiennent au noyen d'une représen—

tation sinplement rationnelle & coefficients raticnnelss
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Remarquons que les douonstrations préeldentes n'exigent pas l'utilisation de la
néthode de descente infinie, corme 1l'exigent les dénonstrations complétes

concernant lecs points rationnels sur une cubique C .
Pour siiplifier 1l'exposé, j'si enviscgé sculencnt les surfaces cubiques S de
la forme
2 2
y = az = P(x)
od P(x) est un polyndme du troisiéne degré décorposeble cn focteurs rotionnels.
Mais il est possible de troiter égaleient le cas ou P(x) est un polynéne du
troisiéne degré indécouposablc drns le corps des nombres rationnels. I1 seffit
de trensposer directerent les méthodes utilisdes par Ae WEIL pour les points

rationnels de cubiques
2
y = P(x)

avec P(x) polyndue du troisiine degré inddcomposnble dnns le corps des nonbres

rationnels.

Per contre, il serble malaisé de générnliser les néthodes préeédentcs & toutes

les surfaccs cubiques conten nt une droite rationnelle.
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