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En février 1954, j’ai fait à ce Séminaire un premier exposé sur les points ,

rationnels (Tune surface cubique. alors attiré l’att6ntion sur l’intért des

surfaces cubiques qui contiennent une droite rationnelle (définie par un systèm6
d’équations à coefficients rationnels ) , On ne connaît pas encore de méthode

générale pour étudier les points rationnels de ces surfaces. J’ai pu récemment
traiter le c~.s d’une catégorie de ces surfaces 6t j’ai exposé brièvement les
résultats obtenus au Congrès international d’Edirsbourg en août derni6r. J6 suis

heureux d’avoir l’occasion d’en faire un exposé plus complet. Si ces résultats
restent limités à des cas trop particuliers, ils font apparaître 2 idées suscep-
tibles d’applications plus étendues :

ils confirment l’intér6t, 6n analyse diophantienne, des correspondances simple-
ment rationnelles à coefficients rationnels, que j’ ci déjà utilisées pour
d’autres surfaces cubiques ; 

’

ils établissent pour la première fois un rapport entre la recherche des points
rationnels sur une cubique pla,nE (de g6nre un) et sur une surface cubique (qui
admet pourtant des représentations paramétriques birationnelles).

Considérons la surface cubique S :

où a y a~ sont des cntiers rationnels. Elle contient une droite rationnelle:

la droite à l’infini dans le plan x = 0 ; elle admet en outre 2 points singu~
liers sur cette droite, par lesquels passent toutes les sections par les plans
x constants . Ce sont les points définis pnr les relations :

avec z = a .



Nous allons étudier les points rationnels de cette surface par un procédé qui
présente des analogies avec 1’étude classique de POINCARE [ z ~, MORDELL [1 ] 6t
A. WEIL [3] des points rationnels sur la cubique C :

Il reste des différences essentielles entre l’étude des points rationnels de

S et de C . La plus importante est due à Inexistence de représentations homa-’
loïdales (ou birationnelles) de S à coefficients algébriques. La représentation
H , qui sera la plus commode pour la suite de cet exposée est obtenue en choisis-
sant pour p~r~~.~~êtrEs ~

On en déduit :

Si 0 est rationnel, cette représentation permet d’obtenir tous les points
rationnels de S en choisissant les valeurs rationnelles des paramètres ’7~ et j~ .

Nous supposerons donc dans la suite 0 irrationnels ’

L’étude des points rationnels sur C utilise la représentation de C par les

fonctions elliptiques ou son équivalent géométrique ou algébrique, ce qui suppose
qU6 C est d6 g6nre Un, c’est-à-dire al i 0 , a2 ~ 0 i al i a ; si l’un6 d6
ces 3 inégalités n’est pas vérifiée~ la recherche des points rationnels sur C ~
comme sur S , est triviale.Nous supposerons donc C de genre un. La représenta-
tion par les fonctions elliptiques permet d’organiser l’ensemble des points
rationnels sur C en groupe additif G ; la fomule d addition de 2 points

y~ et x~ ~ y2 peut être définie par les fornules : .

Cette addition peut encore être définie géométriquement par les 2 conditions :



la somme de 3 points de C alignés est nulle,

16 point à l’infini sur C est 1’clouent neutre de i G .

L’ensemble des points rationnels de S ne peut être organisé en groupe additifs

Néanmoins, on peut introduire une loi de composition de 2 points rationnels 1 .

6t M2 de S par les formules :

ou par la condition géométrique : le composé * ~ est aligné avec 1~
et M2 . Malheureusement, cette composition n’est pas toujours associative et 16
composé de 2 points confondus est indéterminé ; ces faits ne permettent pas

. d’organiser en groupe l’ensemble des points rationnels sur S .

Le principe essentiel de l’étude des points rationnels sur C utilise le groupe

2G formé par les "doubles" des éléments de G (c est-à-dire 1GS points
obtenus par addition d’un point rationnel de C avec lui-même : M * hI) 6t le

groupe-quotient G/2G.

Le composé M d’un, point rationnel de S avec lui-même est indéterminé ;
par contre le composé I~I ;~ M d’un point M de S à coordonnées dans R(e) et

son conjugué M du point dont les coordonnées sont les conjuguées
x ~ y ~ Z do celles de est déterminé si Z~ n’est pas rationnel. En outre

la représentation homaloïdale H permet d’obtenir tous les points M de S dans

R(0 ) en choisissant les paramètres 03BB et y dans cc corps ; elle permet donc
aussi d’obtenir les composés P = ~I en fonction des paramètres 1 de

R(0 ) ou encore de 4 paramètres rationnels ~1 1 ~ i ~ 2 ~ ~, 1 ! ~’ 2 6n posant :

L6 point P est rationnel, puisqu’il est confondu avec son conjugué ; il est
d’ailleurs facile de le vérifier sur les formules. L’ abaisso X de P est :



Les coordonnées Y et Z se déduisit des formules :

Les formules exprimant Z en fonction 4 paramètres rationnels

~1 ~ ~2 ~ ~"! ~ ~? déduisent simple substitution ~ on constate que
ce sont des formules rationnelles à coefficients rationnels* il existe une

infinité de systèmes de paramètres correspondant à un

même point P ~ les composes P == M ~ M sont ainsi obtenus par une représenta-
tion simplement rationnelle à coeficients rationnels.

Le groupe 2G , formé par les doubles des points rationnels sur C , est dis-

tinct de G . A. WEIL a donné un critère pour qu’un élément de G appartienne
à 2G ~ qui un rôle essentiel dane sa méthode . il faut et il suffit que

l’adscisse x de ce point et les 2 différences x - a. et x - a2 soient les

carres de nombres rationnels.

On constate de X du compose P =-: M * M do 2 points conju-
gués de R(9) est la norme nombre de R(6) ~ De plus les formules :

montrent que et X - sont aussi les normes de nombres de R(9) * >

Inversement, si coordonnées :~ ~ ~ ~ ~ point rationnel vérifient

les 

A~ ~1 ~~o~ ~o rationnels~ les relations :



sont compatibles ; des combinaisons simples permettent d’ailleurs d’en trouver les

solutions :

Le compose du point ~~ 9 dont les paramètres sont les nor.ibrcs calculés,
et de son conjugué ~1 a la abcisse que le point rationnel P~~ ~ Y 9 Z)
considéré ; il peut toutefois avoir 2 autres coordonnées Y’ s et Z ’ t différentes

de Y et Z 0 si on et où 03C1 est
un nombre arbitraire de l’àbcisse X du composé M * M reste invariante

que Y z + 03B8Z’ et Y’ - 03B8Z’ 1 sont remplacés par (Y ’ + et

(Y - . Les propriétés classiques des nomes dans un corps quadratique
montrent qu’ on peut choisir p de que :

Ainsi les conditions:

sont nécessaires et suffisantes pour que le point X ~ Y , Z soit le conposé de
2 points conjugués de R(8) e

Il est encore intéressant de connaître les transformations qui Remettent de

déduire d’un couple de points conjugués M de S un autre couple M’

tel que :

1~~! :; 1~ ~ i 
a

Les propriétés précédentes montrent que ces transformations forment un groupe qui
est le produit direct de 2 groupes isomorphes au groupe nultiplicatif des nombres

de norme unité de R(0) (qui sont encore les nombres de de la forme

~~ / ~-~ ) ~ liais on peut aussi donner une interprétation géométrique de ce groupe qui
explique la condition nécessaire et suffisante précédente.

’ 

Il est toutefois plus simple de considérer le groupe des transformations qui
remplacent un couple M 9 M de points conjugués de S par un couple M’ ~ ~It

tel que M et M’ aient même abcisse X o Le groupe précédent s’en
déduit comme groupe quotient. Désignons par D 

0 
la droite à l’infini sur S ,

par I et J les points singuliers de S sur D . La section de S par un

plan contenant D 
o 

(ou plan X constant.) est une conique (non rationnelle si
X est irrationnel) qui admet une infinité de transformations birationnelles
à coefficients rationnels en Pour définir le transformé d’un point M



de cette conique dans une telle transformation, on peut définir le transforme de
la droite MI qui joint M à l’un des points singuliers l de la droite de

l’infini, puisque cette conique passe par l ; on peut encore définir le transformé
du plan passant par et par un point fixe du plan de l’infini non situé sur

La. transformation T ainsi définie par de ce plan peut alors
être étenduc à tous les points de S . Elle transforme tout couple de points con-

jugués M de S en un autre couple de points conjugues M’ , M’ . L’ensemble

de ces T dépend d’un seul paramètre rationnel 1’ensemble des
droites M’ M’ qui joignent les transformés de 2 points fixes conjugués M
dans ces différentes transformations engendre une quadrique Q ’e Cette quadrique
Q coupe S suivant 3 coniques dont les plans passent par D : i le lieu de 

le lieu et le lieu du composé M’ * M’ . Ces transformations font donc
partie du groupe chErché $ analytiquement, ce sont les transformations qui ren-

placent y + 6z et y - Oz po.r (y + et (y - p est un

nombre arbitraire dE ,

D’autre part S contient, en plus de Do , six droites situées 2 à 2 dans les

plans x = 0 , x = x = a2 c Désignons par D. la droite située dans le

plan x = 0 et passant par l et par D~ la droite située dans le même plan
et passant par J . Ces 2 droites ne sont pas rationnelles, nais conjuguées dans le
corps R~B~ . Un plan passant par D. coupe S suivant une coniquo qui 
une infinité de transformations birationnelles à coefficients rationnels en elle-

même. Pour définir une telle transformation? on peut remarquer coupe la

droite D4 située dans le plan x = ai et passant par J ; on peut définir le
transformé d’un point M de ~ on définissant le transformé du plan déterminé
par M et On obtient ainsi transformation T de chacune des sections
de S par les plans passant par donc une transformation de S en elle- 

.,

même. La transformation conjuguée T de T (pour laquelle la droite D 
4 

est
~ remplacée la droite D3 du plan x = a 1 ~~ et passant par I) définit une
transformation de chacune des sections de S par les plans passant par D~ ; ces
sections sont les coniques 03B3 conjugués des coniques 03B3 . Les couples T , T
dépendent d’un seul paramètre rationnel ; la droite qui joint les transformées
M! 6t NI3 d’un couple fix6 de points conjugués M par ses différentes trans-
formations engendre une Cette quadrique Q coupe S suivant 3
coniques § le lieu y de le lieu ~ ’~ r~e I~! et une conique dont le plan
passe par D qui est 16 lieu du composé P’ = Ces transformations T

font donc encore partie du groupe 
mations de S qui remplacent



On obtient des transformations analogues en changeant 1e rôle des 3 plans
x = 0 , x = a1 , x = L’ensemble des transformations obtenu6s et de leurs

produits est le groupe cherchée

WEIL a montre qu’une classe du groupe G par rapport au groupe 2G est

formée par l’ensemble des points rationnels de G dont les coordonnées x , y , z

vérifient :

où d , d~ sont 3 6nti6rs rationnels fixes 6t où o~, 9 ~, l ! o~~ sont

3 nombres rationnels arbitraires. Il déduit quc le groups quotient G/2G est

fini en montrant 6n outre que les triplets d J d~ ~ d~ n6 peuvent prendre qu’un
nombre fini de valeurs : d doit diviser dl doit diviser

a~) doit diviser a2) . Ces résultats se transposent
facilement aux points rationnels d6 S e

La formule ?

nontre que, si x2 est la nome nonbre de R(03B8) , l’abcisse x du conposé
de xl ’ y. ~ ~1 et y2 , z2 se déduit de celle de x~ p~r multiplication

par la nome d’un nombre de Les formules :

montrent que si (x~ - a. ) et (x~ - a~) sont les nomes de nonbre.s de R(e) ,
les différences (x - a~ ) et (x - a? ) se déduisent de (x. - a. ) et de

(x. " a2) par multiplications par des normes de nombres de R(0) .

Réciproquement~ si les quotients (x. - a.)/(x? - 
(xi - a2)/(x2 - a2) sont les nomes de nombres de R(03B8) , le composé x , y , z

° 

des points Xl’ z. et x~ ~ y~ ~ z~ vérifie les conditions :



avec 03B1 , 03B2 , 03B11 , 03B21 , 03B12 , 03B22 rationnels, donc est le composé de 2 points

conjugués de S dans R(0) ~

D’autre part, l’abcisse x de tout point rationnel de S vérifie des relations

de la forme :

où 3 ~ ~~ ~i ~1 ? c~~~ sont des nombres rationnels arbitraires~ où d est

un entier rationnel qui divise dl entier qui divise a. (a. " ~) et

d~ un entier qui divise a?(a? - 
Ce qui montre que tout point rationnel de S correspond à un point rationnel

de l’une des variétés en nombre fini 
~1~2

Si d , d1 , d2 vérifie les conditions précédentes, il est neanmoins possible
que Sd,d1,d2 ne contienne aucun point rationnel. Mais si cette variété contient

un premier point rationnel Ni ’ considérons le point P. de S correspondant
et construisons le point P obtenu par 2 compositions successives :

où ~I est un point arbitraire de S à coordonnées dans R~d~ . Les propriétés
précédentes montrent que P correspond à un point N de la variété

S d! d19 d2 , que P1 ct que tout point rationnel de cette variété correspond à un

point P de cette forme. Or on peut obtenir les coordonnées de M , donc aussi
celles de P et de N , par des expressions simplement rationnelles à coefficients

rationnels de 4 paramètres rationnels 03BB2 , 03BB2 , 1 , 2 .
Ces résultats permettent d’obtenir tous les points rationnels de S pourvu

sa,che reconnaître les variétés de la forme :

qui contiennent des points rationnels. La recherche des points rationnels sur

S se ramène à celle des points rationnels sur un nonbr6 fini de telles variétés $

Les points rationnels d’une d6 ces variétés s ’obtiennent au noyen d’une représen-
tntion simplement rationnelle à coefficients rationnels.
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Remarquons que les démonstrations précédentes n’exigent pas l’utilisation de la
néthod6 de descente infinie, conne l’exigent les démonstrations complètes
concernant les points rationnels sur une cubique C .

Pour simplifier l’exposé, j’ai envisage seulement les surfaces cubiques S de

la fonie :

y2 - az2 = P(x)

où P(x) est un polynôme du troisième degré décomposable en facteurs rationnels.
Mais il est possible de traiter également le cas où P(x) est un polyn8n6 du
troisième degré indécomposable dans le corps des nonbros rationnels. Il suffit
de transposer directement les méthodes utilisées par A. WEIL pour les points
rationnels de cubiquES ;

Y z = P(x)
avec P (x) polynôme du troisième degré indécomposable dans le corps des norlbrcs
rationnels.

Par contre, il semble malaisé de généraliser les méthodes précédentes à toutes
les surfaces cubiques contenant une droite rationnelle.
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