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DECOMPOSITION DU GROUPT SYMETRIGUZ SUIVANT UN DOUBLE MODULE CYCLIGUE
ET THEORTE DU TIGAGE

par Jacques RIGUET

Comment fonctionne un métier 2 tisser.

Un métier & tisser consiste en un ensemble de lices, c'est-a-dire de réglettes
mobiles pourvues d'anneaux, disposees danc un cadre qui assure leur parallélisme,
et susceptibles de prendre individuellement dans ce cadre une position supérieure
ou une position inférieure, suivant que l'on tire ou non sur un certain fil qui
leur est vropre : lorsque le fil n'est pas tiré, la lice se trouve dans la —osi-
tion inférieure, c'sst-ia-dire qu'elle repose, grédce % la pesanteur, sur la partie
inférieure du cadre ; lorsqu'un ouvrier tire sur le fil, la lice, tirée vers le

haut, vient occuper la rosition surérieurs.

(Sur la flgurn 1, on a représanté le cadre avec deux lices { s Xz ;5 la lice

est pourvue d'un seul annecu; et la lice 4) de deux dnnuaux)°

{1

Arrivant de 1'arri®re du cedre, les fils de chalne, constituants partiels du
futur tissu, fentrent en lice" c'est-3~dire passent 2 travers les anneaux des 1li-
ces (un fil ne passant qu'? travers un seul anncau) pour venir émerger & travers
des fentes verticales ad hoc disposées sur le panneau avant du cadre. Ces fentes
ont une longueur suffisunte vour permettre aux fils de chalnes vassant & travers
elles de vrendre une rosition sur le bord supéricur ou sur le bord inférieur,
suivant cue la lic2 rortznt 1'anneeu dans lequel nasse le fil considéré est ellel

m8me en mosition sundrisure ou en nodition inférieure.

Ainsi, on voit qu'a chaque ensemble de positions supéricures ou inférieures des
lices correspond un ensemble de nositions supérieurcs et inférieurcs des fils de
chalae daus les fentes du panneau avant du cadre. Le tiscerand peut donc “en je-
kant sa navette & truvers les fils de chains" disposer un fil (apvelé fil de tra-

2) situé au-dessous des fils de chalne en vosition supérieurc mais au-dessus des
Fils de chalne en nosition inférieurs. Cela fait, il demandera aux ouvriers dis-

.

posant de la commande dss fils tirant sur les lices, de faire prendre & celles-ci
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une nouvelle disposition & laguclle va correspondre un nouvel ensemble de posi-
tions supérieures et inférieures ces fils de chalne dans les fentzs du panneau
avant du cadre. Par un nouveau jet de navette un second fil de trame va venilr

s'insérer entre les fils de chalne, etc.
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Un tel métier s'appelle "étier puisque les variations dans le des-

sin du tissu suivent les variations dans les ¥+iras™ des ouvrizrs sur les fils
commandant les lices 2 chague temps suivant un jet de navetie.

»

Ia ddcouverte dz TACQTsRD a consistd 2 automatiser ce travail de tire gréce &
une bande de carton verforée divisés en autant de pistes qu'il v a de lices sur
le cadre, chague absence de nperforation dans une vists de la bande provoquant,
grace au disnositif anpelé devuis le "Jacquard", la commande de la lice corres-

nondantsa.

Le déroule-ent de la bande doit évidemment &trc svnchronisé avec le travail de
la navette de fzcon que la lecture d'une nouvelle ligne de la bande perforée pvar

le jacquard r'ait lieu gu'avrés un jst de navetie.

La figure 2 schératise et cxemplifie un tel métler Jacquard & quatre lices et
huit fils de chalne. On a surros? sur cettz figure que c'était la présence et
aon 1l'absence G2 verforation sur une miste de la hande qui commandait la levée de
la lice correspondsnte, ce qui ~st bien le cas si la commande se fait électrique-
ment (o2t non mécaniquenent comme rvar lss anciens Jacquards que nous venons de
déerire) et on & dessiné le tissu ongendré par les huit premiers coups de navette

correspondant aux buit lignes de perforations poingo.niéee sur la bande perforée.

Degeription algébrigue.

Yous venons de voir que le fonctionnement d'un métisr 2 tisser est scandé par
les jets de navette. On peut donc considérer un mdtier & tisser comme une machine

4 .temps discret avec deux entrées : un programme variable,constitué par la bande

,

nerforée, un vrogramme fixe "fiché & la main constitué par ce qu'en terme de mé-

tier. on appelle le remettage c'est-3-dire le passsge des fils 2 travers les an-

4

neaux <e telles ou telles lices; et une sortie constitude par le tissu résultant
1s de chaine et des fils de trame.

de l'entrecroisemnent des fi

Ainsi donc; ncus avons & considérer quatre ensembles ¢
- un temps discret T que nous pouvons ldentifier & 1l'ensemble des entiers po-
sitife

- un ensemble L de lices
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- un ensemble C de fils de chalne
- un ensemble D de fils de trame
et quatre rezlations binaires ¢

- une relation de commande par bande P I x T définie par (g, t)E P =

la lice 4 de se lever au temps t (en terme de métier

e

la bande commance

d'8tre fen fonds" au temps t ) ;
<o /e N N ~ o

- une relation dc rsmettase 4 O C x L définie par (¢, £) € L = le fil

&

cde chalne ¢
- une relation ce tissage Eor v p cdfinie var (t , d)e;‘if = le fil
et t + 1

(l)

est entré ea lice A ;

de trame d est lancé erntre les fil t

- une relation de tissu R C x D définie par (¢, d)& R = 1le fil de
chaine ¢ eet situd au-dessus du fil de trame d .

P est une relatiorn arbitraire. Mais 2. doit &trs une relation fonctionnelle

ruisgu'un fil ne veut jamais pacsar & travers des aannesux appartenant a des licas

différentes (le nombre ¢e lices ezt ainsi toujrurs inférieur au nombre de fils
de cualne) et $ doit 3tre une relation biurivoque entre les temrs représentés
par les différentes ligres da la bande d'entrée et les différents fils de trame,

cette biunivocité assurant en somme le svnchronisme entre entreée et sortie.

- . . by . .
La sortie R est forction de deux entréies <~ et P : plus orécisément on a
tef
c'est-l-dire la rolation R est la composés des trois reletions é@ s Py 2.

s
4 étant biunivogue; on meut icdentifier les ensemblas T ot D ot vrendre vour

f} 1'identité. On a alors simrlement

R=DPI .

On sait que la composition des rslations binairss neut &tre représentée par la
multiplication des matrices ¢ é&léments O et 1 , ou encore pour emplover une
notastion usuelle narmi les tisserands par la multiclication de metrices & cases

noires et blanchss.

On a “essiné (figure 3) lss trois tableaux 3 cases noires ot blanches rsrrésen-
tant exactement les relations en présence dans l'exemple de la figure 2. On voit
que la metrice du tissu s'obtient & partir du tissu lui-méme en remplagant un
croisement 4|} par une cass noire et un croisement §i4 par une casc blan-
che, les matrices du remettage ot de la bandz s'obtecnant de maniére évidente.

La figure 4 donne la coupe du tissu pour les deux preaziers fils de chalne.
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On peut se poser trois probléemes :

. . . S y .
- un probléme ('analvee : connaissant 4 et P, trouver R . Il se réduit

immédiatement ? trouver le comvosé PZ.  de Jeux relations binaires P et T .
- un problime de vprogramaation (ou de svnthise) : comment programmer c'cst-2-
dire se donnar P et L. de mani®re & e~ que la machise oroduise un tissu donné

T,

R . Il se réduit & trouver une factorisation d'une relation hinaire donndée R

enun produit ¢'uns relation per une relation fonctionnelle.

Périodicités,

Pratique ent, il arrive souvent cue la bande d'entrée est circulaire, autrement
. . 3 R : s A
dit, oue la relation T est »ériodique de période (/T

-1 . -1
Pb+ 6,) = P(+) .

I1 en résulte une piriodicité de trame de tissu dont le dessin redevient sembla-
ble si 1'on effectue une translstion T° 1le long de s fils de trame. s est
évidemment un diviseur de GDD . On 1'apnelle raprort de chalne . C'est le plus
pvetit entier |\ tel que ™R =N, Pratiquerent, il arri¥e aussi, fréquemment,

que le remettage soit lui ausei périodique; de vériode EBL et qu'il en résulte
une nériodicits de chalne du ticsu dont le decsin redevient semblable si 1'on

effectue une translation o 1le lonz de r fils de chaine. r est évidemment
un diviseur de 61,° Or l'apoelle rarvort de trame. ('est le plus petit entier

A tel que Ro” =R (cf. fig. 5).

Un tissu de raprort de chalie r et de rapport de trame s sera anpelé un

(r , s)-tissu .

Soit CO 1'ensemble des r premiérs fils de chalne conzécutifs et DO
1'ensemble des s vpreuiers fils de trame consscutifs, et soit RO la restriction
de R 2 CO X DO « Alore RO caractérise enti<remert le dessin du tissu R .

Tigsus de dessins identiques.

7 . A 3 . Y
Désignons par R le tissu recouvrent le plan obtenu en disposant cdte & cote
. 13 ~ A 0
en long et en large des relations isomorphes 2 RO (R est en somme le tissu

z - . . » oan Fd i ~
R #étendu 2 1'infini®), R spraralt zinsi comme un morceau découpé dans R .

3

I1 est alors naturel de dire que deux tissus R et R' ont des decsins iden-
-~

Pl
ticues si R = R' . Tela veut dire en c¢ffet que 1'on peut amener les fils de chal-

ne de R et de R' et les fils de trame de R et de R' 2 &tre superposés
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sur une certaine bande qui découpe sur R et R' des motifs identiques

(ef. un exemple sur les figures 6, 7 et 8).

On reut encore dire que deux tigsus R ot R' sont identicues si et seulement

si, il existe une translation permettant d'amener RO sur BO s en d'autres ter-
. V:q
mes s'il existe ceux entiers p et q tels que R) est isomorrhe & RO P
U

( o désignant comme dans les pages vrécédentes la translation €lémentaire per-

mettant de passer d'un fil de chalne au suivant et 4 la translation élémentaire
permettant de passer d'un £il de trame au suivant). Dans 1'exemrle donné par les

figurss 6, 7 et 3, on peut vrendre p =g = 2 .

Pratiguenent, on se donners un (r , s)-tissu ion ras ver RO mais par la re-

lation birnaire M C[1 , rj x [1, s] cui lui est isomorphe.

Soit donc UK} s 1'ensemble des relations binaires sur 1, rjx[1,s].0Cn
3
désignera par K , respectivement jb la permutation circulaire (1 , 2 , vo , T)

resnectivement (1 , 2 , ... , 5)

PROPOSITION. - Deux €léments M ot M' de jﬁf . donnent naissance % des
3

(r , s)-tissus de de-sins identiques si ot seulement si ™' 2 [p] M, , [~

et Lﬂj §ésignant rescectivement les groupes cveligues envendrés par et A -

Par exemple, sur la figure ¢, I :/Z Mo,
In général, si Ré est isomorvhe 2 la reletion déduite de RO par translation
de p unitis vers la droite et de g unités vers le haut; ona ' = A Mo

COROLLAIRZ. - Il v a autant de (r , s)-tissus de descins différents gue de
classes de décomposition de {E% g suivant le double module [a] , [=] avec

*= (1,2, 00, 1), /3:(1,2,...,8).
En effet, la relation R, € [/3} Rlﬂﬂj est une relation d'équivalence qui don-

ne immediatement catie décomposition.

On appelle tissu principal un tissu pour lequel RC est biunivoque. Pour un

(r , s)-tissu principal, on a alors nécesszirement r =

w

On a alors immédiatement :

I1 y a autant de (r , r)-tissus principaux de dessins différents que de clas-

s de décomposition du groupe symétricue d'ordre r , QS; ; suivant le double

module [«] avec ™= (1,2, cco 5, T)o

bt

Soit € wun groupe fini, H =t ¥ deux sous-groures. On szit que si 1l'on dé-
signe par (G ¢ H , ¥) le nombre de classes de la dé composition suivant le

double module H , K on a, d'aprés FROBENIUS, en ddsignant var (  1'ensemble
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des classes d'éléments conjugués de G ¢

W e ey AG 5T A(CND.A(CNEK) L
(G : h,l)«#Hgﬂ,y.Cf-:e 70 )

Lorsque ¥ = [a) = sous-groupe cyclique engendré par a d'ordre p , on a
CNE#£P , si et seulement si, il existe un diviseur d de p , tel que
2
c=c_, ()
a*/d
On peut donc écrire :
Alal# ¥ g ° v/d

Co

# (¥ cap/d).# (Ta) 0 Cap/d)

Par ailleurs, S7S0%V [2] remarque que lag ¢léments d'ordre p dans un grouve cy-
R
clique de cet ordre &tant en nombre égal > ' (p) ; on a dans le cas de G = @hr

A (D Cap/d).. (r)

i i r! < -
(= s [a_j s ¥) = o A e
r n.# X d/p o] ap/d

Mais si 4 est la partition de r associde & la permutation g on sait que

& 3 A
%%Cg = h(%ﬂg) en rosant, si = (A 1 s eee s N O),

, 101 5
h(*l) T A 2 >
LS
xl L /\ \)(ln ° Y so

On & donc dans la cas ou F = [a]

Nombre d'éléments de la décommosition d'index donnd.

Considérong la dicomposition d'un groupe fini G suivant le double module H , ¥ .
Alors tout élément HxK de la décomposition est rdunion de sous-ensembles disjoints
£ K -
7 (c¢f. [1], Satz 64,

L 'd -.1 - T
) 7 (K % ix)
p. 63) est appelé index de Hx¥ -var rapport - & .

de la forme Hg . Leur nombre, qui est &gal 2

Désignons par (k) le nombre d'éléments de ls décomposition de G modd H , K
dont 1'index par rapport & H est égal & k . Si a est un élément de G d'ordre

P s on a le théordme suivant :

1 . , .
() La notation # X désignant le nombre d'éléments du sous-ensemble X .

(2) On désigne par Cg la classe contenant 1'élément g €G .
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TZIOREME., - 4 norm {ad_i = {Z ot v(d)

généralisent un théoréme connu (cf. [1], Satz 66, v. 63) et se démontrant de fa-

con tout & fait semblable.

SYSOZV remarcue (loco citato) que ce théorzme permet de donnsr 1'sxpression de
N(k) ¥ étant un diviseur de D , en procédant ds la meniére sulvante : en ap-
pliquant la formule

% C g

#(C N [ad]) # norm, [adj

il vient d'aprés les résultats précédents :

L R S CI

a /d

En appliquant la formule d'inwversion dse fonctions numériques; il vient :

w0 = 5 T g@h A

E: 7 BUR

Cas particuliers : ipplication sux dénombrements des tissus.

<« .
lorsque & =st une permutation circulaire <- on peut expliciter h(&ﬁ) ’
oS '
car > est alors de la forme ,\ . On trouve :

d [ZJ , [T) =% Z { 1"/d(-jil):.«

I‘ \A,I‘

P

i

; 1 Z Ay \
(0 = 2 u® JEIE T
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‘wéff// , : i1z de chaine

Commande de
la lice 1 »

Cormande
de }a lice

L2

Fig. 1

B .
On a représenté seulement deux lices {; et é; .
!
La lice {2 seule est tirée, et se trouve donc en
pesition supérieure, alors que la lice Qi se trouve

eh positvion inférieure.
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