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1. Introduction.

Tous les anneaux que nous considérerons seront commutatifs et munis d’un

élément unité.

Etant donné un rappelons que l’on appelle dimension A la

longueur maximale des chaînes ~’idéaux premiers de ~ , l’anneau A tout entier

n’étant pas considéré comme u.n idéal mais (0) l’étant dans le cas où

~. est intègre. Cn notera cette dimension dim En particulier les corps

(commutatifs) s ’identifient aux anneaux d’intégrité de dimension 0 .

Nous noterons par la l’anneau des polynômes à n variables ’sur

~~ ~ et nous nous proposerons d’étudier le comportement de dim A lorsque n

est suffisamment grand.

~ 

Rappelons brièvement les résultats suivants peur la plus grande part à

KRULL) :

Si 11 est un anneau noethérien, on a l’égalité :

En particulier, si ~~ est un corps :

De manièro générale A soit noethérien ou non), on a les inégalités :

SEIDENBBRG a montre d’autre part que pouvait prendre toutes les

valeurs comprises entre dim A + 1 et 2 dim A + 1 .

Par récurrence sur n , l’inégalité (1) donne : 1 .



En fait les inégalités (2) peuvent être améliorées ?

premier ’ ..-’)J de A( n) sera reposer sur l’idéal ( premier ) D
si on a ...u ! A = ~p . On a alors le : i

THÉORÈME 1 (KRULL). - Si les idéaux d’une cha;îne de A(n) reposent tous sur

an mSme idéal prenier de cette chaîne est nécessairement de longueur

inférieure ou. égale à n .

Soit

une telle chaîne.

0n peat passer au quotient par P0 dans A(n) , ce qui implique un passage
au quotient par P dans A , et supposer nar suite = (0) , P == (o) .

A est alors un anneau d’intégrité ayant un corps fractions K . On a

Or les idéaux do ayant une intersection vide avec l’ensemble multiplicati-
veinent clos formé par les éléments non nuls de A , sont en correspondance

biunivoque (conservant l’inclusion) avec les idéaux de l’anneau (A ’) 
A~ 

= B

(anneau des fractions de relativement au sous-ensemble A~). On voit
facilement que B est isomorphe à K ’ ~ donc une chaîne de B ne peut avoir

une chaîne strictement supérieure à n ~ ce qui démontre le théorème.

’ 

COROLLAIRE - On a l’inégalité :

En effet, toute prenicrs le A est ’le la forme : 1

. 

"" , /~ ,

avec ’ ’ .. Ci à = Pi’, j’ fi il. si et soulement si 1 = 1 ’ ..

En Dosant; Pi.j Î] iz = 1’. , on obtiont dans ï.i ltà chaîne :1 .

- ~ i, j 1 
.



On a rlonc, par définition, k  dim A .

D’autre le théorème 1 et les 

montrent que ~’~ ~i~ .~ n .

La chaîne considérée a pour longueur :

(en tenant compte dos chaînons r . . (.. ’B’T’ . 1 r ).
IL~CB~1/ ’ 

Par suite s ~.n+ k(n + l) ~ n+ (n+ l) C.Q,F.D.

SEIDENBERG a donne une condition nécessaire et suffisante pour A étant

supposé intègre et de dimension 1 , l’anneau A soit de dimension 2. Cette-

dernière est que la fermeture intégrale de A soit un anneau de Prüfer, c’est-
à-dire tel que l’ensemble des idéaux fractionnaires finis de A forme un groupe

multiplicatif. Il a montré d’autre part que lorsque il en est ainsi, on a

toujours dim A ’ = dim A + n .

Or KRULL a donne une caractérisation très simple anneaux de pour

qu’un anneau d’intégrité A soit de Prüfer, il faut et il suffit que, quel que
soit l’idéal premier P de A , l’anneau de fractions soit un anneau

de valuation.

Dans ce qui suit nous utilisons systématiquement les méthodes valuatives intro-
duites par SEIDENBERG ot nous obtenons à partir d’elles le résultat suivant :

Il existe un nombre N tel que pour tout n ~ N on ait l’égalité. :

7T étant deux constantes J~ 0 .

C’est-à-dire qu’à partir entier N la dimension de 1 ’ annea,u des

polynômes à n variables sur A est une fonction linéaire de n . Nous donnons

une interprétation de ~ particulièrement simple dans le .cas où 1 = 0 . Dans

ce dernier cas, nous interprétons également c .

Nous aurons besoin par la suite du résultat suivant du à KRULL :

~ 
. ~J .THEOREME 2. -K étant un corps et P un idéal premier rle l’anneau de poly-

nômes K(n) , la longueur maximale h dos chaînes d’idéaux premiers de K(n)
.

commençant à (0) et finissant à ~ est donnée par la formule h= n-t



où t désigne la degré r’e sur K rlu corps des fra.ctions %.c

k(n)/ )
Nous admettrons sans demonstration co théorème (KRULL [ -1 ] , 14)

2 . Dimension valuative fl ’ un a n no «-1 u .

Rappelons rl ’abord quelques résultats relatifs aux corps Soient v une

valuation ,le Krull fl.’an Ii , et 0393 le groupe fle valeurs

L ’ensemble + des éléments positifs ou nuls d,c Ç est partagé en classes

d’équivalences .i,ite>i étag,;;s Ç »le Manière suivante :i

Deux élémonts .«. ot (1"; appartiennent à un même étage si et seulement s ’il.

existe ?eax entiers n et n tels que jl .Q r.i .i>, et A g n îi£ , On appelle
du groupe totalement ordonné 1 1=1 nombre (fini ">u non) ;les étages de Ç

différent Ae l’étage .constitué par l’élément neutre 0 .1 u En particulier
les groupes de rang un ou groupes archimédiens sont caractérisés comme éta.nt les

groupes ordonnés isomorphes aiw sous-groupes fle R (groupa ordonné additif rles
.....

nombre s réels).

Les étages e T’ sont en biunivoques avec les irléaux premiers
non nuls de l ’anni’J-,u h> valuation v : à l ’éti:;je !1°’i1, est associé l’idéal

premier )> ?.cs éléments x .le à tels que v(x) . Cette correspondance
. permet --le donner une interprétation ;u rang au moyen ries spécialisa,tions 1

On qae les valuations A ’un corps K sont en biunivoque

(à des isonorphismes prés la corps résiduel et ou groupe des valeurs) avec les

spécialisations ,"c K , c ’est-à-dire avec les applications ùe K les

ensembles du type = (k i-o> ~ ) où k est un corps (corps projectif). Vne
telle application jl> doit avoir Xes propriétés suivantes: 1

avec ~/c~ ~ ~ , 1/0 = a + CD (si a ~ spécialisation 
sera dite triviale si ~ ~~ (K) _ 0 (à cette dernière ne correspond pas de valuation
de K ) ou est identique de K sur (cas de -. (0)). .

Si ~~ (K) _ k , nous dirons par abus de que ~ spécialise K sur k

(quoique l’on puisse avoir ~ ~ f’ K et on écrira i K ~ k ou K ~ ~--~ k .
On .notera même parfois l (K) au lieu de k sans qu’aucune confusion suisse
en résulter. .



On définit sans peine une spécialisation profit de plusieurs spécialisations.

Une spécialisation sera dite rang s si elle est le profit de s

spécialisations non triviales et le ~.e s + 1 spécialisations

non triviales.

Il est alors facile -le voir que le rang de la spécialisation est égal au

rang de la valuation correspondante (fini ou non).

Soit une spécialisation ~ profit ~e spécialisations ~ et ~g :

et p1 définissent deux valuations v et v1 de K. Do même 2 
définit

une valuation v~ de On dit v est une valuation composée de v~ et

La valuation v est plus fine que c’est-à--dire que ~e la

valuation v. contient l’anneau de la valuation v. On écrira alors v

et v  v , si v est strictement plus fine que Réciproquement si v

et w sont deux valuations de K telles que v soit fine que w ~ la

valuation v est la composée d’une valuation w’ t du corps résiduel de la

valuation w et de la valuation w . Si v est une valuation de rang s du

corps K , il existe exactement s valuations de K strictement moins fines

que v (la valuation triviale identiquement nulle étant comprise).

Etant un anneau ~’intégrité A et son corps des fractions K , nous

.dirons qu’une valuation de K est compatible avec A si v(A) ~. 0 . Par

abréviation~ nous appellerons par la suite valuation toute valuation de K

compatible avec A . Si v est une valuation de A ~ on appelle centre de v

sur A l’idéal premier de A formé par tous les éléments x il. tels que

v(x) ~ 0 . On montre que tout idéal premier p de A (? ~ il) est le centre

d’une valuation et qu’étant donnée une valuation v de A de centre P
sur A et un idéal premier 03B1 de R tel que P ~ q , il existe une
valuation w de A ~ plus fine que v ~ et ayant ~X pour centre sur A .

Etant donné un anneau ~’intégrité ~ ~ nous considérerons dans ce qui suit

les chaînes (sans répétition) de valuations de A s .

(chaque vi est une strictement plus fine que. vi-1).
On appellera dimension valuative de A et on désignera par A la longueur

maximale des chaînes de valuations de A (uno chaîne maximale de valuations doit

nécessairement commencer la valuation nulle). C’est aussi le rang le plus



élevé des valaations de c’est-à-dire encore le rang le plus élevé des

spécialisations du. corps des fractions de A qui restent finies sur A (c’est-

--P(A)).
3. Propriétés de la dimension valuative.

Dans tout ce qui suit, toutes les fois que L’ désignera un sous-corps

corps L , on désignera par d.t. [L : L’] le degré de transcendance de L

sur L’ .

THÉORÈME 3. - Soit K an surcorps de K’ tel q ue d.t. [K : K’]= d . Si v

est une valuation de rang n du corps K induisant sur k une valuation w de

rang n~ ~ on a :

les nombres intervenant étant finis ou non.

Soient F le groupe des valeurs de v ~ et F’ 1 le groupe ~es valeurs de w

qui est un sous-groupe de F" . Si 0 est un élément de il définit

un étage (resp. (L’(y)) dans T (resp. dans tel que

(f’(~)=~)~r’. C
Tout revient donc à montrer que le groupe r ne peut avoir plus d

étages dont l’intersection avec f"’ est vide.

Soient x des éléments do K tels que ... ~ v(x ) défi-

nissent des étages de t ~ tous différents~ et ayant une intersection vide avec
Supposons d’autre part le numérotage fait de telle manière que

Tout revient à montrer que ;a , Montrons pour cela que les xi sont algé-
briquement indépendants sur K’ . Supposons qu’ il existe une relation algébrique
entre les x. à coefficients dans K’ :

On en déduit une égalité de la forme :



Ceci entraîne x

Soit p le plus grand des nombres i tels que 0 . On peut toujours

supposer 

Alors (03B11 - 03B21) v(x1) + ... + (03B1m - 03B2m) v(xm) est un élément > 0 dont

l’étage est celui de v(xp), donc v(a03B21 ... 03B2m) - v(a03B11 ... ,, ) est un élément

> 0 de t ’ dont l’étage dans i est celui de v(x ) d’où une contradiction

qui entraîne le théorème. 

On en déduit immédiatement le :

COROLLAIRE 1 K est un surcorps de K’ tel que è.t. [K : K’]= d ~
toute valuation K triviale sur K’ a un 

COROLLAIRE 2. - Soit A un anneau d’intégrité ayant un corps de fractions K.

Si k est un sous-corps de -~ ~ la dimension valuativo do A est inférieure ou

égale au degré de transcendance de K sur k.

COROLLAIRE 3. - Soit A un anneau d’intégrité ayant un corps de fractions K.

Si d est le degré de transcendance de la dimension valuative de A est

inférieure ou égale à d si A est de caractéristique non nulle et inférieure
ou égale à rl + 1 si K est de caractéristique nulle.

. Soit k~ le sous-corps premier de K. On applique le théorème 3 et K. On

remarque que si la caractéristique n’est pas nulle, k est un sous-corps fini
donc n’admet que des valuations triviales (n = 0) et si la caractéristique est
0 , k.. est isomorphe au corps Q des nombres rationnels qui n’admet que des
valuations de rang 0 ou 1 (n L l).

Nous allons maintenant établir une inégalité qui sera fondamentale au cours de
cette étude s

THEOREME 4. - Soit u/ une spécialisation de rang n d’un corps K induisant

une spécialisation de rang m sur un sous-corps k «la K . On a 1

Les nombres intervenant étant finis ou non.

Dans le cas où, soit m, soit d.t. [K : k1 est infini, l’affirmation est

triviale. Supposons ces 0GQX nombres finis. Ceci entraîne nécessairement n fini



câpres le théorème 3. Il suffit donc r’o Montrer théorème Il ;Jans les cas n

fini, ce nous allons supposer 

est le produit de n socialisations ~.e rang 1 :

Cette suite ~~.e spécialisations induit la suite :

Il suffit de montrer ,~~.~ pour ché:.cunc des snécialisations

Ki-1 ~ K, (et d’additionner les inégalités alors obtenues). On peut donc

supposer n = 1 .

Conne n , doux cas sont à envisager :

Cas : m = 1 . - C’ e st le cas ~ n’est pas triviale sur k. Il s ’a.gi t
alors de démontrer l’inégalité : 

’ 

.

Soient ... , x’ des éléments de K’ algébriquement indépendants sur k’ .

Désignons par x. un élément de K toi que T’(x.) == x’ (1  i  d) et

montrons que les x. sont algébriquement indépendants sur k .

Supposons qu’il existe one relation algébrique entre les x. à coefficients

dans k :

les a03B11... 03B1d . , 

étant éléments non tous nuls de k .

Soit v la valuation (non nulle) de k définie par la spécialisation

k~-- ! ~~’~k) . En multipliant les ~, ~. ,~ . o , ~.. 

~,~ 
par un élément convenable ~e k 3

on peut toujours supposer que 1:

Par suite, aucun des p(a03B1 1 ...03B1d) n’est infini et les p(a ex 1 ... ) ne

sont pas tous nais. On déduit alors de l’égalité (5) une égalité :



qui montre que les xi ne sont pas algébriquement indépendants sur k’ . Ceci

contredit les par suite les x. sont algébriquement indépendants
sur k et il en résulte bien

2e Cas : m==0 . - C’est le cas est triviale sur k , c’est-à-dire

définit un isonorphisne de k sur k’ . On peut alors identifier k à k’

par p . Il faut montrer :

1 n’étant triviale sur K , il oxi ste un élément x K tel que p (x) = 0 .
L’élément x nG peut être ,algébrique sur k, sinon il existerait une rolation

la. forme : 
°

On en déduirait :

c’est-à-dire p(an) = 0 ou a = 0 ce qui est absurde.

x étant transcendant sur k, désignons par L le sous-corps k(x) de K ’
et par L’ le sous-corps image ~~ (L ) K ’ (en fait ~ 1’(L ) = 

’

L ~ est certainement algébrique sur k . Sinon il existerait une spécialisation
. L’~.w~.~.~ L" triviale sur k . On en déduirait une spécialisation de rang 2 :

L -20142014~ L" triviale sur k, ce qui contredirait le théorème 3. Donc

I~ induisant une spécialisation de rang un sur L’ , le cas 1 montre que

ce qui s’écrit encore :

c’e st-à-dire :

On a bien l’inégalité :

ce qui démontre complètement le théorème 4.



COROLLAIRE. - d.t. [ ~ (K) : ~ (k) ] ~ d.t. [K s k]

~ 

En effet on a toujours m ~ n .

Montrons maintenant le s

THEOREME 5. - La dimension est toujours inférieure

ou égale à sa dimension valuative.

Soit :

. 

une chaîne d’idéaux premiers de A . Soit v0 une valuation de A de centre P0
sur lE . Il existe une valuation (strictement) plus fine v. de A ayant pour

~~ 
’

centre t~ sur A et, en continuant le procéda on trouve une chaîne

de v aluations de x ~ ce qui montre la théorème.

Si A est un anneau de Prüfer, quel que soit l’idéal premier P de A ,
A ~ est un anneau de valuation. Il y a donc ccrrespondance biunivoque entre

valuations et idéaux premiers de A. Si à premier % est attacha la

valuation v ~B ~ on voit t 
’

par suite :

6. - La dimension d’un anneau de Prüfer ost ég ale à sa 

valuative.

Les résultats de SEIDENBERG montrent que l’on peut énoncer la réciproque
partielle :

Pour que la fermeture intégrale d’un anneau d’ intégri té de dimension 1 soit

de Prüfer, il faut et il suffit quo sa dimension valuative soit égale à 1.

Enfin il résultera de ce qui suit que :

.La dimension d’un anneau noethérien est égale â. dimension

valuative.

Les théorèmes 3 et 5 permettent dans de nombreux cas de borner supérieurement
la dimension d’un anneau, en particulier tout anneau de nombres algébriques est
de dimension 1. Tout anneau de fonctions algébriques à n variables contenant

le corps des constantes est de dimension inférieure ou égale à n , ,



Nous allons maintenant montrer le :

~ ,

A est un anneau d’intégrité de dimension valuative d , .

l’anneau do polynômes A [x] à uno variable sur A a pour dimension valuative

.a + 1 .

Désignons par K (resp. ~~~~~~. ) le corps tes fractions (resn. A [x] ) et

soit une valuation do rang m l’anneau A . Elle définit une suite de m

spécialisations non triviales :

cette suite induit sur A la suite -le spécialisations :

Considérons le sous-anneau. V de K ainsi défini : un élément y 

appartient à . V s’il est nul ou de la 1

avec a ; et p .;;. q 

On voit facilement que V est un anneau de valuation de R qui définit une

spécialisation de sur K . La valuation correspondante est compatible
avec se trouve canoniquement spécialisa sur li , x étant

spécialisé sur .0 . On en déduit la suite de spécialisations :

Donc à toute valuation de rang m de A on peut faire correspondre une valuation

de rang m + 1 de h [x] . On a que d soit fini ou non : 
.

Par suite, si ~ = c~ , on a dim A[x*]=dim A + 1

Supposons donc d ~.:~ 

’

Soit n = dim A [x] (n 
, 

fini ou non), et soit une valuation de rang n

de Elle définit une valuation de rang m de A et on a les spécia-



Le théorème 4 permet d’écrire :

L’égalité d.t. [r]{ : K] = 1 et l’inégalité m  d montrent que n et

c1.t. [H’ : K’] sont deux nombres finis. On a donc :

le théorème. ..

COROLLAIRE 1. - Quel quo soit 

COROLLAIRE 2 (SEIDENBERG). - Si A est un anneau de Prüfer, on a : 1 
’

En effet, dim v A 
= dim A donc dim 

v 
A(n) = n + dim A et le corollaire est urne

conséquence immédiate de l’inégalité (2) et da t,héorème 5.

THÉORÈME 8. - Si A est u.n anneau d’intégrité de dimension val native finie,
il existe un entier N tel que pour tout n  N on ait :

où 0 est un entier inférieur on égal à dim A .

Considérons la fonction f(n) = dim A~’ - din A~" .

Conne f(n) une fonction décroissante bornée inférieurement 0

(Théorème 5), elle admet une borne inférieure ;.> qu’elle atteint pour n = ll .

Par suite n § N entraîne f(n) = ">1 ou dim = iim A(n) - ."X. et,
comme dim A(n) rr n + dim à , on voit donc que n > N entraîne

v v / .

On voit de plus que @ = dim A - 1)( f‘ dimv A , ce qui achève de démontrer le

théorème. On verra plus tard qu’en fait
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