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QUELQUES RESULT'TS NOUVEAUX ET QUELOUES PROBIEMES OUVERTS
DANS IA THEORIE DES QUASICORPS

par Lucio LOMBARDO-RADICE

1. les quasicorps et les systémes .. qui leur sont associés.

On appelle quasicorps droit (PICKERT [12]) un ensemble Q , possédant au moins

deux eléments distincts ¢ O, 1 , dans lequel sont définiesdeux opérations,
appelées "addition" et "multiplication" (on emploie les symboles de 1'addition

et de la multiplication usuelles), satisfaisant les axiomes suivants s

A) q c'est-a~dire l'ensemble Q vis-a-vis de 1l'addition, est un groupe
+ ? o

abélien, dont O est 1'élément neutre.
(Mo) O.a = 2.0 = 0, quel que soit a = Q .

(M) Vis-a-vis de la multiplication, Q - O est un "loop", c'est-d~dire un
quasigrouwe au sens de DUBREIL ([3], p. 45) ; les axiomes des quotients sont
vérifiés, il existe un élément neutre, 1 # 0 , c'est-a-dire un élémnent-unité

pour la multiplication.
(D,) Distributivité & droite : a(b + c) = ab + ac .
d

EB) si m, ,m,,,ceQ, m #m, , alors 1'équation :
10 M2 s My F

—m1X+m2x:c,

posséde une (et par conséquent une seule) solution x .

- L'axiome (E) est conséquence des précédents dans le cas fini (PICKERT [ 12] ,
LOMBARDO-RADICE [67).

Si on remplace la distributivité & droite par la distributivité & gauche,

(Dg) , on définit les quasicorps gauches.

Nous nous occuperons dorénavant surtout du cas fini. Dans le cas fini, on
appelle ordre du quasicorps Q le nombre q , de ses éléments. Or, l'ordre gq

d'un quasicorps (droit ou gauche) fini 9 est nécessairement une puissance,
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q= pt , d'un nombre premier p (LOMBARDO-RADICE [67., ANDRE [1]). On appelle

p la caractéristique de O parce que tout élément de Q+ a pour période p .

Par conséquent, Q, est un groupe abélien élémentaire d'ordre pt ; c'est-a-dire,
Q+ est la somme directe de t groupes cycliques d'ordre p . les dites propriétés
de Q, , dans le cas fini, sont conséquences particulieres d'un théoréme plus
genéral, suivant lequel, dans un quasicorps (droit ou gauche) Q , fini ou infini,
ou bien tout élément est apériodique, ou bien tous les éléments possédent une

méme période p , p étant un nombre premier ; dans le premier cas 3 contient

un sous=-quasicorps isocmorphe au champ de Galois, Y% , avee p é1ément, dans le
deuxiéme cas un sous-quasicorps isomorphe au corps des nombres rationnels (LOMBARDO-
RADICE [6], [7]).

La classification des quasicorps finis associatifs a été accomplie par
H. ZASSENHAUS [14] (les "endlichen Fastkdrper"de ZASSENHAUS étant précisément

les quasicorps finis, droits ou gauches, associatifs)., Dans le cas général, c'est=

d-dire dans le cas ou la multiplication n'est pas associative, le probléme de la
classification des quasicorps est encore ouVert, méme dans le cas fini. On peut

ramener le probléme de la classification des quasicorps, disons droits, finis ou
infinis, & un probléme "groupal", de la facon suivante (LOMBARDO-RADICE [67).

La correspondance

X —9-Sa(x) zax, ac€Q, a £0,

étant un automorphisme de Q, (& cause de (M) , (Dd)) , on peut associer & Q
(fini ou bien infini) un systéme J_ d'automorphismes tel que :

10 27 contient 1'identité (si et seulement si a=1, S, = I = automorphisme .
identique) ; '
20 7 est simplement transitif sur les é1léments de Q différents de zéro

(c'est une conséquence de (M)).

Inversement, donnons-nous un groupe abélien Q+ , et un systéme 3, d'auto-
morphismes de Q+ , simplement transitif sur les éléments # O de Q+ et conte-
nant 1l'identité. Fixons un élément u € Q , u # 0 , et appelons S, (a £ 0)
1'automorphisme S de 3. pour lequel on a : S(u) = a (la définition est

univoque, en conséquence,de l'hypothése 2)).
Posons alors

(M) adb=c (a, b,# 0) ,
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si, et seulement si 3

(') 8 .S () =8 (8,(u) =c

S_eS
( a'"b
& gauche, au point ce vue opératoire). Posons encore :

est le produit en sens groupal de Sa et Sb 5 on doit procéder de droite

(MO) O0.a = a.0=0 (a quelconque en Q+).

Avec les définitions (M) , (MO) on introduit dans l'ensemble Q_ une deuxiéme
opération (une "multiplication") ; on démontre que de cette manierc on transforme
Q, dans un quasicorps (6roit) Q (LOMBARDO-RADICE [67] , voir aussi PICKERT [12],,
p. %)

Les théorémes qu'on vient de rappeler permettent de ramener la classification des
quésicorps (droits) finis ou infinis & la construction de tous les systémes possi-
bles 2. , simplement transitifs et contenant 1'identité, d'un groupe abélien dont
‘tout é1ément est apériodique, ou bien d'un groupe abélien tel que chaque élément
posséde la méme période p , p étant un nombre premier. I1 faut toutefols obser-
ver que la correspondance entre les quasicorps Q et les systémes - n'est
pas, en général, biunivoque, plusieurs systémes ;_. , relatifs & un méme groupe
abélien Q+ , pouvant donner naissance & des quasicorps isomorphes (on en donnera

un exemple bientét j voir n° 3).

Si le quasicorps Q est fini, d'ordre q = pt , le systéme S associé & Q

“contient g - 1 automorphismes, et inversement.

2. Considérations sur la construction des systémes 2 associds aux quasicorps

(droits) finis.

Au point de vue additif, un quasicorps droit fini est un groupe abélien élémentaire
Q, +d'ordre pt , dont chaque élément # 0 a la période p, p étant un nombre
premier (n° 1). Cela signifie que le sous-groupe 'a} , engendré par a # 0,

a € Q,_, est isomorphe & X;;, si on appelle X; le corps fini avec p éléments
(corps fondamental de caractéristique p). Par conséquent, les éléments de Q+

peuvent &tre identifiés avec les  t-uples ordonnés de nombres de }; :
a = (al ) cee o at) 2

puisque chaque élément a € Q, peut s'écrire, d'une et d'une seule fagon, sous

la forme

U, + oo + a,_ U, ,

a=a t %

171



20-04

81 on choisit une "base" Uy eee , Uy dans Q.

Si s

a2 = (2, eovy at)S.Q s b=(b, eeny bt) €Q,

+

on a alors

= S
a+b=(a)+b 5 eee,ay+ b,) € Q,

l'addition des entiers a, , b, étent faite modulo p . En conclusion, on peut

by

concevoir Q+ comme un espace vectoriel V a t dimensions sur yp .

t
D'aprés des théorémes bien connus, les automorphismes de V, = Q  s'identifient

avec les transformations lindaires homogdnes réguliéres (t.{.h.r.) de vy o

C'estma-dire :

Chaque t.f.h.r., A, de V

chaque isomorphisme, & , de Q  est une t.2.hor., A, de vy o

 » @8t un automorphisme de V, =Q_ ; inversement,

la tf.hor. A &tant donnde par le systéme

X:{:Zaij}(j, i,j:l,.--t, ‘A‘#O,

on peut identifier la transformation A avec sa matrice (&) .

Pour construire tous les systémes possibles 2_ , auxquels sont associés des
quasicorps (droits) finis d'ordre g = pt , 11 faut alors, et il suffit, de
construire tous les systémes possibles o, , formés par q - 1 t.t.here de Vt s

(1) contenant 1l'identité ; .

(2) simplement trensitifs sur les éléments (x, , «.. , %) # (0, see, 0)

de Vt .

En conséquence de (2) , il existe unc, et une seule, t.f.h.r.S & 23, telle

que :
S(1,0, vee y 0)=b=1(b, «0v b)) £ (0, 0, «ovy 0) 3

designons-la par le symbole Sy, - la matrice associée a S, est du type
suivant s

3 7 c e rl— ‘\\I

(P Pra Mg \

i /3 / g

gy | P2 P22 Py |
By =1, |
" ao

byl e Ty



I1 faut déterminer les B., (i=1,2, eoa , t 3 F =2, ces, t) de
fagon que @

©) (8,)) #0 3

(1) s = identité ;

(1,0,...,0) = °1
(2 Sb(z) #8,(z) , 81 b#c, quel que soit = £0, zeV

simple transitlivité) ; c'est-a-dire de fagon que :

& (&4 cause de 1la

b= Po- Yo e Doy iy
by =y Bam Yy oee By - Yoy
ene s e e 0 e tee #O
x5 . I
by = oy Piom Yo oo Pyg = Yoy

(condition nécessaire et suffisante pour que le systéme

B _ V2 :
b1 X, ¥ j%2 Xy +oaee # plt X, = cp X o+ 312 Xy 4 eea ¥ Xlt X,

rj = ; oo
R ﬁ%t X, = o X o+ \Q2 X, + +‘gtt X,

n'ait pas de solutions différentes de la solution nulle).

b, x

t 1

Dans le cas fini, la condition (2') est équivalente & (R). En effet, dans ce
- cas, (2') nous assure qu'un élément X = 5 ooy Xt) # 0 est transporté

par les q - 1 +transformations S, du systeme S dans q - 1 éléments non

b .
nuls de V_ différents entre eux. Cela signifie que, étant donnés deux éléments

t
X , y non nuls de Vt s 11 existe une et une scule transformotion
SE€ 2T telle que : S(x) =y : 35 est simplement transitif sur les éléments
£0 de Ve |
En utilisant les conditions (1) , (2') au lieu de (1), (2), la construction
effective des systémes %, relatifs & un groupe abélien élémentaire donné

.t P S o
%,dMMm,q:p,pwt&mrmm%aumwbmsmmm:v

(32) Déterminer les éléments ﬁﬁj des g -~ 1 matrices (b = (bl’ oo 3 bt)
parcourt Vt - 0), de facon que les conditions (0), (1), (2') soient satisfaites.
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3¢ Iecas t=2, q:pz.

Dans le cas t=2, q= p2 , soient s

- [x ‘g(x ,'y)\"».
®(x,9) 7 (y "), ¥)/

les q~ 1 matrices d'un systéme . (n® 2, fin ; (x, y) percourt

V, =~ (0,0), o V est llespace vectoriel & deux dimensions sur

2,P 2,D

i S0 7 (o 1} y elestmd~dire : (1, 0) =0, 71, 0)=1).

oo

sl o +
Considérons alors, dans le plan affine S, (sur Y;) la correspondance &

a.,p
f@ Ex, )
\)_'))(X ) y)
c'est-3-dire la correspondance : a(x , y) = (§ ,f?) .

g est 3

(a) une trensformation (correspondance biunivoque) de S, - (0, 0) en
L , i

soi, telle que :

(b) la droite unissaut dewx points (x, , ;) , (x,, yz)'et la droite

unissant les deux points correspondants (5§, , )1) =a(x, , yl y €, ,/92)=6(x2,y2)
ne sont jamais paralléles ;
() (1,0) = (o, 1) - En effet, la condition (2') (voir n°® 2) devient dans

notre cas

x =%y 30, 3) = B, 3,)

(1) Rl R e Iy
Yy =¥ 99 Ny NEy 5 Tp

en lengage géométrique, la condition (") se traduit rar la condition (b) . lLa.

condition (2) est équivalente & (0) , tandis que la condition (c) équivaut. & (1).

Dans une recherche, que je n'ai pas encore achevée, je me propose de déterminer
toutes l.s transformations ¢, jouissant des propriétés (a), (b), (c). Ici,

j'expose seulement les tous premiers résultats.

19 Ies transformations ¢~ lineaires homogénes donnent lieu & des systémes

= ’ auxque 1s sont associés des quasicorps 1somorphes au champ de Galois

¥q (@=1p") -

Soit, en effet ':

[

Z S=e xrayy

\,ﬁzblx+b

4
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4 cause de la condition (¢) on doit avoir : a, =0, b =1 . la condition
(b) (c'est=a~dire (2")) se traduit par 1'irréductibilité, sur Yé , de l'équation :

2 R
(2n1) oy t7 - Dby, t=1=0 (t= %= X.5_) R

Pour chaque couple de valeurs (a2 , b2) donnant lisu & une équation (2") on
obtient un systéme 2. , et par conséquent un quasicorps droit, qui est aussi
un quasicorps gauche et associatif, ot par conséquent un corps isomorphe a
-
i
20 (M, HAAL [57, voir aussi PICKERT [[12], PANELIA [11]). On obtient les quasi=

corps (propres) bien connus de M, HALL en posant :

' -1
1) £= ((r - x)x + 1)y 3 M=T-x,

dans le cas ob ¢ y # 0, 1l'équation : x° - rx - 8= 0 étant irréductible sur

Y

p
(2) %:O, 'Y):X,Si y=0.

3° Avec les formules ¢

7z _ v . _ X
S22 )Tz
X +5 X + Yy

on obtient un systéme ¢ ¢_) si et seulement si p = 3 ; dans ce cas le quasi-

corps (droit) associé au systéme »_, est le quasicorps "exceptionnel" deNDRE

[2], clest-a-dire le seul quasicorps de HALL (voir [5])qui soit associétif H

pour ce quasicorps ona p=3, r=0, 8 =-1 (pour la démonstration du

fait que le quasicorps exceptiornel est le seul quasicorps de Hall essociatif

(voir [13]).

En principe, les conditions (z), (bj, (c) permettent la construction effective
de tous les systémes o(2_) possibles pour un ordre q = p2 donné ; elles nous
font voir, en effet, quels sont les choix successifs admissibles pour les valeurs
ultérieures des foncﬁions Z y Mo étant donné un groupe de valeurs "compatibles'.
Ctest-a-dire : on a une regle pouwr effectuer les choix successifs des matrices
(37) néeessaires pour construire un systéme 7_. . Du point de vue des calculs
effectifs, on peut, nous semble-t-il d'aprés notre expérience, les effecctuer sans
1taide de machines & calculer seulement pour les toutes premiéres valeurs de p2 .
En effectuant les calculs dans le cas p2 =9 , jtai trouvé le résultat suivant :
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Dans le cas p=3, t=2 (q=9) ily a dix systémes possibles 3 de

- s s ar———

transformetions linéaires homogencs régulieres de 1'espace vectoriel v, ,3
c'est-a~dire dix systémes possibles ¥, d'automornhismes du groupe abellen

é1émentaire d'ordre 9
10

systémes 22 donnant lieu au corps )(9 ;

10 Hy o Hy

3
1 un systéme pour chacun des 3 quasicorps droits de Hall, H
Of d'ordre 9 (voir (2) ; dans le cas q = 9 il y a seulement 3 quasiaorps

de Hall distincts, associés aux trois équations irréductibles de 2
degré en YB)'

50 4 systémes } ! donnant lieu & quatre quasicorps droits, différents des

précédents, mais isomorphes entre cux, et isomorphes au dernier quasicorps droit

d'ordre 9 , H4 ’

Notre résultat confirme le résultat énoncé, sans démonstration, par M, HALL
4 la fin de [5] , c'est-a~dire :

donné par M, HALL & la fin de son mémoire [5] .

I1 y a quatre types de quasicorps droits propres (# X’g) non isomorphes d'ordre
9.4

Observation, = Un chargement de base en - V2 " est une transformation linéaire
” - s

homogéne régulidre :

faisant passer des coordonnées x , y aux nouvelles coordonnées

X+ k¥
2
BT ko

)"x' =k
A
X + k22 v

ko1

1

Avec le changement de base (de coordonnées), X , on obtient, & pertir d'un
systéme L , un nouveau systéme : J_' = K 7 Kt ; qui est encore un systéme
d'automorphismes de V2 t contenant 1'identité et simplement transitif sur les
éléments non nuls de V2 4+ & et 2" domnent lieu, évidemment, & deux
quasicorps droits isomorphes entre eux (voir n° 1, régle (M') , pour la défini-
tion de la multiplication). Dans notre exemple, c'est-a-dire dans le cas des
systemes . de Vz,3 , ona 2. =KZ2 K"1 pour tout changement de base, pour
les automorphismes 3T appartenant aux classes 2°, 3°, 4°, tandis qu'en opérant
tous les changements de base possibles on obtient, & partir d'un 7 de la
classe 1) (de la classe ‘3)), deux autres systemes St ;é 3 (resp. trois),
tels que Yook Dkl
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4. Quasicorps droits géométriquement isomorphes. Sous-plans d'un plen lineaire

sur un quasicorps droit {plan dc translation).

D'aprés des théorémes bien connus, on peut associer & un quasicorps droit Q
un "plan de translation" T1(3), c'est-a-dire un plan projectif possédent toutes
les homologies spécinles ayant pour axc la "droite & 1'infini", .2<D.TT(Q) est
le plan linéaire & coordomnees dans 7 , c'est-a-dire : ‘

(a) 1les points de TT(Q) =~ 2%0 (plan "affine" sur Q) sont les couples ordonnés
d'éléments de Q

(b) 1les droites de T(Q) - ﬁoo sont les ensembles de points satisfaisant &
une équation : () x=k, ou (f) y=m+b (k,m, b&Q . On passe de
la fagon usuelle du plen affine au plan projectif ; voir M. HALL [5], PICKERT
[12] , DUBREIL-IESIEUR-CROISOT [4] .

Nous appellerons (avec G. F. PANELLA [117]) deux quasicorps droits Q , Q' iso=-

morphes géométriquement si, et seulement si, les plans 10(Q) , TT(Q') sont iso-

morphes, Tandis que l'isomorphisme algébrique (ordinaire) entre 0 et Q!
~entrafne 1'isomorphisme géométrique, il est possible que deux quasicorps droits

qui ne sont pas isomorphes algébriquement soient isomorphes géométriquement.

J. ANDRE [27] a démontré que deux quasicorps droits associatifs sont isomorphes

géométriquement si et seulement si ils le sont au sens ordinaire (algébrique).

G.F. PANELIA [[11] a démontré, au contraire, que deux quasicorps droits de

o : 2 .
"Hall, Q(X; , T,8), A , r's'), ayant méme ordre p , sont toujours isc-

morphes géométriquement (Q(Xp , T , 8) est lo quasicorps droit de Hall obtenu

3 partir de 1'équation : 2z rz + s irréductible sur )(p ;81 (v, 8) # (r' 8",

Q et Q' ne sont pas isomorphes au sens algébrique).

Le théoréme que nous venons d'énoncer est un cas particulier d'un théoréme plus

genéral, dd aussi & PANELLA, et qui n'a pas encore été publié, par lequel

Etant donné un corps F , possédant des polynSmes irréductibles de degré 2d

et deux quesicorps de Hall sur F : Q(F , r, s) , Q'(F , r', s') , une condi-

tion suffisante pour que O , Q' soient géométriquement isomorphes est que les

. s - - Z 2 .
deux polynémes irréductibles sur F : 2 ~-rz-s, z' =-r'z' -s', solent

projectivement équivalents.,

A notre opinion, il faudrait étudier les licns existants entre les théoremes
cités a'indré et de Panells, qui donnent une réponse & la question de 1'isomor-
phisme géométrique dans certains cas particuliers, et les théoremes plus généraux

de Skornjakov, donnant les relations algébriques qui existent entre les quasieorps
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associés aux différents répercs (affines) d'un plan de translation donné.

Une autre question se pcse 3 la détermination de tous les sous-plans d'un plan

de translation donné. R. MAGARI [9] a résolu ce dernier probléme dans le cas du
plan "exceptionnel" d'André (voir n® 3 , 3), tandis que G.F. PANELIA [10] a
démontré que, dans une certaine classe de plans de translations finis, est véri-

fiée la proposition configurationelle Té , introduite par LOMBARDO-RADICE (8] .
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