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L’introduction de la théorie algébrique des valuations, dans l’étude des variétés

algébriques et absolues, est un aspect caractéristique de la géométrie algébrique
moderne : elles sont utilisées, en particulier dans les problèmes relatifs à l’uni-

formisation locale et à la résolution des singularités des variétés de dimension
inférieure ou égale à 3, sur un corps de base de caractéristique 0 ; par -

0. ZARISKI, de caractéristique quelconque, mais parfait , par ABHYANKAR. Los val-ua-
tion interviennent en effet dans les fondements de la théorie arithmétique des trans-
formations birationnelles et des correspondances algébriques, en particulier des
transformations monoidales quadratiques.

Si v, 1 et v. 1 + sont deux variétés localement normales sur un même corps de

définition k , si T est une transformation birationnelle sur k , sans points
fondarnentaux sur ~Tl+~ ~ le lieu fondamental de T sur est défini par un

idéal F . Si F est premier, T est monoïdale ; si de plus F définit un point

Oi de T est monoidale quadratique (ou une dilatation). Supposons par exem-
ple que V. soit une surface non singulière en elle a en ce point des para-
mètres uniformisants x. , y.. Si 0.. appartien t à la courbe rationnelle non
singulière T(0i) dont les points sont en correspondance (1, 1) avec les tangentes
en 0. 1 à en pour paramètres uniformisants 
liés à x. , y. par1 1

... 
,

(Ceci est une canception algébrique de la notion des points 0i , G. 
1 

infiniment
1 1+1

voisins, pour une surface V sans singularité).



L’usage des transformations monoïdale s provient du fait que le centre ~1, défini

par l’idéal F est transformé en une hypersurface W. 1+1 de V. ~.+~. ~ les points
simples se transformant en points simples. Enfin elles peuvent simplifior un point
singulier de V. sur pourvu que ce point soit simple sur W..

A chaque point P d’une variété V est associé l’anneau local du point P

0 k ~P f V) , sous-anneau du corps des fonctions rationnelles sur V définies sur

k . A chaque sous-variété W , lieu de P 1 est attaché l’anneau local 0k(W , V) ,
, 

V est k-normale sur W si 0 ~W ’ V) est intégralement clos. M est simole

sur V ~ si 0 k ~W ~ V) est régulier, c’est-à-dire si l’idéal maximal Mk(W , V)
est engendré par un nombre d’éléments égal à sa dimension, qui est dim V-dim f~ ,

Si P et P’ sont deux points correspondants respectivement sur V et V’ ,
dans une transformation T ~ Test régulière en P ~ si. Vt ) r 0 k ~P ~ V) ;
T est birégulière en P et P’ ~ si 0 k ~P ~ V) ~ 0 k (P~ ~ V’ ) . D~e ceci résulte .

, 

que deux sous-variétés W et t respectivement situées sur ~l et V’ ~ se cor-

respondent par T si et seulement s’il existe une valuation du corps commun des

fonctions rationnelles des modèles projectifs V et V’ , qui ait pour centres
respectivement W et sur V et 

Nous nous proposons ici de donnor quelques résultats établis récemment par 
’

S. ABHYANKAR, généralisant les notions algébriques introduites précédemment et
conduisant à la définition du transformé quadratique d’un domaine local (anneau
local qui est un domaine d’intégrité). 

°

Un annoau local R d’idéal maximal M sera noté (R, ~~) 9 il sera dit algébri-
que, s’il est anneau d’une sous-variété irréductible d’une variété algébrique ;
il sera dit absolu, s’il est anneau quotient d’un domaine A ~ extension finie sur

l’anneau Z des entiers rationnels, par un idéal premier de A. Soit v une va-

luation du corps des quotients K d’un anneau local R ~ ayant pour anneau de
valuation R et pour idéal des non unités M , v a pour centre M dans R f
si et 

Lemme s préliminaires.

LEMME 1. - Si R est un domaine noethérien, avec corps des quotients K, et
A un idéal propre dans R ~ il existe une valuation réelle, discrète v de K

telle que R ~ R et A (place de K).

Soit yu ., , u j l une base de A et w une valuation de K de centre A dans

R ; supposons w(ui) . Soit S == R[u2 u1 , ... , us u1] . On a AS = 



Puisque M v contient k 9 0 , et S pas unité. Puis-

que S est tous idéaux premiers isolés de l ’idéal principal

u S sont minimaux; soit p i ’Un d’eux. Soit S’ = S p ot soit m = pS’ .
S’ un domaine local, avec un seul idéal premier pS p non nul. La clôture

intégrale de S’ dans K est l’intersection d’un nombre fini d’annoaux de valua-

tions associés à des discrètes réelles (c’est-à-dire de rang 1) de K.

Soit v alors R 
v 

~~ S’ , , ot ~~ 
v 

v- Donc R v ~:’ R M 
v 

’J li .

2. - Soit (R, un local normal intégralement
clos dans son corps des quotients I~ ) . Soit u ~~ K tel que u _ R f~t R ,
il existe une valuation v réelle discrète de K, de centre M dans R, telle

que v(u) .~ 0 .

Soit R’ = R [u] et M’ = MR’ = M [u] . Montrons que M’ ~ R’ . Si M’ = RI ,
s .

existe des élém.ents a , ... , a, dans M , tel que 1 =  a. ul . 
a.

ao - 1 n’est pas dans M , et ainsi est une unité de Il ; alors bi = ai a0 - 1 ~ R ,

b = 1 et 03A3 bi(1 u)s-i = 0 entraîne 1 u ~ R p uis q u;; R est intégralemento u

clos. Donc M’ ~ R’ t ; par le lemme 1 , il existe une valuation réelle discrète

de K, telle que R’ 
. 

et M  ~f~’ , et ainsi R et R ~ I V ~ M ,
avec v ( u ) ~ 0 . ,

LEMME 3..- Soit R1 ~ R2 ... ~ Ri~ une suite de domaines d ’ i nté gr ité s

normaux, et quasi-locaux, avec même corps quotionts K (R, 1 contiont un seul

idéal maximal Mi), tel que M ~ R. = M, a Supposons que ~Ri ne soit
1 1 1

pas l’anneau d’une valuation de; K, alors il exi.ste une infinité de valuations

w de K ayantpour centre M1 dans R. , et de R.-d.imension positive, pour... ~ , . i Rw , 
r 

.

tout indice 1 que est de degré de trancendance posotif sur
R. w
i Mi).

Cas particulier. - Si (R. , ~~~1. ) une suite d’anneaux locaux normaux à deux
1 1

dimensions, avec môme corps quotients R. K , si k ~ Rz ~ .. , où k est

un corps algébriquement clos, et où k = 1 pour tout i ; si ~Ri n’ext pas
1

l’anneau d’une valuation de K , il existe une infinité de valuations w de K 
’

qui ont pour centre Ml dans Rl et qui sont des Ri-dimension 1 , pour tout i .

Si, enfin les R. l sont les anneaux . quotients sur des variétés algébriques .

Vl , on retrouve la suite de transformations quadratiques utilisée par ZARISKI.



DÉMONSTRATION du. lemme 3. - D’après les h,ypothèses on a canoniquement

C.... Posons et M~ ; D = ~ Ri Mi est un corps et

D = R M . Puisque R n’est pas un anneau de valuation de K , il existe an élément

x de K , tel que et x -1 ~ R ; si h est l’homomorphisme de R 
. 

sur

D y comme R est normale il existe un homomorphisme H de R [xj sur D [xj
dans lequel H(x) == X ~ X 

, 

étant une transcendante sur D . (A a. x ~ a. ~ R ~

correspond par H h(a.) X~) [il] . Soit p un idéal premier de D [XJ et

P = H" 1 (p) . Par le lemme 2 il existe une valuation w de K ayant pour centre

P dans R [x] . Puisque ~ contient D(x) ~ w a les propriétés voulues.

Comme il existe une infinité d’idéaux p ~ il existe une infinité de valuations

w . : 

’ 

.

LEMME 4. - Soit (R ~ M) un domaine local normale a deux dimensions avec

corps des quotients K ~ et P un idéal premier minimal de R :

1~ R~ est l’anneau d’une valuation réelle discrète w de K .

2° Il existe au moins une et au plus un nombre fini de valuations v de K ,

ayant pour centre M dans R et composées avec w R C R)
3° Chacune de ces valuations v est discrète de rang 2 y et de R-dimension

zéro.

R normal est l’intersection de ses anneaux do valuation essentiels, c’est-à-

dire des anneaux RP , où P est idéal premier minimal. Rp est de dimension

1 ; donc les valuations sont réelles discrètes.

. 

w a pour anneau de valuation Rp et pour idéal PRp t w peut être composée

avec une valuation du corps RP/PRP , c’est-à-dire.du corps des quotients de
R/P . R/P est aussi un anneau local de dimension 1 ( [7] ~ p. 65) ainsi la

clôture intégrale est l’intersection d’un nombre fini d’anneau de valuations

réelles discrètes du corps ? des quotients de R/P . Soient, v~ ~ ... ~ v’ .

ces valuations. Les valuations v. composées do w et de v’ sont des valua-

tions de K de rang 2 discrètes et ayant pour centre M dans R (Rvi ~ R/P .

Donc M , 3 et M’ = ° Elles sont de R-dimension zéro d’après le

théorème suivant de S. ABHYANKAR.

THÉORÈME. - Soit (R , M) un domaine local de dimension n , avec corps des

quotients K et corps résiduel k ; soit v une valuation de K ayant pour



centre M dans R ; soit d ~ r et p respectivement la R- dimension, le

rang rationnel et le rang de v ~ alors d+r~n.Si d + r = n ~ v est

somme directe entière et RjMv a une base finie sur R/M .Si d + P = n ,
v est discrète et a une base finie sur R/M. De plus si d = n - 1 ,
v est réelle discrète L3J et R /M est extension algébrique finie de R/M .

COROLLAIRE - Soit (R ~ II) un domaine local régulier à deux dimensions avec

corps des quotients K ~ et x une non unité irréductible de R

1° R p est anneau d’une valuation réelle discrète de K

2° Il existe une infinité de valuations de K ayant pour centre M dans R

de R-dimonsion C ~ et qui sont discrètes de rang 2 .

R étant un domaine local régulier de dimension 2 ~ R est un domaine à

factorisation unique, c’est-à-dire que tout idéal premier minimal est principal
( [5 ] , paragraphe 37 ou[l0j) : 1 donc P = xR et le lemme précédent s’applique.
Il suffit de montrer qu’il existe une infinité de non unités irréductibles x

premières entre elles : soit x , y une base minimale de M~ P = xR et w la

valuation réelle discrète de K avec R = R-.. R étant régulier. R/P =’R
est régulier de dimension 1 ( [7] p. 73), et R = Rv., v’ étant une valuation

réelle discrète du corps ’K ~ v’(y’) = 1 si y’ est la classe résiduelle de

celle contenant y (module P). Posons x = x + y~ (m entier positif)

xm ’ y est une base de M et x est une non unité irréductible ;

v(xm) = (0 , = (0 , m) . Donc v(xm) ~ v(x ) pour m ~ n . Ainsi il
existe une infinité de non unités irréductibles x. premières entre elles par
couples.

DÉFINITION. - Soit (R , M) et (S , N) des domaines locaux avec même corps
des quotients K tels que S ait pour centre M dans R (S contient R et

N ~ R = M) et tel qu’il existe nombre fini u, ... dans S,
et que S = Ap où et i S ost dit trans-

formé fini de R . 
’

Propriétés :
1° Si R est noethérien, S est noethérien

2° Si R est algébrique sur un corps de base k (c’est-à-dire s’il existe des

éléments x.... x dans R tels que R = Ap avec A = k ... , x ]
et P = A ~ M)~ S est algébrique sur le même corps k.

3° Si R est absolu, S est absolu.



4° Si T est un transformé fini de S ~ T est transforme fini de R.

Transformé quadratique.

(R ~ H) est un domaine local régulier de dimension s ~ 1 ayant

pour corps des quotients K et pour corps résiduel k = R/M . Soit x.... x~
un système de paramètres de R et v une valuation de K ayant pour centre M

dans R ot telle que pour un certain ordre dos x. , pour tout

i . ,Soit A = R ... ] , P = A  Mv / S = A-, et N = PS. S est

appelé premier transformé quadratique de R le long de v. S est un transformé

fini de R car : 
’ 

’

Propriété I. - (S , N) est un domaine local régulier de dimension t  s ,

v a pour centre N dans S et si d et d’ sont les R-dimension et S-di-

mension respectives de v , alors s - t = d - d’ . 
’

Pour démontrer cotte propriété on utilise le lemme suivant :

x.
préliminaire. - Avec les notations précédentes, posons y = y. = 2014

pour i > 1 . Alors y. A R = M et k peut être canoniquement identifié à

un sous corps de A/y.A .Si y~ ~ ... , y’ sont les résidus module y. A

de y~ ~ ... , ceux-ci sont algébriquement indépendants sur k ~ et A

peut être identifié à un anneau polynômes k [y2 , ... , de s - 1

variables indépendantes.

Pi w est la valuation M-adiquo de K ~ A et w(y.) > 0 . Donc
1 ~ y A . y R et comme y. A ~ M ~ y A ’~ R = M . D’où l’isomorphisme
canonique de R/M sur A/y. A ; do plus R = car y. A est idéal premier

minimal de A , centre de w dans A .

Il rasta à montrer que les classes résiduelles y’ sont algébriquement indé-

pendantes sur k. La démonstration se fait par 1/absurde : s’il existe un

==T~ t.. s y~ ... a coefficients non

tous dans M ,et tel que f=0 (mod y. A) , alors f = y ... y ) où g

est un polynôme à coefficients dans R ; en multipliant par une puissance conve-
nable de y, = on obtient une forme F de degré t 1



Donc + 1 et F ~. donc F est d’ordre t + 1 au moins, co qui
est impossible. .. ’

COROLLAIRE. - Si m est un idéal maximal contenant y~ S = ~ est

un anneau local régulier de dimension s et y. fait partie d’une base minimale

de N = mS .

Comme m/y. A est un idéal de dimension 0 dans l’algèbre de polynômes à
s - 1 variables k ... ~ y’ ~ , il a unc base formée de s - 1 éléments.

Ainsi m et N 
. 

ont dos bases de s éléments y k est d~~ hauteur s - 1 .

. 

Donc N est de hauteur supérieure ou égale à s . Comme la dimension de S est

égale à s, S est régulier.

S ost déduit de R par une transformation localement quadratique. Si l’on

obticnt un anneau local régulier R par application d.~ n transformations

quadratiques successives, R 
n 

est dit le n-ièmo transformé quadratique de R .

DEMONSTRATION de la propriété I. - Comme il existe un idéal maximal, m

m ~ P ) y 1 A , dim Am = s dim AP = t. m possède une base de s éléments

dont l’un est xl. Dans jh.’ = k (X2 , Xs) , la hauteur de A = hauteur

possède de une base de t éléments dont l’un est xl. Donc Ap
est régulier de dimension t ~. s . Puisque l~ ~ R = P~~ , S/N C 

puisque le degré de transcendance de (isomorphe à si P’ = A)
sur est R-dim(v) - S-dim(v) = d - d’ .

, 

’ 

’ 

.

Posons 1~o = R , R~ - S . 0 Puisque dim S :dim R , supposons que

l’on puisse itérer l’opération )t que dim R. ; ~ pour i=-l~...~n-l ;
alors R est défini et appelé le n-ième transformé quadratique de R (le long
de v).

Propriété II. - Si (R, M) est u.n domaine local régulier à n dimensions

(n > 1) avec corps des quotients ~i , et si. v est une valuation de .I~ ayant
pour centre M dans R, telle que R V soit de degré de transcendance
n - 1 sur la suite quadratique le long de v issue de R est nécessaire-

ment finie, c’est-à-dire que si R. J. est le transformé quadratique de
R le long de v tel que dim R. 1--~. =~ 1 , alors il exista un entier h tel

que Rh est de dimension 1 : r~ = R v et il existe un corps T tel que

R/M ~ T ~ Rv/Mv , T étant à hase finie sur et R M ét ant une extension

transcendance pure de T.



La démonstration sc fait par l’absurde. Supposons 1-z suite R = R C R1 ...
" ’ " ’ ~ ’ " ’° ’ ’ ’ 

’ - o .

infinie. D’après la propriété L , il existe un entier t tol que dim Rt °=-° dim Rt’
où t ’ > t it dim v = m - 1 c t e st extension algébrique

oo oo

de Rt ’/Mt’ . Soi t S = É_,Î Ri et N = (_j Mi , comme dans la preuve 
du lemme 3 , S

est un anneau local d idéal maximal Fl et de corps des r;,>st»s L) Ri/Mi .
S/N n,st donc extension algébrique de ,, v a pour centre M, dans

R, pour tout 1 , et par suite v est réelle discrète d’après le théorème

d’ABHYANKAR.

Supposons quc È n; soit pas un anneau de valuation de K , «lors il existe

un élément x de K tol que x f. S et 1 x Ê S . Donc x f, îi et 1 x f" R è Alor s

x = [ avec y é 1 , ct z G 14 . Donc v(y) > 0 ot v(z) > o ; Si x1 ... xn
est un système de paramètres de R ti que s R1 pour

1 = 1 , ... , n . 
~

en itérant on détermine y. et z . dans M. avec x = yi zi et

ce qui est impossible puisque v est discrète.

Ainsi S est anneau d’une valuation w de K . Puisque R~ a un transforme

quadratique : dim 1 9 c’est-à-dire m>1 : v a une Rt’-dimension

positive pour t’ ~. t . Or ..

Donc v = w et par suite Rv/Mv = S/N est extension algébrique de ce

qui contredit R’ - dim v == m - 1 ’>0 . Donc la suite est finie : soit R. le

dernier transformé quadratique ; dim R, = 1 ; c’est donc l’anneau d’une valua-

tion réelle discrète de K ; puisque R, == R .
Soit T = R../K . et d la dimension de P~ ~ ~ d J>1 ; soit x.... x.

une base minimale de M. toile que v(x.) . Par définition ot par le
lemme préliminaires si A == R~_. L 

1 
... ] ~ A est isomorphe à



l’anneau e polynômes i£’ = ? l yj ... d 1 > si P = à ~ Mh , P’ °=°- P/x1 ’1

hautour de P’ = dim R -~ 1 = 0 . Donc ~’’ ~ (0 ~ . . Puisque est

isomorphe à à l’anneau de polynôme sur T, 

extonsion transcendante pure de ’r degré d - 1 positif. 1 Gomme est

transformé fini de R ~ R M V ~, base sur R/M. Donc T a uno base

finie sui R~~~~ . ~

Si V est, une algèbrique à r dimensions, ayant pour

corps de fonctions K sur k, si v est diviseur premier de K sur k ,

et si W est centre de v sur (un divisour premier est une valuation

ayant pour jT - dimension r - 1) . Soit s la dimension de W . Supposons que v

est de deuxième espèce sur V (s  r - 1) et qu:.a W est simple sur Si

U’’ est un autre modèle projectif de K sur k tel que v soit de première

pour V’ , que U’’ soit normale sur le contra w~’ dc v sur V’ ~t

si L désigne le corps des fonctions de 4J’ , alors :

1° est une variété réglée c’est-à-dire il existe un corps T tel que

k ~ T ~ L et tel que L soit une extension transcendante Jure de T de 

de transcendance positif.
2° Si r = 2 , il existe un corps T qui est une extension al.gébrique de k,

tel que k L et que L soit une extonsion pure sur T le legré 1 .
3° Si r = 2 et si k est algébriquement clos, alors L est un ; extension

transcendance pure le 1 sur k est une courbe rationnelle.

En effet 1 se ’t~ propriété II laquelle on pour (R ~ M~
~d sur V, ct L = R V ; 2° (le 1° et ~° ,

LEMME 5. - Soit une suite strictement croissante l’anneaux locaux

réguliers à veux dimensions avec u.n même corps quotients K ; soit 

, ] , , 

00 
" 

§
maximal ~?.~; Ri et S ~ ~~ , Rl . On suppose que transf ormé

p ’0 ~ 
. 1+ 

.

quadratique -?e Ri pour i = 0 , 1 , 2 ...
1° S est anneau r’ une valuation v’ ~.~; K ayant pour centro Rl

et pour Ri-dimension 0 pour chaque i .

2° Si v est uno .le K ayant . pour centre Mi Ri Pour tout

i , alors v = v’ .

On peut supposer premier transformé quadratique de Ri ce qui ne

Change pas S. Si S n’est pas un anneau ~e valuation, l~ lemme 3 il

existe une valuation w ~~e K ayant pour centre Mi flans ayant une 
.



R. -dimension positive pour chaque i . Par le théorème sur les valuations, w

est diviseur premier de FL et ainsi par la propriété II, la suite serait finie.
Donc S = Rv’, v’ étant une valuation K ; alors M , , =  Mi , d’après la
démonstration du lemme 3 ;

v’ a pour centre Nh dans chaque R. et a une Il; - dimension nulle par la,

démonstration ~.c la propriété II.

Si v est autre valuation K ayant pour centre M. ~ans R. , alors

et par suite v = v’ .

Les théorèmes suivants sont ceux de 1 Uniformisation ’’’ans les domaines locaux

réguliers à. ~.eux dimensions. Leur contenu géométrique est le suivant: les .

singularités d’une courbe située sur une surface algébrique ou absolue non sin-

gulière peuvent être résolues par transformations quadratiques appliquées à la
surface.

Propriété III. - Soit (~ ~ M) un anneau local régulier algébrique ou absolu
à deux -~.imensions, K le corps quotients R , P un idéal premier mini-

mal de R et w la valuation K, telle que R = R ; soit v une valua-

tion de K composée avec w et ayant pour centre dans R ; soit

(R , M ) le n-ième transformé quadratique de R le long de v ; P. = R. n M ;
alors P. est un idéal premier minimal dans R. pour tout i, et il existe
un entier n tel que pour i ,> n , on peut choisir uno base xi y. de M,
pour laquelle x. R. = P. , v(y. ) = (0 , 1) , et v(x. ) = (l , a) où a est 

.

un entier. Ce théorème généralise un théorème de M. Zariski [11] .

Puisque R == M et Pi fi R Mw = P , et puisque R, est à rI,eux di-

mensions, Pl doit êtro un idéal premier minimal dans R.. Soit (x, y) une

base de ~~ tello que v (x~ ~ v (.Y~ 9 alors w (x~.~ w (y; ; de plus x n’appar- .

tient pas à P sinon on aurait w (x~ ~ 0 et ,~ 0 ~ ce qui entraînerait
M = P . ,



soit R  = R [y/x ] , W = R  ,7 M , P  = R  p M ? = R/P fi = M/P

R  = R /P  ; M  = M /P  ; Î, i = R./P, i i fl. i = et K = Rw/Mw ; soit v la

valuation 4e 1 induite par v ; soient Î , § les classes résiduelles modula

M de x et de y ; OE. , 14. ) est un domaine local à une dimension ayant pour

corps des quotients K ; la valuation réell..e discrète v de K a pour centre

Mi dans Ri et R = Ro ~ R1 ... ; donc M1 = M  .R1

,.....x .,.,..x ........~, .." "

Ainsi ~~’~ ~. xR et M R~ = x1 h~ ; 

avec zl+ 1 ~ Ri+ Z pour tout i .

On montre que ~ Ri = R : si c ~ R , et b ~ 0 .
v v

Si b ~ M al or s c  R . Si b M puisque v(a) v(b) , s, ~ M . Ai n s i

b = b 1 z 1 a I et b 1 dans R 1 c ~ R1
1

ou soit a 1 et b 1 dans M 1. ... Finalement si c n’appartient pas à

alors a = an z1 .., z et b = b z ... z , avec a et b dans R ,
n 1 n n ~ n n n n

Puisque ~~~ 
1 
= R r~, M , nous devons avoi.r v(z ) ~ o ~ dont v(b) ~ n . Onn~1 n~-2 -~ n

v

trouve Z comme groupe des valeurs de v . Puisque v est réelle discrète et

que b est différent ~e 0 pour un certain n , nous aurons c ~ R : ainsi
n

~ Rj R. - R . Soit S. la clôture intégrale de Rj dans K ; S. est un
, ~. V z 

, 

1 1

domaine de Dedekind avec un nombre fini d’idéaux premiers, et puisquo l’anneau

quotient de Si par rapport à un idéal premier est un anne,au de valuation réelle

discrète, nous avons S. = ~ ri R pour u ~ ~J . , où w . e st l’ ensemble f ini des
. 

1 
u 

u 1 a.

valuations ’réelles discrètes qui ont pour contre ~~, dans R. ; de
plus ï~i a ~il+~ . Soit u~ ... uh les valuations de wo différentes do v .

Puisque R est un sous-anneau maximal il existe a. ~ R tel que
V 

, 

1 V

a. 1 t R u. 1 9 puisque = R_ v ’ il existe un entier mi tel que vai ~ R . m. .

Soit m = max (m1 , mh) alors R pour i = 1 ! 2 , ... , h . De plus

Wm = {v} c’est-à-dire R-- e st la clôture intégrale dp Rm . D’après un lemme
m . J v fi

d’Abhyankar R est un module fini sur R . Ainsi par le théorème de la, base
, v 

m



do Hilbert, on Pout trouver un n tel que R. = R- pour i  n . Supposons

i > n et prenons yB dans Ri tel que v(yi) = 1 ; soit y. élément de R.

appartenant à la classe résiduelle alors (0 , 1) . . D’après le

lemme 4 , P. est un idéal principal. P. = x. Ri . Puisque = Rw ,

v(xi) = (1 , a) . Soit £ ~ Mi, Z son résidu mod P. ; z ‘ Mi et ainsi

= 00FF. t avec t si t appartient à la classe résiduelle de t , dans

R. , alors z - y. t ~ P. , c’est-à-dire z ~ (x. , y. ) il. , co qui entraîne

(xi , y,)R, = M," 
’ 

°

THEOREME. - Soit (R , M) un domaine local régulier à deux dimensions avec

corps des quotients K ; soit v une valuation de K ayant pour centre M

dans R ot de R-dimonsion nulle ; soit f un élément donné non nul de R,

alors il existe un transformé quadratique (Rx, À) de R do long de v et

une base x , y de M tel que f = y d ; . a ~ b étant des entiers

non négatifs, d une unité dans R~ et tels que les conditions suivantes sont

satisfaites s

A. Si v est réelle, de rang rationnel 1 , alors b = 0 .

B. Si v est réelle de rang rationnel 2 , alors ou b = 0 , ou v(xx) et

v(y ) forment une base entière pour groupe des valeurs de v .

C. Si v est de rang 2 , et si il est l’anneau dos quotients d’un point sur

une surface algébrique ou absolue, alors v(xx) = (1 , h) et (0 , 1)
où les v valeurs des éléments de K peuvent être écritos comme paires d’entiers

ordonnés lexicographiquement, et où h est un entier convenable.

1° v est réelle : t on pose R = R.. ; M ~~_ ; (x~ ~ une ba se de M-.

et soit (R. , M. ) le i-ième transformé quadratiquc de R0 le long de v.

On définit par induction sur i les couples d’éléments (x. , y.) de R. ;

supposons soit Si = R -L*"’-!. [yi-1 xi-1] i et Mi-1 ~ Si ; P J- = Mv ’1 Si.
Soit z. la classe résiduelle N.) contenant yi-1 xi-1. D’après le lemme

préliminaire de la propriété II, Si Ni = Ri-1 Mi-1 [z. ] , où z. est transcendant sur
,. 

i ~l ~1 1 
~

Puisque P. est un idéal maximal dans S. , contenant N. , P./N.

est un idéal maximal dans S./N. , et P./N. = g. (z. ) S. /N. , où g.(X) est

, 

un polynôme irréductible dans [x] . 
. 

Soit Gi (X) le polynôme irréducti-
ble dans qui a pour résidu nous posons x. = 

v(yi-1)  v(xi-1) nous posons xi = = xi-1 yi-1 ,



et par le corollaire du préliminaire (x. , yi) R. = M..

Soit f = f l’élément donné, on définit par induction sur i un élément f.
dans Ri par l’équation = xi ui f. 1 où u. est un entier non négatif et

f. un élément il. premier avec x. , car R. r st un domaine à factorisa-

tion unique (lemme 4 , corollaire). Soit fi,1 ... f. 
h, 

les facteurs

irréductibles f. dans R. et soit ~r. , la valuation de ~1 dont l’anneau de
i 1 1~~

valuation ost l’annoau. quotient de R. par rapport à f...R.. Soit Wi l’en-

semble dos valuations u de K telles quo u ait pour centre dans 

et qu’ello soit composée avec w.. pour un Far le lemme 4 , Wi est

, 

un ensemble fini. Etant donné u dans Wi , soit P. 1 = Mu ~ Ri-1 , Pi ~ 0 ,
car u est non triviale. Puisque x. et puisque x. R. == 
Pi ~ M. let. P. est un idéal premier minimal dans R.. Puisque R.. est
un domaine à factorisation unique et que fi-1 ~ Pi , alors P. = fi-1,j.Ri-1
pour un c’ost-à-dire et C Puisque, par le

00

lemme 5 , ~ R. = R 
v 

et puisque v est réelle, et qu’aucun élément do W.

n’est ~Wi cst vide. Puisque w, est un ensemble fini, il existe un

indice m tel que Wm soit vide, c’est-à-dire que f m soit une unité dans

R. : ainsi f = x Aym BD , où A et B sont des entiers non négatifs et D

une unité dans R
. m.

Si v ost de rang rationnel 1 ou 2 , et si v(x ) et v(y) sont rationnol-

lement dépendants, alors . ’ B = h0 h1 où h 0 et sont dos entiers premiers

entre eux. Par induction, on définit des couples d’entiers gi , hi+1 par

l’équation hi-1 = gi h. l + hi+1 où g. 1  0 , et 0  hi+1  h.. 1 Puisque ho
et hl sont premiers eux, il existe un entier n tel que h == 1 . Soit

g = n 1 gi , alors 
1 

ot D 2 où 8 sont

dos entiers positifs, D1 et D2 dos unités dans R . Ainsi f = xf d

où a .= + fB , ot d = Dl D2 D . Si v est de rang rationnel 2 et si

est v(y ) sont rationnellement indépendants, R ost R ot

X = y = y. Il reste à voir appelant dans tous los cas x = x
ot yxm = y rationnellement indépendants que v(x ) = p , ot v(y)=q 

m

forment une baso entière pour le groupe des valeurs de v , et supposons

p ~ q . Fixons un système k représentatif dans R 
m 

do R . M m (k n’est pas



an corps on général) . Soit z ~ 0 un élément do R 
m que v(z) =: r ; soit

n un entier tel rnp alors il un polynôme . 

° 

-

H(X ~ Y) =~~~ H~ ~ T~d~- au. plus n ~ à coefficients dans k

tel que zm == z - H(xm , y ) ~ Mnm . Puisque v(u) > r , pour un u ~ Mnm , nous
devons avoir v(zm) >r et r = v(z) = y )) . Puisque p ot q sont

rationnellement indépendants, et v(H..) = 0 pour Hij ~ 0 , nous pouvons
trouver H~ ~ 0 que x~ y~)~ v(H~~ x~ y~) , où H~ ~ 0 i ~ s , j ~ t . °
Ainsi r = v(z) -= x~ y ) = sp + tq . 

,

Pour prouver C nous supposons que v est de rang 2 , que R est l’anneau

quotient d’un point sur une surface algébrique ou absolue, et que les valeurs

dos éléments do K sont écrites sous forme de couples d’entiers .

lexicographiquement. Par la propriété III, nous pouvons trouver un transformé
quadratique (~ ~ Tl) de R le long de v et une base (~ ~) de "M telle

que == (1 , p) et v(]F) = (0 , 1) , où p est un entier. Soit (Ri , Tï.)
le i-ième transformé quadratique le long de v . Soit ~L = 2L et
- - 

~ 

’’ ~i
y, = y ’ Puisque pour un certain entier i ~ v(x) ~> i alors

(~ ~ y~) R~ = B~ . Soit f = ~ g~ où a est un entier non négatif et
et go ~ R et premier avec x . Alors v(g ) == (0 , t) où t est un entier

non négatif. Comme précédemment, on définit par induction g. par l’équation

gi-1 = yi ei gi où e, un entier non négatif, et g. un élément de TL

avec yi . Puisque Ri = yi Ri , ei >0 et gi-1 est une non

unité de donc de R~~~ pour i=l,2,...,n. Ainsi v(g ) > (0 , n) .
Ainsi pour un certain entier m , mt , g doit être une unité 
et f = (x y d) où b est un entier non négatif, d une unité dans
R  = Rm , " y = ym .
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