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VALUATIONS CENTREZS DaNS UN DOMAINE LOCAL.
TRANSFORMES QUADRATIQUES

par Mme L&VY-BRUHL

L'introduction de la théoric algebrique des valuations, dans 1'étude des variétés
algebriques et absolues, est un aspect caractéristique de la géométrie algébrique
moderne : elles sont utilisées, en particulier dans lec problémes rclatifs & 1'uni-
formisation locale et & la résolution des singularités des variétés de dimension
inféricure ou égale & 3, sur un corps de base dc earactéristique O , par
O. ZARISKI, de caractéristique quelconque, mais parfait , par ABHYANKAR, Les valua—
tion interviennent en effet dans les fondements de la théorie arithmétique des trans-
formations birationnelles et des correspondances algébriques, en particulier des
transformations monoidales quadratiques.

Si V, et V.

i i+l

définition k , si T est une transformetion birationnelle sur k , sans points

sont deux variétés localement normales sur un méme corps de

fondamentaux sur Vi41 s lc lieu fondamental de T sur Vi est défini par un
idéal F . Si F est premier, T est monoidale ; si de plus F définit un point
Oi de Vi s T est monofdale quadratique (ou une dilatation). Supposons par exem—
ple que Vi soit une surface non singuliérc en Qi s ¢lle a en ce point des para~-
métres uniformisants X; 9 Yy o0 Si Oi+l appartien t & la courbe rationnelle non
singuliére T(Oi) dont les points sont en correspondance (1,1) avec les tangentes

en Oi a Vi y V

. a en O, our paremétres uniformisant .
i+l ivl P P un sants X

i+1 ? Tiq 0

lids & x. , ar
és X; 9 ¥y P
%

. = et . = - - C, c. & k

141 =7 Ti+1 v i 1>
ou’

Y3 1 t
X. = X. et . = —= ~ ¢! t e
i+l X5 Vi+1 X cl cl €k

(Ceci est une conception algébrique de la notion des points Oi s Oi+i infiniment-

voisins, pour une surface V sans singularité).
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L'usage des transformations monoidales provient du fait que le centre Wi défini
par 1'idéal F est transformé en une hypersurface wi+l de Vi+1 s les points
simples se transformant en points simples. Enfin elles peuvent simplifier un point

singulier de Vi sur wi s pourvu que ce point soit simple sur wi .

A chaque point P d'unc variété V est associé 1l'anneau local du point P
Ok(P s V) , sous-anneau du corps des fonctions rationnelles sur V définies sur
k . A chaque soums-variété W , lieu de P , est attaché 1l'anneau local ok(w , V),
V est k-normale sur W si ok(w , V) est intégralement clos, W ost simole
sur V, si ok(w , V) est régulier, c'est-a-dire si 1'idéal maximal Mk@d , 1)
est engendré par un nombre d’éléments égal 3 sa dimension, qui est dim V-dim W .
Si P et P' sont deux points correspondants rcspectivement sur V ot V!,
dans une trensformation T, T est réguliére en P, si. Ok(P' , V')!&Ok(P , V)
T est birdgulisére en P et P!, si Ok(P , V) = Ok(P' s V') . De ceci résulte
_que deux sous-variétés W et W' respectiv.ment situdes sur V et V', se cor-
respondent par T si et seulement s'il existe une valuation du corps commun des
fonctions rationnelles des modéles projectifs V et V', qui aif pour centres

respectivement W et W' sur V et V!,

Nous nous proposons ici de donner quelques résultats établis récemment par
S. ABHYANKAR, généralisant les notions algébriques introduites précédemment et
conduisant & la définition du transformé quadratique d'un domaine local (anneau

local qui est un domaine d'intdgrité).

Un anncau local R d'idéal maximal M sera noté (R, M) ; il sera dit algébri-
que, s'il est anneau d'une sous-variété irréductible d'une variété algébricue ;
il sera dit absolu, s'il est anneau quotient d'un domaine A , extension finie sur
l'anneau Z des entiers rationnels, par un idéal premier de A . Soit v une va—
luation du corps des quotients K d'un anneau local R , ayant pour anneau de
valuation Ft.V et pour idéal des non unités Mv s V apour centre M dans R,
si RV > R et R (‘\Mv =M,

Lemmes préliminaires,

LRMME 1, -~ Si R cest un domaine noethéricn, avec corps des quoticnts XK s et
A un idéal propre dans R , il existe une valuation réelle, discrete v de K
telle que R,> R et M. > A (place de K).

Soit lul e uS] une base de A ot w une valuation de K de centre A dans
u u :
R ; supposons w(u,) < w(u,) . Soit S= RE—E y eev 3 —].0na AS=u, S .
1 s uy ay 1
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Puisque M_ contiont 4, w(u Y>> 0, et u, S n'est pas 1'id4al unité. Puis-
que S c¢st nocthérien, tous 1es idéaux premicrs isolés de 1'idéal principal

uy S sont minimaux ; soit p 1l'un d'eux. Soit &' = Sp ct soit m = pS' .

S' est un domaine local, avec un seul iddal prenier pSp non nul, La cléture
intégrale de S8' dans K est 1'intersection d'un nombre fini d'anneaux de valua-
tions associds & des veluations discrétes réclles (c'est-a-dire de rang 1) de K ,

~Soit v 1l'une d'elles, alors Rv‘ﬁ S, et M§‘3 m . Donc va? R et M&‘D A,

LEME 2, — Soit (R, M) un domaine local normal (c'est-a-dire intégralement
. s \ -1
clos dans son corps des quotients K). Soit u e K tel que u f R et u fé R,
il existe unc valnation v réelle discréte de K , de centre M dans R, telle

que v(u)> 0.

1

~Soit R'=R[u] et M'=MR'=M[u]. Montrons que M'#R' ., 8L M =R',

S .
: . . i
11 existe des 8léments a, , ... , a_ dans M, tel que =S ‘a, u .
0 5 o 1 a

N - i
ao - 1 n'est pas dans M, et ainsi est une unité de R ; alors bi = 26—:—T &R,

b et ?“" b. C—)S"l = 0 entraine -é € R puisquc R est intégralement

clos. Donc M‘ ¢ R' ; par le lemme 1 , il existe une valuation réelle discréte
de K, telle que Rv > R' et M&ZD M' , et ainsi Rv 2R et R P\M& =M,
avec v(u)> 0 .

LEMME 3. - Soit R1 R2 vee G Ric une suite de domaines d'intégrités
normaux, et quasi-locaux, avec méme corps des quoticnts K (Ri conticnt un seul
idée ime N = , S . i
idéal maximal Mi), tel que Mi+1 Ri Mi Supposons que \JRl ne soit
pas l'anneau d'une valuation de K , alors il existe une infinité de valuations
w de K ayantpour centre Mi dans Ri ; et de Ri-dimension positive, pour

tout indice i (c'est-a-dire que e est de degré de trancendance posotif sur

. W
i
-
i
Cas particulier. - Si (R, , M, ) est une suite d'anneaux locaux normaux & deux
dimensions, avec méme corps des quotients K, si ke R, ¢ R2 C +esa OU k est

un corps algébriquement clos, et ou k :-Mi pour tout i ; si ()Ri n'est pas

1l'anneau d'une valuation de K , il existe une infinité de valuations w de K

qui ont pour centre Mi dans Ri et qui sont des Ri~dimensioh 1, pour tout i .

Si, enfin les Ri sont les anneaux quotients sur des variétés algébriques

Vi , on retrouve la suite de transformations quadratiques utilisée par ZARISKI.
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DEMONSTRATIOY du lemme 3. - D'apres les hypothéses on a canoniquement

R "R,
— & 2 £ «os o Posons R = \) Ri et Me {)Mi s D= Um]-‘ est un corps et
i

e e

.

D =-% . Puisque R n'est pas un anneau de valuation de K , il existe un élément
x de K, tel que x ¢ R et x—l ¢ R 3 si h est l'homomorvhisme de R  sur
D, comme R est normal, il existc un homomorphisme H de R [x] sur D [x]
dans lequel H(x) = X s X. étant une transcendante sur D . (A ay xi s 8y £ R,
correspond par H h(ai) ) [11]. Soit p un idéal premier de D [X] et

P= Hﬁl(p) . Par le lemme 2 il existe une valuation w de X ayant pour centre
P dans R [x] . Puisque - contient D(x) , w a lcs propriétés voulues.

Comme il existe une infinit® d'iddaux p , il existe une infinité de valuations

w .

LE'ME 4, ~ Soit (R , M) un domaine local normal, & deux dimensions avec
corps des quotients K , et P un idéal premicr minimal de R ¢

1° R, est 1'annecau d'unc valuation réelle discrete w de K.

2° Il‘existe au moins une et au plus un nombre fini de valuations v de K,
ayant pour centre M dans R et composées avec W (ctest-a~dire Rv C Rw)

39 Chacunc de cos valuations v est discréte de rang 2 , et de R-~dimensicn

zéro.,

R normal est 1l'intersection de scs anneaux dc valuation essentiels, c'est-a-
dire des anneaux RP , ou P est idéal promicr minimal. RP est de dimension

1 ; donc les valuations sont réelles diseretes.

W a pour anneau de valuation Ry et pour idéal PRp ¢ W peut 8tre composée
avec une valuation du corps RP/PRP , ¢'est-a-dire du corps des quotients de
R/P . R/P cst aussi un anneau local de dimension 1 ( [7]; p. 65) ainsi la
cldture intégrale est 1'inbtersection d'un nombre fini d'anneau de valuations
réelles diserétes du corps K des quotients de R/P . Soient. vi s see s vé
ces valuations. Les valuations v, compdsdes de w et de v{ sont des valua~

tions de K de rang 2 discrétes et ayant pour centre M dans R (RV, - R/P .
' i
Donc M _, 3 M/P et Moy = MV/PRP)' Elles sont de: R-dimension zéro d'aprés le
i i
théoréme suivant de S. ABHYANK:R,

THAOREME. — Soit (R , M) un domaine local de dimension n , avec corps des

quotients K ot corps résiduel k ; soit v unc valuation de X ayant pour
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centre M dens R 5 soit 4, r et | respectivement la R~dimension, le
rang rationnel et le rang de v , alors d+r<n. S d+r=n, v est
somme directe entigdre et RV/Mv a une base finie sur R/M . 51 4 + p=n,
v cst discréte et RV/M§ a une base finie sur R/M . De plus si d=n-1,

v est réelle discréte [3]et RV/MV est extension algébrique finie de R/M .

COROLLAIRZ, — Soit (R, 1) wun domaine local régulicr 4 deux dimensions avec
corps des quotients K , ¢t x wunc non unité irrdductible de R

1° RXR est anncau d'une valuation rdellc discréte de K

20 I1 existe une infinité de valuations de K ayant pour centme M dans R

de R-dimension C , et qui sont discrétes de rang 2 .

R étant un domaine local régulicr de dimension 2 , R est un domaine &
factorisation unique, c'ost-a-dirc que tout idéal promicr minimal est principal
([5], paragraphe 37 ou [10] ) : donc P = xR et lec lemme précédent s'applique,
I1 suffit de montrer qu'il existe une infinité de non unités irréductibles x

‘premiéres entre elles : goit x , y une basc minimale de M, P= xR et w 1la
p + R &tant régulier, R/P =R

est régulier de dimension 1 ( [7]p. 73), et R = R,v » v' étant une valuation

valuation réelle discréte de X avece R.w =R

réelle discréts du corps K, v'(y') =1 sh y' est la classe résiduclle de
celle contenant y (modulo P). Posons X, = X + y" (m entier positif)

X, s ¥ ost unc base de M et X~ est unc non unité irréductible ;

v(xm) =, v'(™) = (0 , m) . Donc v(xm) # v(xn) pour m# n . Ainsi i1
existe une infinité de non unités irréductibles X, premieres entre elles par

couplas,

DEFINITION, - Soit (R s, M) et (S, N) des domaines locaux avec méme corps
des quotients K tels que S ait pour centre M dans R (S conticnt R et
N NR=M)et tel qu'il existe un nombre fini d'éléments uy cee u dans S,
et que S=A; oh a=R [ul s v s un] et P=AOHN: S ostdit trans-
formé fini de R .

’,

Propriétés :

1° 5i R est noethérien, S est noethéricn

2° 81 R est algébrique sur un corps de base k (c'cst-a-dire s 'il existe des
éléments x, ... x  dans R tclsquo R= Ay avee A=k [xl s eee xn]
et P=A NM), S ecstalgébrique sur le méme corps k .

32 31 R est absolu, S est absolu.
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4° 33 T cst un transformé fini de S, T eost tronsformé fini de R .

Transformé quadretiquc.

/
DEFINITION., — (R , M) ost un domaine local régulicr de dimension s > 1 ayant
pour corps des quotients K ¢t pour corps résidusl k = R/M . Soit Xy eee Xg
un systeme de paramétres dc R et v une valuation de K ayant pour centre M
dans R et telle que pour un certain ordre des x; , v(xl):é‘v(xi) pour tout
i . 501 = s e = " 1 . =A N N = . “;t
i. Soit A =R [XZ/xl XS/X1] s P= AN hv y O Ap et N=PS S s

appelé premicr transformé quadratiqus de R 1lc long de v . S est un transformé

finl de R car :

Propridté I. - (S, N) est un domainc local rézulicr do dimension t £58
v a pour centre N dans S et si 4 et d' sont les R-dimension et S-di-

mension respectives de v , alors s -t=4 - 4' .,
Pour démontrer cette propriété, on utilisc le lemme suivant :

P & I . . ; . £, 24 i
LEMMZ préliminaire. — Avec les notations précédentes, posons Yy =% ¥y TR
1

pour i >1 . alors Yy A “R=M et k peut 8tre canoniquement identifiéd &

un sous corps de A/ylA . Si yé y oo » y' sont les résidus modulo Yy A

de Jp s eer 9 ¥y ceux-ci sont algébriquement indépendants sur k , et A./y1 A
peut Stre identifié A un anncau de polyndmes k [yé s see y;] dc g - 1

variables indépendantes.

8 w est la valuation M-adique dz K , R, & ot w(yl)_>‘0 . Done
1 ﬁ Yy A, vy & AR#ZR ot commo vy A>M, ¥y A "R=M,., D'ol 1'isomorphisms
canonique de R/M sur A/yl A 3 do olus RW = AV L °er vy A ost idéal preomier
: 71
minimal de A , centre de w dans A .,

I1 rostoe a montrer que les classes résiduclles y{ sont algébriquemcnt indé-
pendentes sur k . La démonstration se fgit par 1'absurde : s'il existe un

A et 1 lS N . .
polyndme f(y2 ces ys) =7 fi2 .3 Yo eeey, #&coefficients dans R non
s

tous dans M ,ettelque £=0 (mod ¥4 A) , alors f = ¥, g(y2 . ys) ol g
est un polyndme & coefficients dans R ; en multipliant par une puissance conve-

nable de ¥y, = ¥X; » on obticnt une forme ¥ de degré t :

t+1 , i
F(xl... ’Xs)=X1 g(yz...ys)zzfi x

. . X v o0
2.0. ls l 2
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Donc w(F)st +1 ot Fe M*L

est impogssible.,

denc F c¢st d'ordre t + 1 au moins, co qui
) b

COROLLAIRE, - 81 m est un idéal maximal contenont y; dans 4, S = Am est
un annecau local régulicr de dimcnsion s et Yy fait partie d'une basc minimale

de N=mnS.

Comme m/y1 A c¢st un idéal de dimension O dans 1'algebre dz polyndmes &
s — 1 variables k [yé ) eee s yé] , il a unc base formée de s — 1 &léments.
dinsi m et N ont dec bases de s 414monts, m/yl A ost 4o hauteur s ~ 1.,
Done N est de hautour supdricurcou égule & s . Comme la Aimension de S est

.

égale & &, S ost régulier.

S est déduit de R par une transformation localement quadratique. Si 1'on
obtient un anneau locsl régulicr Rn par application d:z n transformations

quadratiques successives, Rn est dit le n-iéme transformé quadratique de R .

DEMONSTRATION do la propriété I. — Comme il cxistc un 1déal maximal, m

m> P D ¥y A, dim Am:: s~ dim hp = t . m possede une basc de s éldments
dont 1'un est zy
R/ylAq-s-i;,P nosseéde de une base de t “1éments dont 1l'un cst x

« Dans &'=k (X2 s XS) , la hauteur de m/yl A = hautecur
1 Donc 4
est régulier de dimension t < s . Puisque N AR=M, R/MZS/NC RV/M§ 3
puisque le degré de transcendance de S/N  (isomorphe & 4'/P' si P! = P/y1 A)

sur R/M cet s -1-(t-1)=¢g¢-t= R-dim(v) - S-dim(v) = d - a' .

DéFINITION. - Posons RO =R, R1 = S ., Pulsque dim S égdih R, supposons quc
l'on puissc itérer 1l'opération :t quc dim Ri'> 1 pour i=1, oo yn =1 3
alors R.n cst défini ot appclé le¢ n-iéme transformé quadratique de R (le long
de v).

Propriété II. - Si (R, 1) ost un domainc local régulicr & n dimensions
(n > 1) avec corps des quotients K s et si v est une valuation de K ayant
pour centre M dahs R , telle que Rv/Mv soit de degré de transcendance
n-1 sur R/M 1la suite quedrctique le long de v ismue de R est nécessaire-~ -
ment finie, c'est-a-dire que si Ri est le i-~ieme transformé quadratique de
R 1le long de v tel que dinm Ri—l -1 , alors il existe un entier h tel
que Rh est de dimension 1 : Rh = Rv et il existe un corps T tel que
RAMETC RV/M§ » T étant A hase finic sur R/M et RV/MV dtant une extension

transcendance pure de T .
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Lo démonstration se fait par 1'cbsurde. Supposons la suite R = RO C-Rl
infinie. D'aprés la propriété I , il existe un oentier t tel que dim Rt = dim Rt'

.. | RS “~ - - 3 — - N . ; 2, [ -
oh t'>t ot R dimv=mn-1 ct Rt'+1/Mt'+l cst extension algébrique

-tl
oo 00

de Rt'/M , . Soit s= i R, et N= U My , comme dens la oreuve du lemme 3 , S
est un anneau local d'idéal maximal N et de corps des rostes OLO} Ri/Mi .
S/N sst donc extension algébrique de Rt'/Mt" v a pour centre Mi dans
R, pour tout i, et par suite v est réelle discréte d'aprés le théoreme
d'ABHYANKAR,

Supposons quo S ne soit pas un anncau de valuation de K , alors il existe
un é1ément x de K tel que x G;ES et ?1{ ?i.'S . Donc xfB ot —%#R . Alors
x=% avec y €M, et z €M, Donc v(y)>0 ot v(z)>0 e 81X el X

-~

g

Z Xs .
est un systéme de paramétres dc R tel que v(xl) '&v(xi) , —)—c-}-e; R, pour

i = 1 9 esee n . 1
y z N . . Iy
y, =4 ¢ Ry z, =— &R, avee v(y) > v(yl) , v(z) > v(zl) et xo—=
1 1 1
i
en itérant on détermine y; et 2, dans M, avec x == et
i

viy) >vly) > oo >v(y) .o >0

v(z) >v(zl)> oee ;>V(zl) vee >0

" ce qui est impossible puisque v est discréte.

Ainsi S est annecu d'une valuation w de X . Puisque Rt a un transformé
quadratique : dim Rt >1, c‘est-—é—diro m>1: v a une Rt,—-dimension
positive pour t'> t . Or _

00 00

(0'6]
R,ODR, =8 ot R.OM =8l = J Ri) M= U (Ri n Mv) =\UM =N=M

Donc v =w et par suite Rv/Mv = §/N est extension algébrique de Rt/Mt , ce
qui contredit Rt' —dim v=mn - 1>O . Donc la suite est finie : soit Rh le
dernier transformé quadratique ; dim R =13 c'ost donc 1l'anncau d'une valua-

tion réelle discréte de K ; puisque Phg R, B =R

Soit T=R /M , et d la dimensionde Ry, , d4>13; soit x, ... x4
une base minimale de M, t3lle que v(xl) < v(x.l) . Par définition ot par le

Jlemme préliminaire, si 4 = Rh—l L X2/x Xd/x 1, A/xl' A est isomornhe a
1 1

1 \

wve
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1'anncau de polyndmes a' = T [ gy oo V3 13 P=a0M , P'= P/x1 A

hautour de P' = dim R, - 1= 0 . Done ' = (0) . Puisque RV/MV = Rh/Mh est
isomorphc & a'/P' c'cst-a-dire & 1'anncau de polyndme sur T , RV/M§ est
extension transcendante pure de T de degré d - 1 positif, Comme Rh__1 ost
transformé fini de R , RV/N% & une basc finio sur R/M . Donc T =2 une base

finie sur R/M .

COROLLAIRE, — Si V est une varifté algébrique & r dimensions, ayant pour
corps de fonctions K sur k , si v cest un diviscur premier de K sur k,
et si W ost le contre de v sur V  (un divisour premier est une valuation
ayant pour V -dimension r - 1), Soit s 1z dimension de W . Supposons quc Vv
est de douxidme espéce sur V (s <r - 1) et que W est simple sur V. Si
V' est un autre moddle projectif de K sur k tel que v soit de premiére
2spécc pour V', que V' soit normale sur le contre W' de v sur V' ot
si L désigne le corps des fonctions de W' , alors :

19 W' est une veriété régléc c'est-a-dire il existe un corps T tel que
kCTcCL et tel que L soit une oxtension transcendante vure de T de degr#
de transcendance positif,

2081 r =2, il cxiste un corps T qui est une extension algébrique de k ,
tel que k €T CL et que L soit unc extension pure Sur T e legré 1 .

305 r=2 et si k

transcen’ancc purc ‘e legréd 1 sur k c'cst-3-'ire ' ost une courbe rationnelle,

est algébriquement clos, alors L est unc extension

En offet 1 se 'é7uit "e la propriété II ‘ans laquelle on pren? pour (R, M)
1'annesu ¢ W sur V., ot L = Rv/Mv 3 2° se é7uit de 1° ot 3° de 20 ,

LEMME 5., ~ Soit RdﬁRf:...uno suite strictement croissante ''anncaux locaux

réguliers & deux “imensicns avec un méme corps “os quotients K ; soit Mi
1'idéal maximal e Ri et S= i; Ri . On suppose que Ri+1 est transformé
quadratique -le Ri pour i=0, 1, 2,..

1° S est anneau d'une valuation v' Ade K ayant pour centre Mi dans Ri
et pour Ri-dimension 0 pour chaque 1 .

2° 51 v est unc valuation le K ayant pour centre Mi dans Ri pour tout

i, alors v =v'.

On peut supposer Ri+1 premier transformé quairatique e Ri ce qui ne
change pas S . 3i S n'est pas un anncau d¢ valuation, 'aprés 1o lemme 3 il

existe une valuation w e K ayant pour centre Mﬁ dans R, ot ayant une
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Ri-%imonsion positive nour chaque i . Par le théoreme sur les valuations, w

est 1iviseur premier e RO et ainsi par la propriété II, la suite serait finie,
o

\j Moy Alapres la

1l

Donc S = RV" v! étant une valuation ¢ K ; alors M&,

démonstration Adu lemme 3
J

Q0 Q0
- - v — Y e —_ M
Ry 0 My =R D {k% Mj) = U@ n MJ.) =M

v! a pour centre Mi dans chaque Ri et a une I, - 7imension nulle par la
’

Aémonstration J¢ la prepridté II.

Si v est unc autre valuation de K ayant pour centre Mi Aans Ri s alors

v v
et
OQ o0 OC?
M QR =M m(%a Ri) = ;, (MV N Ry) = ;u Moo= M

et par suite v =v' .

Les théorémes suivants sont ceux Je 1l'uniformisation “ans les lomaines locaux
réguliers & Jeux 'imensions. Leur contenu géométrique est le suivant : les
singularités d'une courbe situde sur une surface algdbrique ou absolue non sin-
guliere peuvent 8tre résolues par transformations quadratiques appliquées & la

surface.

Propriété III. - Soit (R , M) un anncau local régulief algébrique ou absolu
4 deux “imensions, K le corps 7es quoticnts "¢ R » P un i14éal premier mini-
mal 4e- R et w la veluation "¢ K , tolle que Rw = RP 3 soit v une valua-
tion de K composée avec w et ayant pour centre ¥ Adans R ; soit
(Rn , Mn) le n-iéme transformé quadratique de R 1le long ¢ v Pi = Ri N Mﬁ 3
alors PJ o¢st un i4éal premicr minimel Aans Ri pour tout i , et il oxiste
un entief n tel que pour i > n , on peut choisir unc base X5 ¥y de Mi

pour laquelle x. R, = P, v(yi) =0, 1), et v(xi) = (1, a) o a est

1 1

un cntier. Ce théoréme généralisc un théoréme de M, Zariski [11].

Puisque Mi NR=M et Pi NR =R f)P% =P , et pulsque Ri est 3 Aeux i~
mensions, Pi doit &trc un idéal promier minimal “ans Ri . Soit (x, y) une
base e M telle que v(x) < v(y) , alors w(x)< w(y) ; de plus x n'appar-
tient pas & P sinon on aurait w(x) >0 et w(y) >0, ce qui entratnerait
M=PF.
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x

Soit R*=R[y/x] , M'=R"n Mo, P = RN M R=7RP W= P

1l

=X X g% =X x - _ o+ T - . .
R =r/P; M =M/P; R, =R/P, T =M4/P, et K= R/M ; soit ¥ la
valuation d¢ K inuite par v ; soient X , ¥y les classes résiduclles modulo
Mw de x etde y

; ('E_{i s 'Mi) cst un domaine local 3 une dimension ayant pour
corps des quotients ¥ ; la valuation réelle discrete ¥

de X a pour centre

-— - — — x x — —
M, dans F, et R=TR < ... ; donc Rl:RM>< , M =M.k et O£ CR .
CGEL,PE=TE; T =TR[], W=FTnik et ﬁlz‘fi" .
X w
X
sinsi TR = 3R et MR, =% R ; de méme
Mi Ri+1 = %341 Ri+1
€ R i .
avec 2, 4 Ri+1 pour tout 1
On montre que- UT{:.L:R__ : sl c&€R_, c=x, 8 et beR, b#0.
v v
Si b;é'l\—i ,alors ¢ @R . 51 belM, puisque v(a) =¥(b) , a €M . Ainsi
. X e S X
b:bl z, et a= 1 21 » @vec a, et b1 dans Rl . c...eE—l-, soit ceRl
ou soit a, et bl dans _I\'il oss Finalement si c¢ n'appartient pas a T{n—l ’
alors a = 8, 2y eee 2y et b= bn Zy ees B,y @VEC & et b'n dans Rn .
Puisque -E'n~l = ﬁn—lﬁ M, nous devons avoir V(zn) >0, dont ¥(b) =>n . On

v
trouve Z comme groupe des valeurs de v . Puisque Vv est réelle discréte et

que b est différent Ae O pour un certain n , nous aurons ¢ e'ﬁn ! ainsi
00
W) T{i =R_. Soit 8, la clture intégrale de T{i dans ¥ S; estun

v
domaine de Dedekind avec un nombre fini d'iddaux premicrs, et puisque 1'anneau

quotient de Si par rapport & un idéal premier est un annsau de valuation réelle

discréte, nous avons Si = :‘1 Ru pour u ew'.l s, ou wi est 1l'ensemble fini des
u

valuations réelles discrdtes de X , qui ont pour centre Tii dans ﬁi ; de

plus Wij wi+l . Soit Uy eee Uy les valuations de wo différentes de Vv .

Puisque R_ est un sous-anneau maximal de K , il existe a; C R tel que

—

v v

ay 4 Rui : puisque U'EJ = R‘.r s> 11 existe un enticr my tel gue aié Rmi .
Soit m = max (m1 s mh) alors a; eﬁm pour i=1,2, «.. , h . De plus
W= {'\?\} c'est-a-dire R- ost la cldture intégrale de ﬁm . D'aprés un lemme

S _ T .
d'abhyankar R_ est un module fini sur R« 4insi par le théoréme de la base
: v ’
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1

de Hilbert, on pcut trouver un n tcl que 'ﬁ. = R; pour i1 2 n . Supnosons
iyn ot pronons ‘§E dans .ﬁi tel que v(" ) =1 ; soit y, 1'é1ément de R,
appartcnant & la classe résiduclle '§i , alors v(yi) = (0, 1) . D'aprés le
lemme 4 , Pi est un idéal principal. Pi = %y Ri . Puisque Riﬂ = Rw s
i

v(x Y=(1, a) . Soit z€ P%,'E son résidu mnod P, 3 z éiﬂ% et ainsi

y T avee T ffﬁi ; si t apparticnt & la classc résiduslle de T , dans
Ri » alors z -y, t €P, , c'ost-é-dire z él(xi , yi) R, » co qui entraine
(Xi ’ yi)Rl = Mi .

THEOREME. — Soit (R , M)

corps des quotients K ; soit v unc valuation de K ayant pour centre

un domainc local régulicr & deux dimensions avec

M

dans R ot de R-dimension nulle j; soit f un élément donné non nul de R ,

. . . x X
alors il cxiste un transformé quadratique (R° , M) do

xg xb
y

une base (x* , y') de M tel que f = x 4

J

a,

b

R do long de v et

dtant des entiers

. . x - .
non négatifs, d unc unité dans R~ ot tels gue les conditions suivantes sont

satisfaites

A, Si v cost réelle, de rang rationnel 1 , alors

b=20

B. Si v est réelle de rang rationnel 2 , alors ou b =0, ou v(x )

v(y ) forment une base ontidre pour le groupc des valcurs de v .

et

C. Si v est derang 2 , et si R est 1l'anncau des quoticnts 4'un point 8ur
et v(yx) = (0, 1)

unc surface algébrique ou absoluc, alors v(x ) = (1, h)

ol les v valeurs des éléments dec K pouvent 8tre écrites comme paires d'entiers

ordonnés lexicographiguement, et ob h est un enticr convenable.

1° v est réelle : on posc R = Ry 3 M= M3

(xO , yo) une base de M,

]

et soit (Ri ’ Mi) le i-~iéme transforme guadratique de RO lc long de v ,
On définit par induction sur i 1lecs couples d'éléments (xi , yi) de R, 3
. _ Ji-1 —u . _
supposons  v(y, ) ;,v(xi_l) soit 8 =R, , [Z==1 ot N, =M, NS 5 P o=
1~l y
Soit sz, 1la classe résiduclle (mod N.) contonant —=% | D'apres le lemme
‘ S, R i1
préliminaire de la propriété II, gﬁi = M} =1 [z 1, ou z; est transcendant sur
il i-1
Riul/Mi—l . Puisque P, est un idéal maximal dans S, , contenant N, , Pi/Ni
est un idéal maximal dans 9, /N , et P, /N = gi(zi) Si/Ni , ol gi(X) est
un polyndme irréductible dans R, /M 1 [X] Scit Gi(X) le polyndme irrdducti-
ble dan? R 4 [(X] qui a pour reoldu gi(X) : nous posons X; = X, , ot
8. (y. ,) X,
_ ivi-l . ' ) o e - _ il
i = —EZ:I—~— . Si v(yi_1)<< v(xi_l) nous posons x; =y, ; et y, = 7



19-13

et par le corollaire du lerme préliminairc (Xi y Vi) Ry =M .
Soit f = f_ 1'é1émont donné, on définit par induction sur 1 un élément £y
dans Ri par 1'dquation fi 1= le fi ol ug cst un entior non négatif et

fi un élénment de Ri premicr avec X, 5 car Ri 28t un domainc & factorisa-
tion unique (lemme 4 , corellcirc). Scoit fi,l .o fi,h- lcs facteurs

irréductibles fi dans Ri ¢t soit wi . la valuation dec K dont l'ann~au de
e

valuation est 1l'anncau quoticnt de Ri par rapport & fij'Ri « Soit Wi 1'cn-
semble des valuaticns u de K telles que u ait pour centre Mi dans Ri

ct qu'elle soit composée avee wij pour un certain j . Par le lemme 4 , Wi cst
un ensemble fini. Btant donné u dans W, , soit P, =M NR, ., P £0,

car u cst non triviale. Puisquc . %.M R. ¢t puisque =x. R. = M, ..R.
non ale 8q xl " fal 1 0 p» sq s By s _pofs o

P, M. ct P, est idéal promicr nminimal dans R, . Puisque R, cst
i # i-1 i un ideal promi = 1~1 qu -1

un domainc & factorisation unique et que "f, .« P, , alors P, = £, R,
i-1 i i i-1,j771-1

pour un certain j , clest-a-dire u < Wi_ et w&_c Wi . Puisque, par le

} oo 1 -1
lomme 5 , (J R, = R, ot puisque v ost réelle, ot qu'aucun 41ément de W,
n'cst résl, f)wi cst vide. Puisque Wi est un cnsemble fini, il existe un
indice m tel que Nm soit vide, c'est-2a-dire que fm soit unc unité dans

Rm ¢ ainsi f = X, Aym BD , OU & ¢t B sont des cntiers non négatifs et D

une unité dans Rm .

Si v ecst de rang rationncl 1 ou 2 , ot si v(xm) ot v(ym) sont rationncl-
lemont dépendants, al vl h. ot h
ement dépendants, alors — = ou ct sont dos enticrs premiers
) V(Xm) El 0 1

entre cux. Par induction, on définit des couples d'enticrs g » h, ar

i+l P
t 2 . — - X P . 5
1'équation hi~l = g5 hi + hi+1 ou gijz,O , ot 0« hi+1’< h.l . Puisque hO

et hl sont premiers entr» cux, il existc un entier n tel qus hﬂ =1, Soit

n
_ : _ o _ f N )
g=> g; alors x -(xm+g) D, ot y = (Xm+g) D, ol e ‘ot f sont
f

des cnticrs positifs, Dl ot D2 dos unités dans Rm+g o Adnsi f = Xm+g d

ou a=oci+ B ,ct 4= D1 D2 D. S v cst de rang rationncl 2 ot si

v(xm) cst v(ym) sont rationncllement indépendants, R ost R, ot
X = X yx = Ve I1 reostoe a voir cn appelant dans tous lcs cas X = X,
X

ct y = y, Tationnclloment indépondants quo v(xm) =p,ct viy)=gq
forment unc basc ontiérs pour le groupe des valcurs de v , ot suppcsons

p <q . Fixons un systémc k rcprésontatif dans R do Rm/Mh (k n'ost pas
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un corps cn général). Soit z £ 0 un élénent de R, tol quo v(z) = r ; soit
n un entior tel quo r<np alors il oxict» un polyndme . Lo

I . s . . :
HX , ¥Y) =57 H, ., T ¥ du ¢ogré au plus n , & coofficicnts H,, dans k

Zii+jen 4
,,n

tel quo 2z =z - H(x , ym) £ M

1]
. Puisque v(u) >r , pour un u Nyr; s hous
devons avoir v(zm) >r ot r=v(z) = v(n(xIn s ¥ )) . Puisquo p ot q sont
rationnelloment indépendants, ct qu\, v(‘{ =0 pour H . # 0 , nous pouvons

trouver ,-éO tel que v(Hqu o )«-v(‘{.x y']) R ou Hi].,éo itgs, j#b.
Ainsi r:v(z):v(Hth y): sp + tq .

Pour prouver C nous supposons qu:> v ost do reng 2 , que R ost 1'anncau

quotiont d'un point sur unc surface algébrique ou abscluc, ct quc les valcurs
des éléments do K sont erites sous forme de couples d'enticrs
loxicographiquement. Par la propriété III, nous pouvons trouver un transfornd
quadratique (R, M) de B lc longde v ot unc base (X, y) de T telle
que v(x) = (1, p) et v(F)={, 1), ob p cst un entior. Soit (%, , 'ﬁi)

lc i-idme transformé guadratique de R 1o long de v . Soit -}Zi = ot

S !}Nl
[¢)

=y . Pulsgue pour un cortain cnticr 1 , v(x) > i v(y) , alors

st

- ey 'y . -0 N . s, .
Xy j_) Ri = Mi . Soit f =x g, ou a cst un cnticr non négatif ot
et . g, € R ot premicr avee X . hlors v(go) = (0, t) oi t ost un entier
non négatif. Comme préecédemment, on définit par induction g; var 1'équation
[¢]

hound i A, » -
8ig =¥y g o o cst un cnticr non négatif, ct g; un é1lénent de R,

i

promicr avec -ii . Pulsque M 1 R. -'jr'i _ﬁi » ey D0 ot 834 ©st une non
unité de -R-i-l , donc de R, 4 pour i=1,2,...,n, ainsi v(go) > (0, n)
ainsi pour un certain cntier m, n<£t, g, doit &tre une unité dans ﬁm

et £=(x%y xb d) ol b ost un cnticr non négatif, d unc unité dans

X —

X X e
R:ﬁm, x =% ot y =Y .
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