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SUR CERTAINES FONCTIONS ARITHMETIQUES

par Hubert DELANGE

Par 'fonction arithmétique" nous entendons simplement une fonction définie sur

1'ensemble des entiers naturels.

)

E étant un ensemble donné de nombres premiers, nous lui associons.les deux
fonctions arithmétiques “y et {% définies de la fagon suivante :

Qt(n) est le nombre des diviseurs premiers de n qui avppartiennent & ¥ ,
et ilE(n) est le nombre total des facteurs qui appartiennent & & dans la
‘décomposition de n en facteurs premiers.

Autrement dit, on a a%(n) :Af%(n) =0 si n= 1 ou si n n'est divisible
par aucun nombre de E , tandis que, i n = p}i p;Z oo é;k m , avec
Py s Dy eee s Py appartenant 2 E et tous différents, oy s Ky wee ,cxk)> 0

et m divisible par aucun nombre de E ,

wE(n)zk et %(n) :.0.’.1+O<.2+ cee +G{k .

Un cas particulier simple, et importent, est celui ou E est 1l'ensemble de tous
les nombres premiers : mE(n) est alors le nom%re des diviseurs premiers de n
et -OE(n) le nombre total des facteurs dans la décomposition de n en facteurs

premiers. Dans ce cas, nous écrirons simplement «(n) et O(n) .
Les résultats que nous avons en vue sont des types suivants :

1© Soit f 1l'une des fonctions &@ et iiw correspondant & un ensemble E

satisfaisant & une certaine hypothése (H) .

Alors, pour tout entier q>1, les q différéntes valeurs possibles a pribfi
" ‘pour le reste de la division de f(n) par q, & savoir 0,1,2,... , 9~ 1,

apparaissent avec la méme fréquence.

De fagon précise, quel qhe soit 1l'entier r , 1l'ensemble des entiers positifs

n tels que f(n) = r (mod q) posséde une densité égale & -% . (Autrement dit,
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le nombre de ces entiers au plus égaux & x est équivalent pour x infini &
z M.

Par aillzurs, pour tout nombre irrationncl }g, les nombres }Lf(n) sont répartis
uniformément modulo 1 . Autrement dit, {X} désignant l'excées de X sur le nlus
grand entier qui lui est au plus égal, l'cnsemble des entiers positifs n  tels

que

7(m\1t5 oh 0LtxK1,

o™ as

posséde une densité égale & t . Ou encorc, l'cnsemble des n tels que le point
exp [297iA£(n) ] -apparticnne 2 un arc donné, de longucur ¢ , de la circonférence
l‘

gale & 5

(2

|%] =1, possdde une densité

Les mémes faits, & savoir apparition avec la méme fréquence des différentes
. valeurs possibles a priori pour le reste de la division de f(n) par q ct
distribution uniforme modulo 1 de Af(n) pour A irrationnel, se produisent

encore lorsque 1l'on ne donne & n que les valeurs "quadratfrei" :

‘L'ensemble duS entlers p051t1fs "quadratfrei" tels que f(n) = r (mod q) possede

une densité égale & —2 ( ), ot 1! ons: mble des cnticrs positifs "quadratfrei
tei: que

/“T -
{Vﬁf(n)} ¢t , ot 0 <t<1l et A cst irrationnel,
posséde une densité égale & t éﬁ .
g
20 Soient f 1'unc des fonctions faEl et iﬁl et g 1l'une des fonctions

@% et le > By et E, étant deux ensembles sans élément commun et satisfai-
2 2 - N

" sant 1'un et 1'autre & 1'hypothése (H) .

Alors, quels que soient les entiers q et q' > 1, les qq' systéemes de
valeurs possibles a priori pour le reste de la division de f(n) var q ot le
reste de la division de g(n) par q' apparaiscnt avec la méme fréquence. Au~
trement dit, q et q' étant deux entiers >1 et r et r' deux entiers |

quelconques, l'ensemble des n tels que

f(n) Er (mod q) et g(n) = r; (mod q')

( ) Le cas particulier correspondant & f(n) =3(n) et q=2 se trouve déja
dans LANDAU [1], p. 621 . Le cas'de f(n) =+ (n) et q quelconque a été &tabli
en 1940 par S.S. PILLAI [2].

( ) Le cas particulier de ce résultat correspondant & f(n) = «(n) et q=2
se trouve dans LANDAU [1] p. 606 . Le cas de f(n) = ¢{n) et g quelconque a &té
établi par S. SELBIRG | 3], puis & nouveau par S.S. PILLAI [2].
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possede une densité égalc a -(-i-é- .
Par ailleurs, qucls que soicnt o et P irrationnels, lecs points de coordonnées

5, = {)\f(n)f\ ot n U\g(n)}

se répartissent uniformément dans le carré 0<% £1, 0 ¥ ’7 <1 . C'ecst-a-dire

que l'ensemble des n tels que

g"")\f(n)} <t ot weg(n)lct' , o Ogtsl ot Oxti<l
i 4 % I
possede unc densité égalc a tt' .

On a des résultats semblables si 1'on ne donne & n que les valeurs "quadratfreil.

3° Supposons maintenant que f ¢t g soient les fonctions cuE et QE corres—

pondant 3 un méme ensemble & satisfaisant & 1'hypotheése (H) .

“Alors on a les mémes résultats que ci~dessus, & 1'exception de ce qui concorn>
les n Mquadratfrei", & condition ds supposer q et q' premicrs entre eux
ou A et C tels que 1'dquation AX + pY =2 n'ait aucune autre solution en
entiers rationncls que ¥ =Y=72=0,

Les résultats indiqués au parsgraphc 1 sont établis si 1'on montre que, f
étant 1'une des fonctions %, et l?,;, , ou E satisfait & 1'hypothése (H) ,
pour [z| €1 et z# 1, ona,quand x tend vers + oo

fin

(1) s af 0 o [x]

ngx

~

. Q désignant 1'ensemble des entiers positifs "quadratfrei,

(2) st 2o (1],

En effet, q étant un enticr > 1 et r un entier quelconque, posons

Y= G2‘)7i/ci .

En faisant dans (1) z = ¥ et multipliant par X—'Jr , on voit que, pour
J=1,2, ... ,9-1,

:-xj [f(n)-—r]___ o [x].

ng<x

~

™,

En ajoutant & ces relations la relation évidente

(3) | S "1=x+0[x] ,
n<x
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on obtient

2 jq=x+o[x],
nex
f(n)=r(modq)

d'ol il résulte que le nombre des n <x tels que f(n) = r (mod q) est

X
- + 0 X °
5 o bx]

En procédant de méme avec (2) , (3) étant alors remplacée par -

ST —

- 6

2 1—%—§x+o[x],
negX -

n<Q

on on déduit que le nombre des n < x , "quadratfrei" et tels que f£(n) = r (mod q)
est -%—:7—2—2 x+ o0 [x].
Pour la distribution uniforme modulo 1 de Af(n) , on fait dans (1) ou (2)

z =oxp [27qAi], q=1,2, 3, ... , ct on applique le théoréme bicn connu
de H. Weyl, ou une cxtension triviale de ce théoréme.

On voit de fagon analogue que les résultats du paragraphe 2 sont établis si
1l'on montre que, f et g étant les forctions indiquées, pour Iul £1, lvls 1

et u#lou v# 1, ona,quand x tond vers + oo

(4) Z a £(n) vg(n) =0 [x]
n<x
et .
— f(n) g(n) _
%;:X u v =ol[x].
n eQ

Les résultats indiqués au paragraphe 3 se déduisent de ce que, si f ot g
sont les fonctions OE et 'QE correspondant & un méme ensémble E gatisfaisant
4 l'hypothése (H) , ona (4) pour Jul<1, |v|<1 et u# 1.

La nécessité de supposer ici que gq et q' sont premiers entre cux ou que
1'équation >\X + ”LY = Z n'a aucune autre solution en entiers rationnels que
X=Y=12=0 provient de ce que la condition "u # 1 ou v # 1" est rempla-

cée ici par uv # 1 .

Une premiere méthode pour obtenir les différentes relations que nous venons de
mentionner consiste a apoliquer un théoréme taubérien convenable aux séries de
Dirichlet '
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+oo f(n) +oo f(n) g(n)
= Z e U \2
L g ’ YA ) 4
1 n 1 n
ou bien
E(n) — L) gln)
ﬁ—‘-—b S ou P A Y S ‘
néeqg n ne Q n

Le cas des fonctions 6Xn) et {¥(n) suggdre d'utiliser le théoréme suivant,

qui se déduit aisément d'une variante simple du théoreme de Ikehara :

+00 &
Soit la série de Dirichlet '_-—-;3 » ou les coefiicients a ~ sont réels ou
1 n
complexes ¢t de module £ 1 .
. P
Si 1'on a pour (is >1
a

-1-1-2= ' (s) (s - 1)

8

r'e)

Y 7
. avee g holomorphe dans le demi-plan fermé Uus >1 et (bww>- 1, on a quand

—

x tend vers + oo

S ‘anzo-[x] .
nzx

Ceci conduit & prendre pour 1'hypothése (H) qui figure dans nos énoncés

1'hypothése suivante, que nous désignons par (Hl) :

I1 existe un x réel >0 et une fonction &(g) holomorphe dans le demi-plan

fermé ®s > 1 , tels que, pour (s > 1 5

1 1
(5) > = olog + g(s) .
PEE p° o -1
-BEn effet, quel que soit 1'ensemble B , On a, pér_ exemple, pour }zl £ 1 et
0
$ts > 1

+00 (')E(n) , ‘
pan- gt I I ISR SR i S
p

1 n® pEE -1 PEE 1 -~

o) |1 [n.zzty,

peE p°

1

Z
)
D'autre part, le produit infini { [ L1+ E-é-] ¢ P est convergent pour

o PEE p :
(e >?21- et Z quelconque, avec convergence uniforme sur tout ensemble compact.
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Sa valcur est donec une fonction GF(S , Z) holomorphe pour (}:,q >-%- et 2

quelconque.

Pour s >1 ot Z quelconque, lc produit ﬂ [1+ —AZ—::I et la série
pek P
E i—l-;s- étant tous deux convergents, on peut dcrire
pPELp

nn 2 71
V1oLt +—-§]= GE(S , Z) exp [Z 2 . "E] .

pek 2 p&Ep
On voit ainsi que, pour |z| €1 et @s >1,
sz%@) . I
2= Gplsy s~ exp [z - 1) =T,
1 n pekp

1 . 1
:S__lHE(s,z)exp[(z-l)E --S-],
pekp

avec HE(s , 2) holomorphe pour (s )é— et 2 quelconque.

On obtient des formules analogucs pour -

9]

+00 Z E(n) Z(/lE(n)

2——-»‘ s et . S *
1 n ne n

On voit que le théoreme taubéricn cité plus haut cst applicable & toutes ces
séries, pour z # 1, si E satisfait & 1'hypothése (Hl) .

I1 est aussi applicable aux séries correspondant au cas ou 1l'on considére a la
fois deux fonctions, si 1l'ensemble X , ou les deux ensembles E‘,1 et E2 )
satisfont & 1'hypothése (Hl) .

L'hypothese (Hl) est satisfaite, avec A= 1 , pour E 4égal i 1l'ensemble de

tous les nombres premiers.

)
En effet, on a pour Jos » 1

1
D
p

1]

I} l
log Bs) +35 [= + 1og(1 --1-5)] ’
p

p
- 1 7 — 1
= log —= + log [ (s -~ 1){(s) ] + g)l-l-{—;k—s- .

‘Le troisiéme terme du second membre représente une fonction holomorphe. pour
Rs >-% s le second est holomorphe dans le demi-plan fermé C‘Ls 2 1, du fait que

la fonction K(s) ne s'annule pas dans ce Aemi-plan.
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On voit aussi que 1'hypothésc (Hl) cst satisfaitec pour ® égal & 1'enscmble

des nombres premisrs satisfaisant & une congruence tellc que
pii(mdm , on (k,A)=1.

Pour cela, on évalus d'abord la somme de la série
Xp)
Z R ’
p

ou .X est un caractére modulo k , on utilisant 1z fonction L de Dirichlet
correspondant A ce caractére, ouis on multiplie nar SR%D- et on ajoute entre elles

toutes les formules ainsi obtenues & partir des différents caracteres.

Comme il est clair que la réunion de plusieurs ensembles disjoints deux & deux
et satisfaisant & 1'hypothése (Hl) satisfait aussi A cette hypothése, et que,
d'autre part, un ensemble satisfaisent & 1'hypothése (Hl) y satisfait encore si
on lui ajoute ou lui enléve un ensemble El tel que ) 'iL, <+ 00 pour un

T
peh p
oo <1, on voit que 1'hypothése (Hl) est satisfuite pour tous les ensembles du

type suivant @

=

=E0L)El_::2’

ol Eb est 1'ensemble des nombrss premiers satisfaisant a une congrucnce telle
que
f) 7
p= L(mod k) , ou (k,%)=1,

ou bien une réunion de tels ensembles relatifs 3 unméme k , E, NE. =4,

1 0
o 1 . . 1
E2 CEy 5 avec E i—-—o: <+ oo ct E’ - £+ 00 pour un g <1,
PEL p peE, p .

Ajoutons que les ensembles de ce type scnt les seuls dont nous sachions effecti-~

vement prouver qu'ils satisfont & 1'hypothéss (Hl) .

I1 scmble a priori qus nos résultats deivent &tre valables pour une classe plus

étendue d'ensembles.

En feit, en utilisant une méthode entiérement différente de la précédente, on
peut montrer que 1'hypothése (Hl) peut &tre romplacée par la suivante, que

nous désignerons par (HZ) :

On a E é-% = + 00 g@_le nombre des nombres de E qui sont £x egt’égal
p



16-08

pour x infini & ox-i-a-z—i + 0 [-i-a%;—-}—{] , avee % 20 (3) .

Cette hypoth&se est d'un caractére beaucoup moins artificiel quo 1'hypothese
(Hl) ot est cortainement satisfaite lorsque cettc dernidre l'est, car (5)
donnc par dérivation

log 3!
ER- &  _:(s)

. 8
p<H p s -1

)

et lc théoréme de Ikchara permet d'en Aéduire

:‘: _" log p=Xx + o [X] «
peE kL
p=ax
Pour montrer que 1l'hypothése (H2) convient comme hypothése (H) , on établit
d'abord le théoréme général suivant |

Soit h(n) une fonction arithmétique & valeurs réelles ou complexes ayant les

propriétés suivantes

a. |h(n)] g 1 pour tout n ;
b. h(1) = 1 et h(m) = h(m)h(n) lorsgre (m, n) =1,

S ,
Supposons en outre que » AAJL——LEEEEl = + 00 ot qu'il existe un P réel ou
complexe tel que l'on 2it pour x infini

. X X
2 20) = frog= *  Lrg

Alors on a pour x infini

> “h(n) =olx] =t S h(n) = o [x] .

pa

n<x ne x
neQ
On voit que, si & satisfait & 1'hypothése (Hz) , ce théoréme s'applique &

@,(n) Qp(n) wp(n) Pp(n)
v

h(n) = z ou z ,avec |z] <1 et z#1,eta h(n)=u

avee Ju]< 1, |v] <1 et ué 1.

b

De méme, si Z, et &, sont sans é1émont commun et satisfont & 1'hypothése
(Hy) , le théoréme s'applique & h(n) = uf(n) ve(n) , ob f= QEl ou §lpl ,

g =&, ou QEz" ful<1, [|v] <1l et u ou v#1.

£

(3) I1 est évident que 1'hypothése i "= =+ oo est une conséquence de 1'autre

P&

=
o] SN

si o> 0 .
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Ce théoreéme est 4'cilleurs susceptibls d'applications nlus générales & 1'étude
de la distribution des valeurs decs fonctions arithmétiques réelles additives,

c'est-a-dire satisfeisant & f(mn) = f(m) + £(n) toutes les foisque (m, n) =1 .

Sa démonstration fait appel & un théordme taubdricn rclatif & la séric de

+00 a
Dirichlet ) » qui ne fait intervenir guc les valeurs de la somme de cette
1
s

g\ BM‘D

série pour

¢l et se déduit immédiatement A'un théoréme classique de Hardy
et Littlewood sur 1

es sérics de Dirichlet & coefficicnts positifs.

5
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