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un Mémoire de L. LESIEUR et R. CROISOT à paraître aux C.R. Acad. Sc. Belg. ]

Dans toute cette on peut se placer à volonté à divors points de vue :

on peut admettre que les ensembles et (L~) g dont il va être question,
coïncident tcus les deux avec l’ensemble des idéaux bilatères d’un anneau, ou

que (~) ost l’ensemble des idéaux bilatères d’un anneau et que (L) est l’en-

semble de ses idéaux à gauche, ou encore quo (‘~) et sont deux ensembles

abstraits satisfaisant aux axiomes suivants.

AXIOME (A). - (~) (dont nous notons les éléments par des majuscules de ronde)
est un demi-groupe réticulé quasi-entier avec élément universel 03BE, cc qui

impose : , 

.

Une opération (multiplication) est défini (~j) ’ ainsi qu’une relation
d’ordre par rapport à laquelle (~’~~ est un treillis, ot on a

quels que soient A, B ,C ~ () .

AXIOME (B). - (L) dont nous notons los éléments par des majuscules d’imprime-
rie) est un treillis avec élément universel U.

AXIOME (C). - Les éléments de (~) sont dans (I, ) ; le résultat

de l’opération de (T)) sur X(~ (L ) ) étant . noté simplement CX(~ (L)) ,
les conditions suivantes sont imposées :



quels que soient ~,~~(~) , X, Y ~ (L) .

Do plus, pour tout couple X , Y d’éléments de (L) , il existe au moins un

élément a ~ (t) tel que aY ~ X et l’ensemble des éléments a ayant cette

propriété possède un élément maximum noté X’.Y est appelé résiduel à gauche

de X par Y ; pour tout X ~ (L) et tout û 6 (-g) , il existe au moins un

’Y*~ que ’~Y ~X et 1’ensemble des Y ayant cette propriété possède

un élément maximum no.té X.’ 
" 

Cx et appelé résiduel à droite de X _par ~.

Naturellement, dans les deux cas précités, les axiomes précédents sont vérifiés ;

ils le sont aussi dans d’autres cas importants, notamment si ?) et (L)

coïncident avec l’ensemble des idéaux bilatères d’un demi-groupe avec zéro, 
ou

si (t) est l’ensemble des idéaux d’un t-1 demi-groupe et (L) l’en-

semble de ses idéaux à gauche, ou encore si (t) est l’ensemble des idéaux
bilatères d’un anneau 03BE et si (L) est l’ensemble des sous-modules d’un ---mo-

dule.

Pour pouvoir développer notre théorie, nous avons besoin 
d’un axiome supplé-

mentaire.

AXIOME (D). - L’ensemble des résiduels à gauche et l’ensemble des résiduels

à droite de tout élément X de (L) vérifient la condition de chaîne ascendante.

Dans les deux cas précités, ceci a lieu notamment quand l’anneau vérifie la

condition de chaîne ascendante ou la condition de chaîne descendante pour 
des

idéaux bilatères (1er cas) ou pour idéaux à gauche (2e cas).

Moyennant cet axiome (D) , on peut alors démontrer les propriétés suivantes,

fondamentales dans toute la théorie (cf, par exemple fl] ): en appelant un idéal

à gauche propre de X un résiduel à gauche de X de la forme X’.Y avec

Y  X , pour tout X ~ U , il existe toujours au moins un résiduel à gauche

propre premier ’J- (c’est-a-dirc tel que (~~ ~(? ou -f ) de X ,

et X possède s’ulement un nombre fini de tels résiduels. De plus, parmi 
les

’céments premiers ~ de (~ tels que (f’~X’.U , on peut en trouver un nombre

fini (~ , (~ , ... ° ~ tels que 

’

d’ où il résulte que chaque CI’) contient au moins un ùi . Enfin, la condi tion
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x.B > X équivaut au que soit contenu dans un résiduel à gauche propre

premier de X .

1. Radicaux d’ un élément X de (L) distinct de U .

;. Le radical primaire.

THEOREME 1. - L’ ensemble des éléments de ~‘i~~ ~ tels qu’il existe un entier

positif m vérifiant

a tin élément maximum (~j(X) . Cet élément est l’intersection des éléments premiers
de (~) contenant X’.U.

En effet, si J est premier et contient X.U , tout A satisfaisant à l’hypo-
thèse du théorème vérifie Gm   d’où Mais, l’intersection des éléments

0’ premiers contenant XBU qui est égale à l’intersection d’ un nombre fini

eux U. 3 2 , ... ,n , tels que C. 2 ... n X’.U satisfait à

l’hypothèse du théorème , car on a (1in i)n 1 2 ... n ,
DÉFINITION 1. - 1(X) se nomme le radical primaire de X . On a immédiatement 1

PROPRIÉTÉ 1. - Quel que soit un nombre fini d’éléments X1 , X2 , ... , X 
n

de (L)y on a

b. Le radical secondaire. 0 , .

THÉORÈME 2. - L’ensemble des éléments  de (’6) tels qu’il existe des entiers

positifs kl ’ ... , k (n  0) et des éléments L1 , ... , Ln de (S*)
vérifiant ..

a an élément maximum R2(X) . Cet élément est l’intersection des éléments pre-
miers de () ,contena.nt XBU et contenus dans uLn résiduel à gauche propre

premier de X . >

~/’A~
En effet, si j j=1.2. ... . m désigne l’ensemble des éléments premiers. 

B J~ J~~~~ ’** ~ ~
minimaux contenant X’.U et contenus dans un résiduel à gaucho propre premier



de X , pour tout a vérifiant l’hypothèse du théorème, nous avons ’j quel
que soit j , d’où ’j . Considérons, d’autre part, les éléments

( XBU) te l s que

Parmi eux, figurent tous les les autres sont de deux sortes : ou bien ils

vérifient X.Pi > X et sont contenus dans un résiduel à gauche propre premier,
donc contiennent un ’~’ ~ ou bien ils vérifient X..’ (~. = X . On en déduit aisé-
ment que l’élément 0, j satisfait à l’hypothèse du théorème et est, par
conséquente le plus grand élément de () ayant cotte propriété.

DÉFINITION 2. - 6n(x) se nomme le radical secondaire de X .

On peut démontrer les propriétés suivantes.

PROPRIÉTÉ 2. - Si l’on a X = X1 ~ X2 ~ ... ~ X 
n 

et 
. 

si les résiduels à gauche

propres maximaux de tous les éléments X., coïncident, on a

PROPRIÉTÉ 3. - Si l’ On C. Il * X1 ’° X2 O ° ° ° Xn £t’_ _4i _la’ ,déc°9lP°§it’éoù -£S.tréduite (aucun Xj égal à U , et X.. °à 
/) 

> X. , pour un 1 au moins, implique
X. ° @ > X ) , 

c. Le radical unirésidué.

THÉORÈME 3. - L’ensemble des éléments a de vérifiant la condition

a un élément maximum 6~(X) . Cet élément est l’intersection des résiduels à

gauche propres premiers do X .

Soit a un élément satisfaisant à la condition du. théorème, et soit u = X’.C un
résiduel à gauche propre premier de X . Supposons qu.’on ait On aurait

et, par suite, il existerait (B vérifiant X et ABC ~ X ,
d’où et  , ce qui contredit le fait que P est premier. On a

donc ~-~ ’~. où {~~’. ", . ~ ~ désigne l’ensemble des résiduels
n i ~ i~.3.=l~~~..~n 

à gauche propres premiers de X ~



Montrons maintensrnt que À ’élément 1 = 1~ i~n Ù. satisfait à la condition
" 

, 
ù i_ n i

du théorème. Soit, en effet J G / X . Considérons un résiduel à gauche propre
de 31 do la forme X . qui soit maximal parmi les résiduels à ga.uche propres

de cette forme. On voit aisément que c’est un élément premier de (§g) , soit

1 . On a alors ù3 G # X , îÉ É$G $ C 4 X et, par suite, Ô est bien le plus

grand élément de (() satisfaisant à la condition du théorème.

DÉFINITION 3. - ÉàJ (x) se nomme le radical unirésidué de x .

On démontre la propriété suiva,nte. ,

PROPRIÉTÉ 4. -.Quel que soit un nombre fini d’éléments X , X , ... , X de

(L) , on a 
° 

.

d. Le radical tertiaire.

THEOREME 4. - L’enscnble des éléments A de ?’) tels que l’on ait

a un élément maximum Cet élément est l’ intersection des résiduels

essentiels de X . .

Soit ~~. un élément satisfaisant à la condition du théorème et soit (P
le résiduel essentiel de X par rapport à Y (voir [2] ). On ’a

De résulte (X.’ô) ~ Y >X d’où, compte tenu de Y ~Y ~

o n a do nc ~  et , p ar suite, a1in où ..
désigne l’ensemble des résiduels essentiels de :

Montrons maintenant que l’ élément J = 1i ni satisfait à la condition

du théorème. Supposons’ qu’ il n’ en soit pas ainsi, et soit C un élément de

(L~ que l’on ait

télémGnt X’.C de (~) est alors un résiduel à gauche propre de X . Si l’on



n’a pas

’on peut choisir C~ : C satisfaisant à C1 ’~ X et ~’ . C 1 .~ X’ , C . En répétant ce

raisonnement, on voit, d’après la condition de chaîne ascendante pour les résiduels
à gauche, qu’on peut trouver un élément C’  C satisfaisant à et

On a alors évidemment

et l’élément P = X’.C’ est un résiduel essentiel d ; X. On en déduit 
’ et ’

d’où C’ = (X.’J)  C’ ce qui constitue une contradiction. Donc l’élément J
est bien le plus grand élément de () satisfaisant à la condition du théorème.

DÉFINITION 4. - R3(X) se nomme le radical tertiaire de X. ..

On peut démontrer les propriétés suivantes.

PROPRIÉTÉ 5. - Si le treillis (L) est 1 c radical tertiaire
de X est élément maximum les éléments A de (Z) tels que l’ on ait

PROPRIETE 6. - Si lo treillis (L) est semi-modulaire, quel que soit un nombre
fini d’éléments X1 , X2 , ... , X de (L) , on_a,

e. Le radical primai.

/ B

THEOREME 5. - L’ensemble des éléments CL de (?) tels que l’on ait

a un élément maximum ~,, ~x) . Cet élément ost l’intersection des résiduels à
. gauche propres naximaux de X.

Soit A un élément satisfaisant à la condition du théorème, et soit P un
~ 

résiduel à gauche propre maximal de X. Supposons qu’on ~’ ~ d’où



car, do la relation A ~ P > P ré sulte q ue n’ o st nu dans ancun

résiduel à gauche propre premier de X . On contredirait ainsi 1r condition du 

orème en prenant B = P c«r oxÏ a X. P > X . Donc cn a A ~ , . P1 r?u

{Pi} . ^ 2 désigne l’ensemble des résiduels à gauche s maximaux d;:
lr 1-.Z,~,...,n 

;

X.

Montrons maint enant que l’élément J = satisfait à lr:, condition

du théorème. Supposons qu’ on s,it

c’est-à-dire X.(J B) = X . Il en résulte que J ~ B n’est contenu dans

aucun résiduel à gauche propre maximal de X ~ donc que Uj possède lui-même
cette propriété~ résulte

Donc, J est bien le plus grand élément de (~) satisfaisant à la condition

du théorème.

DÉFINITION 5. - B4(X) so nomme le radical primai de X.
’ 

On démontre la propriété suivante.

PROPRIETE 7. - Si l’on a ... et si la décomposition est

réduite~ on a

2. Relations entre lcs différents radicaux de X .

, , .

THEOREME 6. - On a les relations :

Toutes ces relations sont évidentes si l’on utilise l’expression des différents
radicaux comme intersection d’éléments premiers convenables de (t) .

PROPRIETE 8. - Si le demi-groupe réticulé est commutatif, on a

En effet posons (l= et supposons qu’aucune naissance de (;L ne soit

contenue dans X’.U . D’après la condition de chaîne ascendante pour les résiduels



a droite de X , il est cessible de trouver cm entier positif n toi que l’on

ait = X.’ ~~ , résulte, (~) étant commutatif, XB ~ U = XB~~ U .
Si l’on pose C == n U , on a C  X par suite, il existe B vérifiant

B C  X et B ÛC =  B C  X , c’est-à-dire (BGn U  X et B n+1 U  X ,
ce qui contredit l’égalité XB~ U =: XB ~~ U . Par suite, on a

~’(X) ~ (~(X) , d’où la propriété .
PROPRIÉTÉ 9. - Si (L) est an treillis semi-modulaire et si tout élément de

(E) est union d’éléments L-principaux (éléments tels que Y implique

l’existence de X’ X satisfaisant à Y = X’), on a

~n effet, supposons que ~.(x) ne soit pas contenu dans Puisque

est union d’éléments L-principaux, il est possible de trouver un élément

Ô- L-principal, tel que l ’on R3(X) et   R1(X) . Par suite, aucune
puissance de ’~ n’est contenue dans X’.U . D’après la condition de chaîne

ascendante sur les résiduels à droite de X ~ il est possible de trouver un entier

positif n tel que l’on ait X.’~ = On a alors

d’après les propriétés des éléments L-principaux. Mais, ce dernier élément est
. 

égal à n) et il t par suite contenu d X ce qui

contredit le fait qlle (i est contenu dans R3(X) . On a donc 
d’où les égalités annoncées.

REMARQUE. - Des exemplesmontrent que les propriétés 2 , 3 , 4 , 5 ~ E i ’~ ne
privent pas âtre améliorées en affaiblissant et que , en dehors

des cas indiqués aux propriétés 3 ot 9 , les différents radicaux de X sont

en général distincts.

3. Applications.

Les différentes notions de radical introduites au paragraphe 1 permettent de

caractériser les classes les plus importantes d’éléments de (L).

DEFINITION 6. - On dit qu’un élément X de (L) distinct de U est tertiaire

(respectivement primaire, secondaire, unirésidué ou primai) si la relation

;. ’ ‘w X entraîne que est contenu dans le radical tertiaire (respectivement
primaire, secondaire, unirésidué ou primai) de X.



THÉORÈME 7. - Les éléments X de (L) distincts de U qui sont primaires,

secondaires, unirésidués, tertiaires ou primaux sont caractérisas par les condi-

tions respectives suivantes :

X primaire ~ X possède un seul résiduel à gauche propre premier qui soit

élément premier minimum contenant X* .Il ; 
’

X second1=.ire ~=~ X possède u.n résiduel à gauche propre premier qui soit

élément premier minimal contenant X’.U ;

X unirésidué X possède un seul résiduel à gauche propre premier ;

X tertiaire X possède un seul résiduel à gauche propre essentiel ;

X primai ~ X possède un seul résiduel à gauche propre maximal.

La démonstration est analogue pour tous les cas : si X est tertiaire~ par

exemple, et si é est un résiduel essentiel de X ~ on a X.’(p ~ X , d’où

résulte L’élément (~(x) étant l’intersection des résiduels essen-

tiels de X ~ la condition annoncée caractérisant les éléments tertiaires est

vérifiée. I@. réciproque est immédiate.

DÉFINITION 7. - Si l’élément X distinct de U est tertiaire (respectivement

primaire, secondaire, unirésidué ou primai), et. est son radical tertiaire

(respectivement primaire, secondaire, unirésidué ou primal) qui est alors un

élément premier de (~) d’après le théorème 7 , on dit que (p est l’élément

premier associé à X et que X est (~-tertiaire (respectivement @-primaire,
P-unirésidué ou (?-primai).

8. - On les implications suivantes i

X primaire ==~ X secondaire ~- X unirésidué ==~ X tertiaire =~ X primai.

C’est une conséquence immédiate du théorème 6 .

PROPRIÉTÉ 10. - Pour qu’un élément X de (L) -distinct de U appartenant

à l’une des classes précédentes appartienne à une autre ~ ’!’.! faut et il suffit que

ses deux radicaux correspondants soient confondus.

Ceci résulte du fait que, pour un élément tertiaire (respectivement primaire,

secondaire~ unirésidué ou primai) , la relation X.’â ~’X est en réalité équi-

valente à d ~~4(X) (respectivement &#x26;~(x) ,~(X) ,(~(X) , ~(X)). 
-

. COROLLAIRE 1. - Si le demi-groupe réticulé (T) est commutatif, les notions

d’éléments primaire, secondaire et unirésidué coïncident.



2. - Si le treillis (L) est semi-modulaire et à tout élément de

(L) est union d’éléments L-principaux, les notions d’éléments primaire; secondaire,
unirésidué et tertiaire coïncident.

Il suffit d’appliquer les propriétés 8 et 9 .

On démontre encore facilement la propriété suivante.

PROPRIÉTÉ 11. - Soit X an élément de (L) distinct de U. S’il existe un

élément ~p de (~’) tel que

2° (y soit contenu dans le radical tertiaire (respectivement primaire, secondaire,
unirésidué ça primai) de X , l’élément X est P-tertiaire (respectivement
u -primaire, P-secondaire, P-unirésidué ou. -primai).

COROLLAIRE. - Le treillis (L) étant semi-nodulaire, si X ~ ... , X

sont des éléments de (L) tous P-tertiaires (respectivement P-primaires,
j -secondaires, P-unirésidués), leur intersection est un élément (?-tertiaire
(respectivement {!; -primaire, P-secondaire, P-unirésidué).
Lorsqu’il existe une décomposition d’un élément X de (L) distinct de U

comme intersection d’éléments appartenant à l’ une des classes précédentes, les
radicaux de X sont susceptibles de s’en déduire simplement.

On démontre, en effet, les théorèmes suivants :

THEOREME 9. - Si X = X. " X2 n ... Xn est une décomposition réduite de X

comme intersection d’éléments primaux dont les associés

~1 ~~2 ~ ’" ~ ~ sent incomparables 
.

10. - Si X = X1 X2  ° ° ° Xn est une
intersection d’éléments tertiaires sans élément superflu, on a, Q. désignant
l’élément premier associé à ’1. 1 ,

THÉORÈME 11. - Si X = X f% 11 P .. , ii X est une décomposition de Y comme
intersection d’éléments unirésidués sans élément superflu, les résiduels à . 

gauche propres premiers de X sont tous des résiduels essentiels, ils coïncident
avec les i , si Ù’, désigne l’élément premier associé à X. , et on a1 - i -. - - . 

-- - -- 

..- - .. -, 
-- -- -- 

.--. ,- . --,- 1
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X. rB X2 . , , est une décomposition de X comme

intersection d’éléments secondaires sans élément superflu, on n’:L pas nécessai-

rement? j désignant l’élément premier associé à Xj , R(X) = IL ’ 

i 
’ ‘~ 1 2 n
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