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THEORIE NOETHERIENNE DES ANNEAUX NON COMMUTLTIFS :
LES DIV:RSidS NOTIONS DE RADICAL

par Robert CROISOT
[d'aprés un Mémoire de L. LESIZUR et R. CROISOT & prraitre aux C.R. Acad. Sec. Belg. ]

Dans toute cette conférence, on peut se placer & volonté & divers points de vue
on peut admettre que les ensembles (G) et (L) , dont~il ve &tre question,
co¥ncident tcus les deux avee 1l'ensemble des idéaux bilatéres d'un anneau, ou
que (%) est 1'ensemble des iddaux bilatéres d'un annsau ot que (L) est 1'en-
semble de ses idéaux A gauche, ou cnoore que (G) et (L) sont deux ensembles

abstraits satisfeisant aux axiomes suivants.

AXIOME (A). — (75 (dont nous notons les éléments par des majuscules de ronde)

est un demi-groupc réticuld quesi-cntier avec élément universel &, co qui

impose @ .
Unc opéreticn (multiplicotion) est défini “ans () , ainsi qu'une relation

d'ordre par rupport & laquelle (¢) est un treillis, ot on a

SQ@@7) = (@)
G GBec) =l 2C
@ ve)a=0q vC o

,

CHhel@n®,0 2

quels que soient G, D ,C ¢ (¢) .

AXIOME (B). - (L) dont nous notons les éléments par des majuscules d'imprime—

rie) est un treillis avec é1ément universel U .

AXIOME (C). - Les éléments de () sont opdroteurs dans (L) ; le résultat
de 1'opération de 0 (€ (@)) sur X(€ (L)) d&tant noté simplement QX(e (L)) ,

les conditions suivantes sont imposées

G(X uY) = &X o GY
(e v@®)x = v (3%



15-02

]

& n) = QD)X
Cex <« X
quels que soient % ,6> e @, x,7Y (1)
De plus, pour tout couple X , ¥ q'é1éments de (L) , il existe au moins un
&lément Qe (€) tel que QY £ X et l'cnsemble des ¢léments (. avant cette

propriété posséde un ¢lément maximum noté XY ost appelé résiducl & gauche

de X par Y ; pour tout X & = (L) ot tout G €(&) , il existe au moins un
Y € (L) tel que ay «X et 1l'ensomble des Y ayant cette propriété possede

un élément meximum noté X.° Ox et appelé résiducl a droite de X par Q.

Naturellement, dans les deux cas orécitds, los axiomes précédents sont vérifiés ;
ils le sont oussi dans d'autres cas importants, notammont si () ot (L)
co¥ncident avec 1'ensemble des idéaux bilateres d'un demi-groupe avec zéro, ou
si (¥) est l'cnsemble des idéaux bilnberes d'un t:1 demi-groupe et (L) 1'en-
semble de ses idéaux & gauche, ou encore si () est 1'ensemble des idéaux
bilateres d'un anncau & ot si (L) est ll'ensemble des sous-modules d'un ¥imo—

dule.

ur pouvoir déve er notrce théorie us av gsoin ¢ nxiome é~
Po o r développ otre théoriec, nous avons beso i'un axiome suppl

mentairc.

AXIOME (D)., — L'cnsemble des résiducls & gauche et 1'onsemble des résiduels

3 droite de tout élément X de (L) vérifient la condition de chainc ascende wnte.

Dens les deux cos précités, ceci a licu note ment quand 1'annenu vérifie la
condition de chatne ascendante ou la condition de chalne descendante pour des

idéaux bilotéres (ler cas) ou pour dos idéaux & geuche (2¢ cas).

Moyennant cet axiome (D) , on peut alcrs démontrer les propriétés suivantes,
fondamentales dans toute la théoric (ef. par exemple [1]): en appelent un idéal
4 gauche propre de X un résiducl & gauche de X de la forme X'.Y avec

Y £ X, pour tout # U, il existe toujours au moins un résiduel a gauche

propre premier s (c est-a-dirc tel que Cb\3<1<§>=ﬁ> ) 4b ou Cz<.\ ) de X,

et X posséde g ulement un nombre fini de tels résiducls. De plus, parmi les

é1éments premiers ® de (€ tels que (7 =X',U , on peut en trouver un nombre

P -
fini @ (0 eee U tel e
S Lo y, teis que
DD iy .
(\ 6 vee - 2 X', U
“1v2 Jn :
N . ' d ;/’ . . o - . . -
d'tou il résulte que chaque dp contient au moins un /? . Bnfin, la condition
)

1
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X.'® >X &quivaut au £7it que (* soit ccntenu dans un résiducl A gauche propre

promicr de X .

1. Radicaux d'un élément X de (L) distinct de U,

a. Le radical primaire.

THAOREME 1. - L'ensemble des éléments de (%) , tels qu'il existe un entier

positif m vérifiant

Am o
o € XU,

a un élément maximum (ZE(X) . Cet é1ément est 1'intersection des éléments premiers
de (¢) contenant X'.U .

En effet, si B est premier et contient X° U B tout (o satisfaisaent 3 1! hypo-
thése du théordme vérifie &% < & qlou e, Meis, 1'intersection des éléments
6' premiers contenant X'.U qui est égale & 1l'intersection d'un nombre fini
d'entre cux Ol , 02 s eee ,G; , tels que éi @; . (h < X'.U satisfait a

1'hypothése du théoréme , car on a Lg:fn fz) <k(1 JRED 62 , d'ol le théoréme,

DEFINITION 1, -~ ﬂ%(x) se nomme le radicnl primcire de X . On a immédiatement :

PROPRIETS 1. — Quel que soit un nombre fini d'éléments Xl , X2 9 eee s Xn
de (L), ona

a,ﬁfi(xl » Ky noeee NX) = @i(:{l)«a (ﬁal(xz) noL.. n@l(xn)

b. Le radical secondaire.

THéOREME 2. - L'ensemble des éléments & de (G) tels qu'il existe des entiers

sitifs ky , k; 5 «.o , k (n20) ot des 4léments £, , ... ,an de (&)

n 17

verlflant

koo .k .
g,og_,l G’kl ...,[..n Gz x°.U avee X.'A; =X pour i=1, .. ,n

’ . 2] ’, . . ’,
a2 un élément maximum (ké(x) . Cet élément est 1'intersection des éléments pre—

miers de (%) contenant X'.U et contenus dans un résiducl & .gauche  propre

premier de X .
' . (7
En cffet, si 4{95
minimoux contenant X°.U et contenus dans un résiduel A gauche propre premier

\»_3

i=1,2 0 désigne 1l'ensemble des &léments premiers
, LN ’
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de X , pour tout (& vérifiant 1'hypothése du théordme, nous avons @L{@S quel

que soit j , d'ou & ¢ 1 £?<m @5 . Considérons, d'autrec part, les éléments
@1 (»X".U) tels que
NG ¢ =x.U,

12 °*"
. . 2 o .
Parmi eux, figurent tous les (J’} 3 les autres sont de deux sortes : ou bien ils

- Jd
vérifient X.'-fPi > X ct sont contenus dans un résiduel & gauche propre premicr,
. ,”) . . . . N . .
donc conticnnent un 4! , ou bien ils vérifient X.° (f‘l = X . On en déduit aisé-
Y

- 12714 + [}
ment que 1'élément l<j<n

(}5 satisfait 4 1'hypothésc du théoreme ot est, par
conséquent, le plus grand élément de (¢) ayont cette propriété.

DéFINZi‘ION 2. — /f}%(X) se norme le radical secondaire de X .

On peout dérontrer los propridétés suivantec.

PROPRIET® 2, — Si 1'cna X = X, N X, N ... NI ot siles résiduels & gouche

propres meximeux de tous les éléments X, cofneident, cn a

@%(X) >£'?;2(xl) A @2 (x,) ... nfi»z(xn) .

PROPRIATE 30 - 81 1'one I= X1 i X2 D eee Xn et si la décomposition est

réduite (aucun X. dgal & U, ot X.."®% > X, , pour un i aumoins, implique

LB > X)), ona

R0z ®x) nllyx) oo a e

’

c. Le radicel unirésidué.

THIOREME 3. - L'ensemble des dlments (¢ de () vérifiant la condition

GeF Xz B e® tolque Bogx ot G0 gx

a un élément maximum {3 (X) . Cet &1lément est 1'interseetion des résiduels 3

gauche propres premiers de X .

Soit & un élément satisfaisant & la condition du théorime, et soit @ =x".cun
résiduel & gauche propre premier de X . Supnosons qu'von ait @L,}{_G} . On aurait
G.C £ X et, par suite, il existerait (3 vérifiont Bc#£ X ot fc< 1,
d'ou L‘\Ws’é’@ et (’l@é@ s ce qul contredit le fait que @ ¢st premicr. On a

- o . .
donc (< 14’;‘( n@i ol \6\1 Pi=1,2 n désigne 1'ensemble des résiduels
= < B X RS R NN .

& gauche propres premiers de X .
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A ® satisfait & la condition

Montrons maintenant que 1'é}ément J = 1< isnksi
du théoréme. Soit, en effet dc £ X . Considérons un résidusl a gauche propre
de X de la forme X'..3C qui soit maximal parmi les résiduels & gauche propres
de cettc forme. On voit aisément que c'est un élément premier de (%) , soit
@1 . On a alors ®Bcgx,lBc s(_Pl-‘ﬁBc < X eot, par suite, o est bien le plus

grand é1ément de (7)) satisfaisant & la condition du théoréme.

D’/EFIMTION 3., - (! (X‘) sc nomme le radicel unirdsidué de X .

On démontre la propriété suivante.

PROPRIETE 4. — Quel que soi£ un nombre fini d4'¢1ém:nts Xl ’ Xz 9 see » Xn de

(L) s ON0 8
Qr(x, 0 X0 o nX)2 RN R 0 R

d. Le radical tertiaire.

THAOREME 4. ~ L'ensermble des ¢léments G de (%) tels que 1'on ait

(X.'@)nC=X = C=1X

a un élément maximum @13 (X) . Cet &1ément cst 1'intersection des résiduels

essentiels de X .

Soit @ un &1ément satisfaisant & le condition du théoréme et soit (P

le résiducl essentiel Ae X par rapport & Y (voir [2]). Ona
Gex.(x @) e x. [(TQ)nx].

" De Y 2 X résulte (X.'@)NY >X d'ou, compte tenu de (X.*Q)n Y <Y,

. [(x @) ovl=x.x=F.
ac @ ite. (4 Y ‘ s e
On a donc 1 & et, par suite, (A< 1< L{«,n@i ol {dij i=1,2,..0,0

désigne 1l'ensemble des résiduels essentiels de X .

. , Y 0 . RPN ‘s
Montrons maintenant que 1'élément Y= 1 {? “n Ui satisfait & la condition
<

du théoréme. Supposons qu'il n'en soit pes ainsi, et soit C un élément de
(L) tel que 1l'on ait
(X.°d)NC=X ot C>X.

L'élément X'.C de (7) est alors un résiducl & gauche propre de X . 51 1l'on
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X<72<C = X.2=X.C,

on peut cheisir Cl < C satisfaisant & le> ¥ ct X'.CIP'X'.C . En répdtant ce

raisonnement, on voit, d'aprés la condition de chainc ascendantc pour les résiduels

& gauche, qu'on peut trouver un é1ément C' £ C satisfaisant & C'» X et
X<Z2<C = X'.2=X.0".
On a alors évidemment »
| (X d) nct=x et C >X

et 1'8lément = X'.C' ost un résiducl cssenticl dz X . On en déduit 55,(P
“et

Ly 2P =0,

d'olt C' = (X."J) 7 C' ce qui constituc unc contradiction. Donc 1'¢lément

est bien le plus grand élément de (%) satisfaisant & la condition du théoréme.

DEFINITION 4. — G{-a(x) se nomme le radical tortiaire do X .

On peut démontrer les preopriétés suivantes.

PROPRIETE 5. - Si lc treillis (L) cst semi-modulaire, lc radical tertiaire

de X cst élément maximum permi les éléments (G de (%) tels que 1'on ait

(X.°Q@) nC «X = C«X.

PROPRIETE 6. - Si le troillis (L) est semi-modulaire, quel gue soit un nombre

fini d'é1éments s Xy s een y X de (L) , on o
{ 2 2 \ SN y
(b, (x, o Ko 0 ) By ()0 @B(Xz) oL '7@’3(Xn) .

e, Le radical oprimal.

7 \ .
THEOREME 5. ~ L'ensemble des éléments G de (%) tels que 1'on ait

(X'@) n (X)) =X =5 L'H=x

a un élément maximum (ﬁa(x) . Cet é1ément 25t 1'intersection des résiducls 3

gauche propres maximaux de X .

. y s 2 . . \A s R .."’jl
Soit (2 un élément satisfaisant & la condition du théoreme, et soit {’ un

- résiduel & gauche propre maximal de X . Supposons qu'on ait & f-@a, d'olr

(X G) o (x°@) = 1.°(G o) = x



15-07

P>

. e ¢ » (—’ -
car, de la relation & ut résultc que % v n'est contenu dons zucun

résiduel & gauche propre premier de X . On contredirait ainsi 1a condition du thé-
6 < " /2
&

. {3, ou
1<£igsn "1

oréme en prenant B =@ car ona X."%° > X . Donc on a
31 . . : 3 i
(@.; . désigne 1'onsemble des résiduels & gauche propros maximaux de
i/ 1=1,2,...4n a
X.

. ’ N (I (> . . s oL
Montrons maintenant que 1'¢é1lément ) = 1<:;< r(ji satisfait 4 la condition
AR

du théoréme. Supposons qu'on ait
(T ) n (X)) =2

c'est-a-dire X.°(J ngS) = X . I1 en résulte que .5‘/<35 n'est contenu dans
aucun résiduel a gauche propre meximal de X , donc que R possede lui-méme

cette propriété, d'olh résulte
.G =x.
4 o ~ s e
Donc, ¢ est bien le plus grond élément de (%) satisfaisant & la condition

du théoreémc,

DEFINI TION 5. ~ @%(X) s¢ nomme l¢ radical primal de X .

On démontr> la propriété suivante.

PROPRIéTE 7. — Si 1'on a = Xl A Xsz vee f\Xn ot si la décomposition est

réduite, cn a

@, (x) > @n(xlm 6L () o @ (x) .

2. Relaticns cntre les différents rodicavx de X .

THéORéME 6. - On a leés relations

XU (X< @(X)s R0« &< fﬁh(x) .

Toutes ces rel.tions sont évidentes si 1'cn utilisc 1'expression des différents

N

radicaux comme interscction a'é1émants premiers convenables de (%) .

PROPRIZTE 8, — Si le demi-groupe réticuléd (%) est commutatif, on a

ﬁ?.,l(x) = :‘3’,2(;() = R1(x) .

En effet posons Q= RL(X) et supposons gu'aucune puissance de (L ne soit

contenue dans X°,U . D'aprés la condition de chailne ascendante pour les résiduels
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3 droite de X , il est nossible de trouver un ontier positif n tel que 1l'on
ait %GR = @
Si l'cnpose C=("U, ona G C£X ot, pur suite, il existe @ vérifiant
ot x ot RAC=GRE <Y, clost-adire BB ULY ot BG™ U<,
co qui contredit 1'¢galité X,/ U= 1. @™ U . Par suite, ona

R (%) < Gzl(X) , d'olt le propriété.

PROPRIETE 9. — Si (L) eost un treillis semi-modulsire et si tout élément de
(%) st union d'éléments IL-princivoux (éléments (1 tels que Y < (X implique

1'existence de X'< I satisfaisant & Y = &X'), ona
B (x) = Ry(x) = &3(x) = &(n) .

in effet, supposons que QZ(K) ne soit pas contenu dans O?(X) . Puisque
(X) ost union a'418 ments L—nrlnclpuux, il est possible de trouver un élément
Q L-principal, tel que 1'on ait uz.:ﬂké(x) et wAjt{?i(X) . Par suite, aucune
puissance de “ n'est contenus dans Z'.U . D'aprés la condition de chaine
ascendante sur les résiducls & droite de X , il ost possible de trouver un entier
positif n tel que 1l'on ait LG = X.'Cin+1 . On a alors
L @@ U= G [L'G)n & Ul Q")

d'aprés les propriétés des éléments L-principaux. Mais, ce dernier élément est
¢gal & G (X" n+1) =@M X.* @) et il ost, per suitc, contenu dans X , ce qui
contredit le fait que (3 est contenu dans @?(x{) . On a done C%(X) s@l(x) ,

d'ol les égalités annoncées.

REMARQUE, — Des exemplesmontrent que les propridtés 2, 3, 4,5, 6 , 7 ne
renvent pas 8tre ameliorées en affaiblissant les hyoothéses, et que , en dehors
des cas indiqués aux propriétés 2 et 9 , les Aifférents radicaux de X sont

en général distincts.

3. Applications.

Les différentes notions de radical introduites au paragranhe 1 permettent de

caractériser les classes les plus importantes d'éléments de (L) .

DEFINITION 6. — On dit qu'un él%ment X de (L) distinct de U est tertiaire

(respectivement primaire, secondaire, unirésidué ou primal) si la relation

X.'(s » X entratne que (& est contenu dans le radical tertiaire (respectivement

primaire, secondaire, unirésidué ou primal) de X .

, d'ol résulte, (Z) Stant comutatif, *. 4% U= %G1y
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THFOREME 7. — les 4léments X de (L) distincts de U gqui sont primaires,

secondaires, unirésidués, tertiairecs om primuux sont caractérisfs nar les condi-

tions respectives sulvantes

X primairc <=» X possede un scul résiduel 3 gauche proore prerisr qui soit

é1ément vremier minimunm contenant X°.U ;

X secondaire &= X nosseéde un s»ul résiduel A gauche propre premier qui soit

é1ément premier minimal contenant X'.U

s

X unirdsidué = X possdde un seul résiduel & gouche propre premier ;
X terticire <= X posséde un seul résiducl & gauche proore essentiel ;
X primal <= X npossede un seul résiduel & gouche propre maximel.

Lo démonstraticn est analogue pour tcus les cas : si X est tertiaire, par
exemple, et si (P st un résiduel essentiel de X ,cena XC(F >X, d'on
résulte (M= (R§(X) . L'élément, !ﬁg(x) tant 1'intersection des résiduels essen—
tiels de X , la condition annoncée caractérisant les éléments tertiaires est

vérifide, la réciproque est immédiate.

DEFINITION 7, — Si 1'é1ément X distinct de U est tertizire (respectivement
primaire, secondaire, unirésidué ou primal) et si (ﬁ est son radical tertizire
(rCSpectlvement primaire, secondaire, unirésidué ou orimal) qui est aldrs un
é1ément premicr de (%) d'aords le thLornmu 7 , on dit que 63 ost 1'élément

. . N = /
premier associé &4 X et que X est (¥ —tertiaire (respectivement C?—prlmalre,

. [ . ;.. ’, 17 .
G3~seconda1re, {}Lun1r651due ou {f-primal).

L4 N
THEORME 8, — On les implications suivantes :

X primaire => Y secondairc =3 X unirésidué =3 X tertiaire =—p X primal.

C'est unc conséquence immédiatc du théoréme 6

PROPRIéTé 10. - Pour gqu'un é1ément X ‘gg (1) " distinet dec U appartenant

4 1'une des classes nrécdédsntes aprartienne & une autre, il faut ot il suffit que

ses deux raiicaux corresnondnnts scicnt ccnfondus.

Ceci résulte du fait que, pour un élém:nt tertiaire (respectivement primairc,
secondnire, unirésidué ou primal), la rclation X.'G >X est en réalité équi-

valente & @G <(ﬁ%(X) (respectivoment G&l(X) ,6{2(X) , R, QQ(X)).

COROLL&IRE 1., -~ Si le demi-groupe rdéticulé (23 cst commutatif, les notions

d'é1léments primaire, sccondeirc et unirésidué coIncident.
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COROLL4LIRE 2. — Si le treillis (L) est semi-moduloire et & tout &1ément de

(L) est union 4'éléments L-principaux, les notions d'éléments primaire; sccondaire,

unirésidué ot tertiszire colncident.

I1 suffit d'apoligquer les propridtds 8 et 9 ,

On démontre cncore facileoment la propriété suivante.

PROPRIZTE 11. — Soit X un élément de (L) distinet de U . S'il existe un
élément (7 de (7) tel que
1° X.'\/_,:L)\X @ = ¢

20 (? soit contenu dans le radical tertiaire (respectivement primaire, secondaire,

unirésidué cu primal) de X , 1'élément X est (P-terticire (respectivement

[ -primaire, @ —secondaire, (P~unirésidué ou @ ~prims1),

COROLL&IRE, — Le treillis (L) dJtant semi-medulaire, si Zl ’ X2 s see Xn

sont des éléments de (L) tous (F ~tertisires (respectivement (P-primaires,

& —-secondeires, C?—unirésidués), leur intersection est un élément (P-tertiaire

. 7 m . 2 s
(respectiverent (\' -primeire, {{-gecondaire, (P~un1re81dué).

Lorsqu'il existe une décecmposition d'un élément X de (L) distinet de U
comme intersection d'éléments appartenant & 1'une des classes précédentes, les

radicaux de X sont susceptibles de 8'en déduire simplement.

On démontre, en effet, les théorémes suivants :

Vi L
THEOREME 9. - 51 X=X, " X, 0 ... 0 X 2st une décomposition réduite de X

comme intersection d'£1éments primaux dont les €1¢ments premiers associés

@1 ’ @2 s cee (5\’n ssnt incomparables deux & deux, on a

R, ~ (0 e ~n (0
(RA(X)—- blnézn...w Gn.

THEOREME 10. -8 X=X 00X 0 ...0 Xn est une décomposition de X comme

1 2
intersection d'éléments tertiaires sans élément superflu, on a, {T} Aésignant

1'élément premier associé A Koy

@(X): @lﬁ(? n...m@t

3 2

AT GR AR Xn est une décomposition de X comme

THEOREME 11, - Si X=X 0 X,

intersection d'éléments unirésidués sans élément superflu, les résiduels A .

gauche propres premiers de X sont tous des résiduels essentiels, ils coYncident

avec les C?i s si CPi désigne 1'élément premier associé a Xy et on a

RO = Gl nnl = G .
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REM-RQUE, - S1 X = X0 X2 N eee nXh est une décomposition de X comme

intersection d'éléments sccondaires sans é1ément superflu, on n'a pas nécessai-
rement, G?i désignant 1'41ément premier associé & X (Ré(X) = (?lf\<jz n ...!163 .
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