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THEORIE NOETHERIENNE DES ANNEAUX NON COMMUTATIFS
UNE PROPRIETE CARACTERISITQUE DES IDEAUX TERTIAIRES,

" par Léonce LESIEUR

Nous avons développé, CROISOT ot moi, unc théorie noethériecnne des annsaux non

~ commutatifs au moyén de la notion d'iddal tertiaire qui doit remplacer la notion
d'idéal primaire, insuffisante dans le cas non commutatif. Cette théorie est
exposée dans deux mémoires nrincipaux (L. LESIEUR et R. CROISOT, [4]et [(5]).

Les résultats que je me pronose de préscnter ici y apportent une contribution
nouvelle basée sur la notion de résiducl essentiel d'un idéal, avec une application
intéressante aux idéaux tertiaires ; nous montrons en effet qu'un icéal tertiaire |
est caractérisé per la pronriété de posséder un résiduel essentiel unique.

. . - . . 1
L'exposé qui suit se limite au cas des idéaux & gauche d'un anneau (7).

Je reprends les hypothtses et les notztions utilisées dans une conférence faite
par R. CROISOT [2] . U désigne un anneau, non nécessairement commutatif, n'ayant
pas nécessairement un élément unité. Nous imposons une condition de chaine qui
est, soit la condition de chainc ascendante pour les idéaux & gauche, soit la
condition de chalne descendante pour les idéaux & gauche, Nous notons a " b ‘
la réunion de alUb et de ab (a€ U, b «U) . Pour tout x& U, nous notons
(x| 1'idéal & gruche de U engendré par x . Les idéaux & geuchc sont représcntés
par des majuscules d‘'imprimerie, les idéaux bilatéres par des majuecules de ronde.
Pour tout iddal & gauche X et tout idéal & gauche Y , noue notons X'.Y le

-

résiducl a gauche de X par rapport & Y , qui cst 1'cnsemble des éléments

(1) in fait la notion de résiducl cssentiel et son application & la caracté-
risation des idéaux terticires sont velables aussi pour les idéaux bilatéres d'un
anneau, les idéuux & gauchc ou bilatéres d'un demi-grounc avec zéro, les sous-—
modules d'un U-module, U é&tant un anncau non commutntif, Une présentation
abstraite valable pour tous ces cas est donnée dans deux notes récentes
(L. LISIEUR et R. CROISOT, [6]et [7]).
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a €U tclsque a¥ & X 3 ce résiducl & gouche est un idéal bilatére.

1. Résiducl cssentiel d'un idéal A gauche.

DAFINITION, - On aprellec résiducl essentisl d'un idéal 3 gauche X un idéal
biletére & teol qu'il existc un idéal & gauche Y 2 X avec "= X'.Y et
XeZeY = X'.2=X.Y.

Dane la suite, nous utiliscreons le nlus scuvent deux propriétés caractéristi-

ques des idéaux cssentiels de X , sous la forme des propriétés 1 et 2.

PRQPRIF/,TE 1. - Pour que (P soit résiducl essenticl de 1'idéal a gauche X ,
il faut et il suffit qu'il existe un idéal 3 gauche Y £ X, tel que @: X*.Y
et

Z2SY, ZFX = X.2=X.Y.

a. La condition est nécessairc, car en prenant pour Y 1'idéal qui figure
dans la définition, 1'hypothése Z< Y , 2 #X entraine X< X+ Z &Y A'od

C=x(x+2)=x.2.

b. La condition est suffisante. Supposons P= x.y , Y satisfaisant & la
condition de la propriété 1 . On a aussi & - (X+7Y) avee T <X+ Y.
Considérons Z2 tel que X <Z CX+ Y. Onpeut derire Z =X+ (Z & ¥Y) d'on
X Z=X.20Y) =% ouisque Z"YE X, ZNYSY,

La propriété 1 est établie. Nous nous y référcrons dans la suite en disant que

@ = X°.Y ect résiducl essentiel de X per rapport a Y .

soit = X°.Y un résiducl essentiel de X par raprort & Y . Considérons un
é1lément o= Y, vy %X, 0nadone (= X'.(yol » c'est-a-dire 6‘ est 1'ensemble
des éléments a qui vérifient a U»”yO € X . En prenant z € (yol , avec z& ¥,

on a aussi (= X".(z| de sorte que la relation a U z € X entratne a U* Yo cX.

)
Réciproquement, supnosons que ()’ soit de la forme @: X'.(yol s OU Yo 4 @

est un élément tel que :

(1) z 4 X, z&(yol,aU*ng;-;‘;aU*yo X.

0"

Alors 1'idéal P = X'.(yol est résiduel essentiel de X par rapport a (yOl .
Considérons ¢n effet un iddal & gouche Z tel que 7 & (yOl , 24X .0na
d'abord X'.Z 2 X'.(yol ; inverscment, soit a € X'.Z ; en prenant un élément
z<%2, 2¢X,onadonc: z¢ X, zé'(yol , alUfz <X d'on aU*yO_QX
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d'eprés la condition (1), I1 en résulte a € X'.(yo[ et K'.Z = X'.(yol .
Ce résultat nous ccnduit 4 la deuxieme propriété caractéristique d'un résiducl

essentiel de X @

PROPRIéTE 2. - Pour que (:.‘) soit résiduel esscnticl de X , il faut et il suffit
gu'il soit de la forme 6" = X'.(yol _q__u Yo & X eost un é1ément tel que :

< ¥ -

N . s . . @
Nous nous réfercrons dans lc suite & cette nropriété en disant que & est un

résiduel essenticl de X par rapport a (yo.l .

PROPRII:’T]’E 3., - Tout résiducl essenticl de X conticnt le radical tertiaire de
X. ‘
Rappelons en effet la définition du radical tertiairc (f?o(X) de ¥ ([2],
p-lct [5], p. 459). C'est 1'ensemble des éléments a tels que :
Yo#&X => Jz<(b] telaue z¢ X et aU z <X,

Supposcns ae &(X) et soit 6') un résiduel essentiel de X npar rapnort & o
En appliquant la définition du radical & 1'élément o £ X , il existe donc =z
tel que ¢ 3z € (yol , z2¢X, aU" 2 cX.0nen déduit d'anrés 1la propridtd
2,aU*yO§X,donc ae@.Onabien@(X)g@.

PROPRIETH 4. - Si @ est un résiduel 34 gauche propre maximal de X , c'est un

résiduel essentiel de X .

Un résiduel & gauchc propre cst de la forme X°.Y avec Y& X . Supposons-le
maximal, et soit Z €Y, Z£X.Ona X'.22X".Y 4'ou X'.Z=X".Y nuisque

X'.¥Y est maximal.

7/ '
PROPRIZTE 5. — Tout résiduel & gauche de X de 1o forme (P= X'.Z2 , avec

Z > X, est un résiducl essenticl de X . Récinroquement, si U vérifie la

condition de chalne descendonte, tout résiduel essenticl de X est de cette forme.

La premiére partie de la nropriété est immédinte en vertu de la définition de
Z X (2). Pour démontrer la seconde, (§ &tont un résiduel essentiel de X
de la forme \f = XY, avec Y 22X, i1 suffit de checisir pour 2 un idéal

minimal vérifiant X < Z €Y ot d'appliquer la définition.

(®) On rappelle que 2 > X signific Z 29X et 2 2 Z, > X entraine 2, =72 .
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Dans sa thése [ 3], J. GUERINDON considérc des idérux de 1la forme X'.Z , avec
Z »X, pour lc cas d'un anneau commutatif, et il montrc qu'un tel iddal cst
premier maximael. Dans le cas d'un anneau non commutetif nous pouvons toujours affirmer

qu'un résiluel essenticl de¢ X est premicr, d'aprés la prooridté suivante @

PROPRIETE 6. — Tout résiducl essenticl de X ost premier (3).

Suphosons (& résiducl essenticl de X per rapoort & o (pronriété 2), ot
a U bz @ . Ona done aU*bU*yO”:X.Dc.nslo cas bU*yO‘L‘»X on a
be(® ., Sinon, il existe z € b U Vo & (ybl avee 2z #£X ct aU*z < Y. On

. % ~ N 8 . <
en déduit a U Vo & X d'aprés 1o prooriété 2, A'od ae @ .

COROLLAIR®, — Tout idéal X , distinct de U , n'admet qu'un nombre fini do

résiducls essentiels.

On sait en effet que X ne posséde qu'un nombre fini dc résiduels a gauche

propres vremiers :{[ 4], théoréme 2.1 , ou[1], p. 7).

2. Application des idfaux essentiels aux idéaux tertiaires.

Nous allons apnliguer maintenant la notion d'idéal résiducl cssentiel pour

donner unc propriété caractéristique dss idéaux tertiaircs.

THEOREME 1. — Pour que 1'idéal a gauche A soit tertiaire, il fout et il

suffit qu'il n'admette qu'un seul résiduel essenticl.

Rappclons d'sbord la définition 4'un iddal tertiairc qui scra utilisée ici
(L. LESIEUR et R. CROISOT, [5]), p. 460 , oul2], p. 2) ¢ 1'idéal X est
tertiaire si 1'on a

¥

a0 b<x, béEX = acBin

o (R{X) désigne le radical tertiairc de X , qui a été 4éfini plus haut
(propriété 3).

a. Montrons qu'un idéal terticire X n'admet qu'un résiducl essentiel., Soit

G) le radical tertiaire de X . Soit @’ un résiducl essenticl de X , par

R ). . ) S
rapport a (yol .Ona (= Gj, car si p'c G s ona p' i Vo € X, Yo %X,
Atol p'e @  puisque X ost (?—tortiairo. Inversement, soit g)é(? 3 comme
yb<¢.X , 11 existe d'apres la définition du rrdical @ do %X un élément z

telque z¢€ X, z é_(yol et p U¥ 2 €X . Il en résulte d'anrés la propridté 2 :

(3-) Au séns de MaC COY [ 8] : 1'idéal bilutére ' est premier si la relation
aUb ¢ @ entraine ae Lou be ~« Pour qu'il cn soit ainsi, il faut et il
suffit que la relation a U bec ® entraine aec ou be (P .
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p U¥ o < X, clest-d-dire b @ ot P07,

b, Montrons qu'un idéal X qui n'admet qu'un résiduel csscntiel est nécosssai-

rement tertiaire. I1 frut donc établir

U bEX, bELX = acfUX) .

I

Supposons qu'il n'ecn soit nas ainsi., Il existerait donc un élément ¢  tel que :
* - . .
(2) c & X, avee x&(c’, al x £X = x€ X,

Considérons un rssiducl & gauche de X maximel parmi ceux quil sont de la forme
X" (y| 5 avee y&£ X, y < (c] . Co résiducl maximal &= X'.(yof est un rési-
duel essenticl de X par rapport & (ybl . L'hypothésa SRR A ¢ s D # X
entraine 2 % X'.(b| , qui est un résiducl & gauche pronre de X . Celui-ci est
contenu dans un résiduel & gauche nronrc maximel qui est cssenticl d'aprées la
propriété 4 et qui coincids donc avec @ dqlanres 1'hyvotheése 4'unicité. Il en

. . * X . .
résulte aelf , soit a U Vo € X, avec Yo € (cl . Mais ccla centrainerait

Vo & X d'aprés (2) , cc qui serait contrairc & 1'hynothése.

I1 cst possible de généraliscr 1c théoréme 1 en préeisant quols sont tous les
résiducls cssentiels d'un idéal & gauche X donné. I1 suffit pour cele d'utiliser
une décomposition réduite de X comme intersection 2'un nombre fini d'idénux
tertinires. (Pour la Aéfinition et 1'oxistence d'un telle décomposition, voir
L. LESIEUR et R, CROISOT, [5], p. 462, ou[2] n. 6).

Soit A = Xl(W e N X unc décomposition réduite de X comme intorsection

[»]

. .z N . . , 2 s ,
d'idfaux & geuche X (i=1, ... , n) sunnosés (:i~tert1a1res. Aucun X,
o I . ’ . b : . . .
n'cst suvnerflu et les Ji sont des id<cux bilatercs nremiers tous distincts.

Nous allons démontrer qu: los réeiducls ess:ntizls de X  sont préecisément les

. ) co . : .
idéoux (Ji . Nous utiliserons ncur cela le lomme suivant

LaMiE, — Soit 63: X'.(yol un résiduel cssentiel d» ¥ nar ranport A Yo

et soit X = leﬁ ces N Xn unc décomposition réduite de Y comme intersection
. », . ~r < ) s . . > . ~;
d'idéaux A gaucho £y \yi-tortlulres. I1 existe un Xi et un scul, soit Kl s

tol que X l\(yol =X 0 (yol . On a @:@1 et Xyh ... NX o (yol > Xn'(yol .

Considérons parmi les Xi un cnsemble minimal, soit {Xl 9 ses 3 Km} ’

tel que
X m(yol =X 0NX,0... 0K N (yo!l -

Onao m =1 pulsque Yo é‘X . 11 en résulte Yo % Xl , Sinon on curait
Xn(%lzxzﬂ“.n%nﬂwbl.%m pg@:Xﬂ@N 3 on a donc
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%al - “
U yo X < 1 ct, comme X1 cst l—tertiz;ire, PE @1 2L par suite 4= 53')1 .
I20PNY
Demon'brons maintenant 1'inclusicn Ul ¢ %, Comme on . XN (yO|C.X9r‘ ...n.,X N (yO |=Y',

il existe y' €Y', donc y' e yol , tcl que y'¢ X, ot par suite tcl que

y' & X1 . Si Py est un 81lément quelconque de 631 , on a donc en vartu de la
définition du redienl de X, , un &lément z € (y'| , 2 ¥ Xl , tel que

Py Utz & X, + Il cen résulte Py U* 2 2% ot por suite D4 U yo < X d'aprés la
prooriété 2 , c'vst-a-dirc p, € 7 ot @5 ¢ {®. 0na bien (= 1 . 0801 démontre
en mdme temps que m= 1, cor le cas m >1 entreincrait de méme \3 \5

d'ou 6)1 = @2 , ce qui ost contraire & 1'hypcthése. On a done bien

Xl N (yol =N (yol et X2 Toeee N Kn N (yol:? Xn (yol .

THRORIME 2. — Les résiducls essenticls d'un idéal & gauche X coIncident

avec les idéaux premiers 5) associés aux idéaux tertinires X d'une décomge~

sition réduite X = X1 N el Y X .

. On sait déja d'apres le len*“e qu'un résiduel essentiel de X cst nécessai-

rement 1'un des idénux C '

b. Montrons, runproqwmmt que C , nar cxcmple, ost un résiducl essenticl
de X . Considérons 1'idéal Y = X2 -’“E eee N ‘(n s onc donc X = Xlﬂ Y . Soit
¢ = X'.(yol un résiducl do X moximel parmi coux qui sont de lo forme X'.(y| ,
ol yg‘ X, y€Y. Colui-ci est un résiducl cssonticl de X car si on &

Zf;(yol avee 24 X, il oxiste ze& 2, 24 X ctona

1]

X.(z| 2 X2 2 X (5,
I1 cn résulte 1'égalité puisque X'.(yol ¢st meximnl, inis on a
=X N YN =X '
X nlyl =% (rl = %, 0 (yol

o) > \.
et par suite U7 = k’;"l d'aprés lc lemme. Le théorémc cst démontrd.
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