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COHOMOLOGIE A COEFFICIENTS DANS UN FAISCEAU

par Michel ZISHMAN,

Le mode d'exp-siticn est celui de SERRE [2] . Pour d'autres théories de la coho-
mologie le lecteur pourra consulter le bibliographie donnée dans 1l'exposé 5 .

i, Les complexes de cochaines.

Soit le un préfaisceau sur un espace topologique X , et g: {Ulg i el un
recouvrement ouvert de X . Cn désigne par S(I) 1e complexe simplicial (cf.[3])

dont les simplexes dont les suites finies d'éléments de I - Si s = {io s eee 11}\
est un élément de S(I) , on posera U_ = U, . =U, O «ee NU, (p entier
S 100961p 10 lp

2 0).

On appelle p=-cochaine de [ & valeurs dans [F une fonction f qui & tout

s € Sp(I) fait correspondre un élément de Fy -
s

Chaque FU étant un groupe abélien, l'ensemble des p-cochaines est naturel-

' s
‘lement doué d'un structure de groupe abélien. On désignera ce groupe par

CP(H ,\}:) » et par C(U , F) 1la somme directe ﬁ CP(R s f‘\) .
. p=0
Dans. S(I) on a défini 1'homomorphisme bord d :

d{io 9 eee o ipk= é ("‘1)j {io y *ee EJ 2 ooy ip%

Do méme on définit dans C({ , F) un homomorphisme cobord & 3

cP(y, £) =P, ) par
BE(1y 5 «ee lp+l) = ‘73_:0 (-1)9 T £(1g 5 oo s iy eees 1p+.l)
ol TS désigne l'homomorphisme de restriction
Uc /‘\ 3
1. eee 1. oeee 1
r 0 Jj . Tp+l FU . - FU
lo sea lp"l'l 10 coe lj eee lp+1 lo see lp+1
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(cette définition est cohérente en effet

A .
f(io 9 ose lj 5 eee lp+1) éFU. g-\ .
10 LN 3 j L 1p+l
et par conséquent Bf(iy , ..., lp 4) EFy s et ect blon un-éidoest do
i LN ] i R
0 p+l

p+l
P, B))e

On vérifie sans peine que o8=0 , puisque dd=0. C(}'IA' ’ ”F;) est donc un
complexe de groupe abélien dont on désigne les groupes de cohomologie par
P (IAIM ’ E) .

2. Passage & un recouvrement plus fin.

Soit [ wun recouvrement plus fin qu'un recouvrement V = ‘ivj}j 7 ©b
T : I—J une application telle que u, (‘V%’i pour tout i €1I .,
un homomorphisme noté encore T de C(V , F) dans ©(U, F) défini par

K Ada (*W

(Tff)(i eee i )

o

U induit

\ .

rU f((clo s oo ,’t’,iq)

ou rg est 1‘homomorphlsme attache a4 1l'inclusion
U .3 CV N et ot £ €cy, F)
10 eca q (Cio cae (liq

On vérifie sans peine que ¥ commute avec © et définit par conséquent un homo-
morphisme

x q q
T 2 H(YM:E)'%H (,IAJ’\’AE)

PROPOSITION 2.1. = L'homomorphisme U~ : Hq(\L , F) —-)Hq(g » F) ne dépend
que_des recouvrements V et U et non de 1'application T : I —J choisie.

On désigne par t(g“ ’ X\) 1thomomorphisme canonique ainsi défini . On a
t(U , U) = identité ot (U, V) o £(y, W) = (U, W) si UAVAW . (On rappel-
le que U4V signifie U plus fin que V).

lar

Soient en effet T et T” deux applications I —J telles que U cv., g et
Ui TV 5 + On définit un opérateur d'homotopie k (abaissant les degres d'uneuni-
té) de la manidre suivante, (f & Cq(\L .AF,;))

. . A . At v
(kf)(lo y soe lq‘_l) =% ___ (1) T f(’blo s ses ,’tj:l.j 'L’J.j oes "lq-l)

ou rj est 1'homomorphisme attaché & 1l'inclusion
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U ,
io eeo L

1C—Vti co  TiL TL. el ;.
i 77 q-

-

0
- On vérifie que Skf + k&f = TE - Ut , ce qui démontre la premiere partie de

’

la proposition. La seconde est immediate.

On rappelle que la relation U J\XV est une relation de préordre filtrante entre
recouvrements et que l'ensemble des classes de recouvrements (g et V apparte-
nent 2 la méme classc d'équivalence si U 4V et V<« U) est alors un ensemble
ordonné filtrant (cf [ ]). La propoition 2.1 montre alors que t{(U , V) et
t(x s H) sont des. isomorphismes réciproques si U et V appartitennent 3 -la méme
classe :gutrement dit Hq(g s F) re dépend que de la classe de recouvrement de U .

Ce qui précéde justifie alors la définition suivante :

/ . .
' DEFINITION. - On appelle g-iéme groupe de cohomologie de X & valeurs dans «E s
ot on note HO(X , ;3) , la limite inductive des groupes Hq(H , F) définie sui-
. vant 1'ordonné filtrant des classes de. recouvrements de X au moyen des homomor-

phismes t(U , ¥) .

, _
DEFIN.TION, ~ On appelle g-iéme [ -oupe de cohomologie de X & valeurs dans un

faisceau F , et on note Hi(x , F) , le g-idme groupe de cohomologie de X 3

valeurs dans le préfaisceau canoniquement associé & F (ou Fy = @, F)) .

3. Premidres propriétés.

PROPOSITION 3.l¢ - HO(X‘, F) est canoniquement isomorphe & fx,r, groupe

des sections de F au-dessus de X .

" Soit U= {Uig' jer W recouvrement de X . HO(IL ’ AI::) est isomorphe au groupe

des O-cocycles de C(;JM, E) puisqu'il n'y a pas de - 1 cochaines. Si f est
un - O-cocycls, on a

(8£)(d , §) = § £1) - f; £() =0

(‘Fj est la restriction de N (Ui , F) 2 f-'(U:.L f\Uj , F) de méme pour ?i).
Donc f£(i) et £(j) sont deux sections qui coincident sur U, ﬂUj . Ainsi
HO(I.]”, F) = T (x s F) pour teut U .

PROPOSITION 3.2. - Soient Y un sous-espace fermé de¢ X et F un faiseeau au-

dessus-de Y . HY(Y ; F) et 1d(x 5 ?) sont canoniquement isomorphes.
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Le recouvrement U = {Ui de X définit un recouvrement U' = f,’Ui ﬁY} 1€l

iel

de Y ; réciproquement, tout recouvrement de Y peut 8tre obtenu de cette maniére.
— A

Comme Y (UNY,F)aI(U,F) pour tout ouvert U de X , et que les homomor-

phismes deArestriction commutent & cet isomorphisme, les deux complexes c(u, F)

A
et C(U,, F) sont isomorpher, et par conséquent Hq(IVJ”' , WF,)MHq(H,.’ F) « On
en déduit alors immédiatement la propriété annoncée.

HOMOMORPHISMES. ~ Soient F et G deux préfaiscegux et h : F =3 G un homomor-
phisme, h induit un homomorphisme noté encore h de C(U, E) dans C(U , G)

qui connute aux homomorphismes cobords. h induit donc un homomorphisme
5Ny, B) =8Ny, 6)

si U<V, ona le.diagramme commutatif :
M pa

h

HI(Y , F) —HYV, §)
1) . 4 l
By, B) =, O
ot les fléches horizontales sont les homomorphismes n* , les fléches verticales
les homomorphismes t(U , V) .

* Y 3 . . \ (Y ] . N (]
h” induit donc un homomorphisme de systemes inductifs, et par passage a la 1i~-
mite inductive on a un homomorphisme canonique

p* : B, F) — HX, Q)
Considérons maintenant une suite exacte de pxjéfaisceaux sur X .
h! h

0 —> I > F
A oA

> F > 0
o

on sait que, pour tout ouvert U de X , Fﬁ = FU/FI'I donc la suite

est aussi exacte. La théorie générale des suites exactes de complexcs (cf [4]) don-

ne alors la suite exacte suivante

% . * ‘
O-——%HO([AI“, AFN') E.;Ho(g, E) -I-I—A,HO(H’ FMn) "é'éHl(gM’ Xl) —_ ...

-1 a '* F
eos mHIT (U, F) -—)Hq(gw, F!) -1-‘—->Hq(g~, F) E-qu(}IM, 1) — .o

Soit U LV , en plus du diagramme (1) on a le diagramme commutatif

ya-t (v, Fn) -a-—mq(v , F')

MA Vo A
) { R
By, B Sy, )

ou les fldches verticales représentent 1'h6mom6rphjmet(g s K) .0 induit donc par



8=05
passage 2 la limite inductive un homomorphisme
3 w7l , F1) —aix, E) .

De plus, on a le diagrammc commutatif (réunion des diagrarmes (1) et (2))ou les
lignes horizontales sont exactes et ou les verticales représentent toujours
(U, V) s
o q-1 9, yd g% q £ 1
cee —HIT(V, FM) = HY(V , F') == H*(V , F) = H(V ,3:') -3 oo
POV A A W

| J

) | ) . |
"-")Hq-l(p“ , F1) _Q)Hq(pm', Ft) f__)HCI(E{’ F) _i_'_,HCI(U , 1) =
A A A A e

Or une limite inductive de suites exactes est une suite exacte d'ou la proposi-

tion 3 %

- it ! . Sfais—
PROPOSITION 3.3. = A toute suite exacte O --)E - ,\F.; -—?AF:' — 0 de Eréfals

ceaux sur X , on associe canoniquement une suite exacte ds cohomologie @

0 =@, 1) —i® , ) =& , ) —SHE, )= ...
oo —H (x| ") — 1x ) F1) — Hx , F) — 53 , B =

Cas desfaisceaux. — Soit f ¢ F =) G un homomorphisme de faisceaux sur X . On

a vu que f induisgit un homomcrphisme
£f: @W,r)— "'u, a),

donc un homomorphisme »E — G des préfaisceaux canoniquement assoclés & F et

G . f induit donc un homomorphisme
il

Mais & la suite exacte 0 —23F! —F —F" — 0, i ne fait corespondre que la

by

suite exacte a gauche

P, F) —-;Hq(x , @)

0= Nw,m)—l@U,r) =@, m)

Donc on n'a pas une suite exacte des préfaisceaux F' , F , E", 81 H désigne
le préfaisceau défini: par Hy = r(U , F)/I" (U, F') , (voir exposé 5) et rg
défini par passage au quotient & partir de 1'homomorphisme de restriction
F(w,r)— (U, F), oo a la suite exacte de préfaisceaux

0= = F—>H-=0

L'homomorphisme canonique - i HU - I (U ’ F") induit un homomorphisme
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1 B, p) -, )
clest-a~dire, par définition de H3(X , F") , un homomorphisme
| 1% w5, 1) — i, m .,

. % A . ,
Mais 1" n'est pas un isomorphisme en général.

Donc, en général, il n'y a pas de suite exacte de cohomologie pour les fais-

CelUX e

Pour supprimer cet inconvénient grave, on impose & X des conditions supplé-
mentaires. '

4., Le cas ou X est paracompact.

DEFINITIONS. - Un recouvrement g = {UJ j€I est dit localement fini si tout
point de X posséde un voisinage U tel que U N Ui = @ sauf .pour un ensemble
fini d'indices 1 €I

Un espace X est dit paracompact, s'il est séparé, et si tout recouvrément pos-
séde un recouvrement lceslement fimi plus fin,
- On a les propriétés suivantes

PROPOSITION 441~ Tout espace locslcment compact, dénombrable & 1'infini (c'est—
d-dire réunion dénombrable d'espaces compacts) est paracompact. (Dans tous les

exposés qui sulvront on supposcra toujours que les variétés différentiables sont
dénombrables & l'infini : elles seront dene pqracompactes)

PROPOSITION 4.2, = 8i X ‘est un espace paracompact et y' { )S:L eI Un recou-

couvrement localement fini, il existe un recouvrement J= {Vi} ; €7 avec le méme

ensemble d'indice I , tel que V, C-U, pour tout i €I (V, désigne la ferme=

ture de 1l'ouvert Vi) o (pour la démonstration dc ces propriétés voir BOURBAKI
Topologie genérale) '

Soient X un espace paracompact, F un préfaisceau sur X et F 1le faisceau

»associé ; pour tout ouvert U y on a défini un homomorphisme
i: Fy— U, r .
i induit donc un homomorphisme i* : HI(X , F) —Hi(X , F) .
A .

¢ _ : ’
THEOREME 443+ = Pour tout q , 1% . 3 (x , f‘) — H3(x s, F) est une bijection.
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La démonstration de ce théoreme est une application du lemme ci-aprés.

Soient F et G deux préfaisceaux, F et G les faisceaux associés. On suppo-
se qu'il existe un homamorphisme h ¢ F —G qui induit un homomorphisme de F gur
G . Alors

un recouvrement et f & Cq(yw , “('}“) . I1 existe

LEMME 4.5. - Soient V = {v liea
un recouvrement U = {U’) el et une apolication Tt I =>J tels que

U C.V,e. t_que "Cf (qu:. est une cochaine de Cq(U G) ) appartienne & 1l'image
de Cq(U F) par h .

DEMONST' TION. - Puisque X est paracbmpact on peut supposer V localement fini.
I1 existe alors un recouvrement {W }J eJ tel qus W, C.VJ (proposition 4-2) .
On prend pour ensemble I 1'ensemble X lui-méme. Pour tout x €X , on choisit

un ouvert Ux- contenant x tel que

a.si x €V, (resp. x €W,) , ona U CV (resp. U, C,Wj)

be si U f\W £Z¢,ona U C_vJ

ce 81 x C-,V . 4 il existe un élément s € FU tel que
']O eao Jq %

vV, .
Joooo J
— q s s
s = 3y 205 +ee )

(1es g:::ﬁv sont les homomorphismes attachés au préfaisceau G)

La condition c. est réalisable car

- d'aprés la condition a. U_CV,
X JO “oe jq
- puisque h induit un homemorphismede F sur G , pour tout ouvert V , et
tout g € GV il existe un ouvert UCV tel que r'l’lv g appartient a 1l'imgge de
hy (cf. exposé 5)

- enfin V étant localement fini, x n'appartient qu'a un nombre fini de
. A
v, . .
JO eece Jq
Ceci étant on peut trouver des. UX vérifiant a. et be car Wj C VJ. et car 1

et ,Y,\ sont localement finis. On restreint encore si nécessaire les UX pour

qu'ils vérifient aussi c.

La famille des {UXE forme un recouvrement [ . On définit alors

x eX
L: X— J en imposant x ewtx « On a bien ch V’(‘,’x car a. implique alors

U, C W, et par définition de W, Wy C Vg «
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I1 reste donc & vérifier que Tf €h Cq(U , F) c'est-a~dire que
AAA A

v ~
L
7 P V ré
est 1l'image par hy ny G'un élément de Fy N . (rI'J désigne
. Xo ooo x xO one xq
, q
1'homomorphisme attaché & 1'inclusion UxO_/‘) e NU_ C v,c.xon e NV )
Si U_ N «ee NU_ =¢ clest évident.
XO Xq

i non, U _NT #% pour 04k <q, et comme ona U C_W,t,xk,onaaua-

0 %k x
si U_ nwtxk £, mis b. =?UXOC Vs, c'est-a-dire X C'Uxoc_ Vex, oo tx s

0
c. montre qu'il existe alors un élément s £ FU tel que
v %
i oee d
. O oo q . .
hUx 8 = I‘I}x f(JO e Jq) .
0 0
Soit «fecq(u s F) 12 cochaine définie par
X
(x X.)=r 0
Y& eee s X =05 L NT s
X X
0 q

On a alors h P = Tf
’ C.Q.F.D.

DEMONSTRATION du théoreéme 4.3.

a. Supposons que 1l'spplication i 3 Fj = I'(U, F) scit injective. On prend

pour G le préfaisceau canonique asspcié & F et pour homcmorphisme h , 1'ho-
momorphisme 4 ci-descuse Si f est un V-cocycle, TEL=1iy=p Svf=%8§f =0,
or &$%Ff = Sity =i§\? , comme i est injectif, SLF: 0,81 f est une
x-cochaine, Tt = i\f entraine TSf = 18 k? « Par conséquent, quand on passe &
la limite inductive, i* est un isomorphisme.

b. Cas général. - Soit FL le noyaude 1 et Fj = FU/FI'J. s F' et F" les

U
préfaisceaux associés naturellement & ces groupes.

On a une suite exacte
0= E! —F —F" =0 .
Le faisceau associé & F" est F ot l'application Fj — [(U, F) est injective

done on a Hq(X , B) Yy HYX , F) d'aprés a. Le faisceau associé 2 F' est 0.
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On peut donc appliquer directencnt le lemme & l'homonorphisme 0 — F' .
Donc : H(x s F1) =0
A

pour tout q . La suite exacte de cohouologie des préfaisceaux montre alors que
@, B) 2 Hlx, F") clested~dire #(x , F) v H(X , F) .

COROLLAIRE 4.4¢ = Soit 0 —3F' I5F L3 F0 =30 unc suite cxacte de faisceaux

sur un espace paracompact X o Lo suite sulvante est exacte

b3 %
0—wlw, M Infx, nLHPx, m S, F) — ...

*® &
S, ) S, r) ErdE, r) S, ) —

5. Faisceaux fins.

A partir de ce paragraphe et jusqu'd la fin du Sémineire les espaces X seront

toujours paracompacts.

’ localement

DEFINITION. - On dit qu'un faisceau F est fin si, & chaque recouvrement -
T ). t . . . . i 1 " .
fini U &pigi g7 O peut associer une famille {Qiii.eli d'homomorphisme

F —F +tels que :
a. pour tout i €I il existe un sous-ensemble fcrmé Ai C Ui tel que

Qi(FX) =0 pour x ¢‘Ai

—

be sTET

@»i = identité.

(la sorme qui figure dans b, a un sens car tout x n'appartient qu'd un nombre
fini de 4;)

THEORSME 5.1, - Si F est fin, HY(X , F) =0 pour q %1

DﬁﬁONSTRATION. - Puisque tout recouvrement posséde un recouvrement plus fin lo=
calement fini, il suffit de montrer que Hq(g‘,‘g) =0 quand U est localement
fini (1'"ensemble" de ces recouvrement est cofinal dans 1'"ensemble" des recouvre-
mens). On définit un opération d'homotopie

-1
k: oy, r) —c @,  (a31)

comme suit : Soit f e Cq(gg, F) . kf est un élément de Cq-l(g;, E) clest-a=
dire que pour tout systéme %?O ceo iq-l} , (kf)(i0 s see s iq-l) est une sec-

tion au-dessus de Ui i . Pour tout i €I, soit t(i, ig s eeey iq-l)

0 g~1
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la section de F au~dcssus de U, . égale a e.(f(i s 1n g eae 4, 1 _1))
ig oo 1q—1 i 0 q
au dessus de U, . et nulle en dehors dec cet ouvert. (t est bien une

lio LN ] l -1
section d'sprés a. de la définition) On pose
(kf)(io s eee o iq—l) = i 61 t(l ’ 10 9 oo ’ lq-l)
Un calcul fecile montre alors que k & + Ok = identité de Cq(lL, F) pour gq 21
CoQ.F..Ds

Existence de faisceaux fins

7/ N\

THEOREME 5.2+ = Le feisccau des germes de fonctions continues sur X & valsurs

réelles ou complexes cst fin. Lc faisceau des germes de fonctions différcntiables

& valeurs réelles ou complcexes sur unc variété différcntiable dénoubrable & lt'in-

fini est fin. Le faisceau des germes de formes différentiables de degré p sur une

variété différentiable dénombrable & 1'infini est fin.

'Ce théordme est une conséquence immédiate. du théoréme suivant ¢

THEOREME 5.3, = Soit X un espace paracompact (resp. variété différentiable Coo

dénombrable & 1'infini) pour tout recouvrement localement fini {Ui}i e » 1l existe

une partition de 1'unité par des fonctions (f)i continuez (resp. différentiables CG:)
On rappelle qu'étant donné un recouvrement localement fini U = {U'}‘el d'un espace
o 11
X , on dit qu'une famille de fonction {(fl} & valeurs réelles est une partition de
1'unité associée & [ si
o O o s oK
1 Ti(h)& 0 pour x «4&

=0 \{)i(x) =0 en dehors d'un fermé contenu dans Ui

3° ?fg;[ \?i(}c) =1,

Le théoréme 5.3 est une conséqucnce immédiate de la définition et du théoréme

d'Urysohn dans le cas continu ; voir [4] pour le cas différcntiable.

DE’MONSTRATION de 5.2+ - Démontrons-le dans le cas du faisceau des germes de fonc—
tionscontinues sur X & valeurs réelles : les autres cas sont identiques. Soient
F ce faisceau, ¢t U = {U:i}i e 1, un recouvrement localement fini auquel est as-
socidoune partition de 1'unité L?l% « Soit Fy = (U, F) 1'enserble des fonc-
tions continues sur U et f € Fy . On pose @i(f) = ‘fif'. Qi est un homomor-
phisme F —-)E du préfaisceau & canonique , qui induit un homomorphisme

g F —3F . Les homomorphismes Qi ont les propriétés demandées.
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REMAROUE. - Comme il n'‘existe pas de partition de l'unité holomorphe (et pour
cause }) le faisceau des germes de fonctions analytiques sur une variété analytique

conplexe n'est pas fin.

6. Deux applications.

Classification des U(l) - fibrés, - D'une maniére générale on a montré dans [ 5]

qu'il y avait une application biunivoque de l'ensemble des fibrés principaux sur X
paracompact (resp. variété différentiable C°  dénombrable 3 1'infini) de fibre

un groupe topologique (resp. de Lie) G sur 1l'enscmble de cohomologie Hl(X , Gc)
(resp Hl(X , Gd)) e Or U(l) est un groupe commutatif et 1l'on voit sans peine

(en revenant & la définition de Hl(X » G,) ou e x, Gd)) que i x, U(L)c) et
Hl(X , U1 )d) ne sont éutresque Hl(X R C:) ot H (X . cz) tels qu'ils ont

été défini dans cet exposé C: et Cg représentent les faisceaux définis dans
l'exposé 5 , paragraphc 8 dens le cos contimu et le cas différentiable. Or on a

dans ces deux cas la suite exacte @
0—T —3c—-c*—0
d'ol la suite exacte de cohomologie
v B (X, 0) mE(E, %) D@, ) EE, o)

mais le feisceau C est fin done H;(X , C) = H2(X , C) = 0 et par conséquent
1
o+ H (X, C*) Y H2(X 5 ¥) o Or on voit immédiaterment que la cohomologie 3
v
valeurs dens un foisceau constent n'est autre que la cohomologie de Cech donc

PROPOSITION 6.1. - O établit un isomorphisme de 1'ensemble des U(l) - fibmds
continus ou différentiables sur le deuxiéme groupe de cohomologie de X & coef=-

ficients entiers.

Dans le cas analytique, C n'est plus un faisceau fin et le classification
précédente n'est plus valable.

THEOREME de de Rham.

ae« Bésolutions. = Considérons sur X paraconpact, une suite exacte
h h h

(1) 0"'">F E"’FO""O’F]. J’%Fz""ﬁoc- —er—go'.

On dit que cette suite est une résolution de F quand ies groupes de cohomologie
H(x , Fp) Scut nuls pour g > 1 et p2 0 .En particulier, quand tous les faisceaux
Fp sont fins on dit que la résolution cst fine. '
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A 1o résolution (1) correspend par [ 1o suite d'homomorphismes de groupes

o,

abéliens

| h h
@ 0= Cx, B rE,r) 2@, ST, P) B

cette suite n'est plus exacte, mnis on o encore hp*l o hp =0 .

0

Si on appelle K 1la somne directe y __ ['(X , Fp) , K muni des homomorphismes
p=0

h_ est un groupe abélien différentiel gradué dont on pecut calculer les groupes de

cohomologie ®(x) ,

THEOREME 6.2, = nd(x ’ F)A HYK) pour q 20 .

, .
DE{ONSTRATION, - On a HO(X , F) asHC(K) cor HO(X , F) wI"(X, F) , ot que
la suite (2) est exacte jusqu'a T R Fl) . Désignons par Np lec sous~feisceau

de F noyaude h .
p Y p

Le suite (1) étant exacte, on a une suite exacte

h
(3) 0 =N —'—)FP—P-;‘NPH —0 p>0
mais coome HO(X , Fp) =0 pour g »1 la suite exccte de cohomologie donne des
isomorphismes.
(4) 13t x Np+1) v, Np) pour q =2 .

Comme Ny =F , on a par applicntionssuccessives de (4)
(X , Nq_l) ~ul(x , F)
Ecrivons le début de 1lg suite ex~cte (3) avee p=q -1
h N
0 -1 .0 1
H (X, Fq_l) S E(x, N) — Noy) —E &, Fq) =0
or B, P = [, 7 ), (x , n) = Tk, N) . Et, des sultes cxactos

0 ——%Nq_l ——%Fq_i -—4Nq -0, O -"9Nq —F -%N§+1 —30 , on tire.les suites

q
exactes

h
-1
0— Mx, Nq_l) — ix, Fq_l) 25, Nq)

h
o (x, Nq)-—-) M, Fq) - (x, Nq+1)

qui montrent que

x .0 ' ,
hq_1 HEX,F ,)= h,q_l Mx, Fq_l)

g-1
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[ , Nq) = noyau de hq : T (x , Fq) -¢‘ﬁ(X s F )

g+l
C ‘Q .F .D .

b. On désigne par Ap le foisccou 2es germes de formes différenticlles diffé-
rentirbles de degré p sur la variété différentisble X . (en particulier, une
forme de degré O étant une fonction différentiable Ay = falscenu des germes de
fonctions différentizbles) et par R 1le frisceau constant des nombros riecls. Le
différentiation extérieure d applique [ (U, Ap) dans  {(U , Ap +l) et induit

un houonorphisne hp $ Ap —--)Ap+l e Corme d o d =0, ona hpl'_1 °'hp =0,

LEMME de Poincaré. = La suite

h

h 0 b
O '—*R—"Ao "'"7‘~A1 ""% eo o —'\;Ap —E) oo

est une rdésolution fine de R« (h est inclusion de¢ R dans AO)° I1 suffit de

montrer que lo suite est exacte car les Ap sont tous fins, donc ont une coho-

nologie nulle en dimensioms 21 .

Conme hp 40 hp = 0, il redte & nontrer que tout élénent de Ap 4 onnulé par
hp+1 appartient & 1l'image de h_ .autrement dit, étant donnés un ouvert U et
¢o une p + 1 forme de r(U ’ Ap +1) telle que dw =0, il existe un voisi-
nage V CU ot une p-forme oK définie dans V telle que dok = wwdans V .
C'est un probleme purement local : on peut supposer que U est un voisinage de
R® et le lemne de Poincaré classique nontre que V et o\ existent.

APPLICATION . = Le théoréne 6.2 nontre alors que HI(X , R) NHY(K) . liis
H3(K) n'est autre que le groupe des formes différenticlles & degré p définies
sur tout X et annulées par d 1wodulo le groupe des images par d des formes
différentielles sur X de degré p -1 . Donc :

/ \ Y
THEOREME 6.3. - Le groupe de cohomologie de Cech d'une variété différentiable

est canoniquenent isomorphe asu groupe de cohonmologie défini par le groupe diffé-

renticl gradué des formes différenticlles différentiables muni de la différentielle

extérieure.



£l]
[2]
(3]
(4]
(5]
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