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TREILLIS LOCAUX

par Jean BENABOU

1. Généralités.
INTRODUCTION. - Soit E wun espace topologicue, ) 1'ensemble des ouverts or-
donné par inclusion. Pour cet ordre, ¥ est un treillis complet d'élément maxi-
mm E et d'élément minimm P dans lequel l'union et l'intersection d'une famille
quelconque d'élémen‘ts sont données par :
161 0 =371% °  fer% =

(les symboles U et N sont réservés & la réunion et l'intersection ensemblistes

O

o)_U{o-oeu ocf\o}

iel

o
et ¢+ A étant un sous-ensemble quelconque de E on note A 1'intérieur de A)
en particulier 1'intersection finie dans (J cofrcide avec 1'intersection en-

semblistee Cela montre que (9 vérifie la loi de distributivité générale :
/ AV
(1) | O/\(\CIQ)_ /(0 0,)

le treillis des ouverts jouant un r8le considérable dans 1l'étude de la topologle
de E , on est conduit & étudier de fagon générale des treillis distributifs com-
plets vérifiant (1) (treillis locaux). On s'apergoit alors que @

19 la plupart des définitions et des résultats de topologie se conservent dans
de tels treillis ;

© 11 existe des treillis locaux qui ne sont pas isomorphes & des treillis
d'ouverts. |

7/
DEFINITION 1. - Un treillis localest un treillis complet /\ vérifiant :
x A (i\e/Ixi):'i\e/I(x A xi) pouf tout x € A ot toute famille ixigiél dtélé-
ments de /\ .

De la définition résulte que /\ est distributif,. posséde un é1ément maxdimum .
noté e et un élément minimum noté O .
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Un tel treillis s'appelle dans la littérature ([1] p. 147) treillis distributif
complet et pseudo~complémenté. En effet tout x € A  posséde un
complément x* vérifiant x Nny=0& y < x* . I1 suffit de remarquer que la loi
de distributivité implique que \/{y CYAX = O} est le complément unique cher—
ché.

THEOREME 1 (Glivenko). - L'ensemble ordomné /\* des pseudo compléments est une
algébre de Boole compléte et l'application : f @ a—>2"" g /\ dans /\* TEesS—

pecte les intersections finies et unions quelconques.
On trouvera une démonstration de ce théoréme dans (1] ou dans [2] .

. . % . .
Notons que 1'intersection dans /\ est la méme que dans A , mais que l'union

\?:c""k--(/\x*)’k
AT AT

Exemples de treillis locaux :

est donnée par

19 Comme nous l'avons vu dans 1'introduction, le treillis des ouverts d'un es~-
pace topologique est local.

2° Appliquons le théoréme de Gllvenko dans ce cas particulier : ef [2] . O
étant un ouvert quelconque, 0* = ( O) mais | O estun’ fermé quelconque. Donc les
intérieurs des formés forment un treillis de Boole complet (qu1 est toujours un
treillis local). Le treillis ainsi construit & partir de E® n'a aucun point
- 3°8o0it E wun espace localement compact, P une mesure sur E , L'algebre de

Boele des ensembles mesurables & un ensemble de mesurc nulle prés est compléte donc
locale.

4° L'ensemble des congruences dans un treillis quelconque forme un treillis lo=-
cal (ef [1] p. 24) '

5° L'ensemble des filtres d'un treillis distributif, ordonné par inclusion est
un treillis local [4] ou [1] (exercice). |

2. Plongement d'un demi treillis dans un treillis local.

Soit L wun ensemble ordonué, tel que toute famille finie d'éléments de L pos=
séde une intersection. On dira qu'une famille {xg(} A e A d'éléments'de L a
\ﬁ ﬁJms{ ont une union vérifiant XA(VX )—\“XAX ) on
note alors cette unlon \/ « Un sous-ensemble K de 'L est un gggg si :
(x @K et y <x) =Hy € K . Un sous-ensemble "} de L estun \/*~1déal (plus
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briévement idéal) si ({xo\} oA CI et \/*x o cxiste) ':-"'—?V*xo\ €I eten
outre U est un cbne.

PROPOSITION 1. - L'cnsemble 'J des idéaux de L est un treillis complet pour
1'ordre induit par l‘'inclusion. Dans ‘j 1'intersection coincide avec 1l'intersection
des emsembles.n sffet

3, L ostun idéal et LI I quel que soit I €'

. . ]

Notons que l'union dans G'une famille d'idéaux est donnée par @
! Y7
)

V1, = N{z:1¢J , 151, pour tout |-

K

IEME 1., - Soit A< L, la correspondance & —E= /4TI :IecJ, 10 A} est
une fermeture;on vérifie immédiatement en effet que : A C E, A=1% et
AcCB)=E&CE .

Nous allons domner une construction de A . Soit [ (4) 1le sous-ensemble de L
obtenu en adjoignant & A tout élément de L inférieur & au moins un é1lément de
A ot toute V* de tels &léments. L'application 4 — [(4) de @ (L) dens
(L) vérifie : T(A) 24 et (4 >B)={"(4) DT(B) . Pour tout ordinal &
définissons A, par induction :

ho=A 5 Aa=TG) 5 =\J, By (st T est un ordinal linite)

. . ~ e A
La suite trensfinie des A, devient stationnaire et sa limite A vérifie T(A) = A.
. . N
Si I est un idéal contenant A , I contient tous les Ay donc I 2 A donc
m{I : 1’ ’ TJD A} =K DA . Mais A est lui-méme un idéal contenant A donc
~
A=F%,

LEMME 2, » A et B étant deux sous-ensembles de L , si on pose
Al\B:{‘a/\b tacA , b ¢B}
on a 3
EAB=EnE.
Démontrons d'abord que si 4L ABcT alors KABCC .
is hAyAB=AABC C par hypothése.

ii.ei A ABCT, Ao\ﬂ/\BCﬁ' en effet, soit xel  AB: x=aAb ol

b3 », /. A
beB et a= \/ixi chaque xy étant inférisur & un a; € L A donc

% _\/* . Y
X = (\ixi)’\b.'\/i(xi’\b) y OT X; A b(.,aiAbCﬁo(/\BCE.
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donc

x, AbeC et \/*(xi/\b)=x€€='5

i
1ii. Soit T wun ordinal limite ; si pour tout & 471') A NB T ona

A, /\B..;_Oh)L A:*]AB:;&J,E(AKI\ B) T

la propriété est donc vraie pour tout ordinal, donc A AB C T 1'intersection
étant commutative A AB CC —AABCT donc aussi E AT T . Pour C=KAB,
ona AABCETAB done ENBECEATB.,

D'autre part K ot B étant des cbnes EAB=ENE ,

De KAF-)A/\B on déduit AAB"'AﬂB"TﬂﬁDI B d'ou 1l'égalité cher-
chée.

THEORE}/E 2. - L'ensemble U des 1deaux est un trelllis local.

Vérifions la dlstrlbutlv:Lte générale I %\ [\/ I :] = \/ a”n 8 )

i. \/I en effet U I > I, pour tout. N et est un idéal donc
%() DVID\ d'autre part UI C.\/I done —TC.\/I = \E:{IO( .

ii. IA [\/ 1l=1 (H_\JI _[.‘I/\LU\*TK] (cf Lemme 2) mais I et UI
étantdescﬁneo I/\[UI]_IHLU ].- (I(\ ) done

[VI] (T?ST) Q/(I/\I)

NB. = Quand plusieurs tre-lllls 1nterv1ennent en méme temps et qu'il peut y avoir
confusion, on note l'intersection et la réunion dans un treillis T : / .} X et
\/x‘* ;s 81 elles sont en outre distributives on les note /,} *Xoﬁ et

\/ 0&'

THEOREME 3. = La correspondance f : x —I(x) = ly vyel, y< x} est un
isomorphisme de L sur un sous-ensemble de U , qui respecte les inte_rsectlons
quelconques et les unions distributives de L , 1l'image de L engendre J .

i. 81 x._/\xi, x<}£_L pour tout 1=§xcm1(x)_/\1(x) donc
‘ I(x)C/,:} I(x ) d'autre part si y e I(x ) y ¥ 4x pour tout i donc y < x
et y & I(x) st /\I(x ) CI(x) d'ou l'egahteo

S’ ,
ji.81 x=V* %, %€ QI(X )=Fx e ?T(—) \:{vI(xi) done
I(x)C \/I(x ) d'autre part chaque Xy étant < x , I(xi)C. I(x) pour.tout i
donc {’/I(x ) CI(x) . ’ _
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jii. Si L posséde un minimm O (resp. un maximm ) I(0) = {O} est mini-
mum dans ¢} (resp. I(e) =L est maximum grans L)

iv. Soit I wun idéal quelconque, I = V{I(x) 1 X e I} or les I(x) sont des
images d'éléments de L , lesquels forment donc une base de. "J (pour les unions
quelconques) e

3. Plongement d'un treillis local dans une algébre de Boole.

On sait que tout treillis distributif peut &tre plongé avec conservation des unions
et intersections finies dans un treillis d'ensembles, c'est-a~dire une algebre de
Boole. Nous allons montrer que ce résultat peut &tre amélioré en abandonnant une
 représentation ensembliste et en remplacant 1l'algébre de Boole des sous-ensembles
d'un ensemble par une algébre de Boole sompléte. Une telle immersion a été traitée
[3] dens 1le cas o L vérifie la propriété de disjonction de Stone. Si /\.est
un treillis distributif, on construira un plcngement repectant les intersections
finies et les unions distributives quelconques. En particulier si./\ est lgcal,
1'immersion conservera toutes les unions puisqu'elI§§3.1gt§ibutives. En considérant
/\  comme un treillis d'Mouverts" d'un "espace sans points" 1l'algébre de Boole
construite est 1l'algébre de Bools engendrée par les "ouverts" et les "fermés" de
1'"espace sans points'".

/\ scra dans la suite un treillis distributif.
Soit A® 1tensemble des couples (a , a') (a et ate /) ordomné par :

(a , at) <(b , b')&Faca' Vb et a AD' Ca!

IEMME 3, - La relation < est un préordre sur /\* .

i. (a,a') ¢(a, a') car a¢atva et aAal ¢ a'.
iie (a2, a')<,b') et (b, '), c") entratnent :
a<a'VVyb 3 aaAb' < a' ;3 DbLKb'Vec ;3 DbAc' LD

d'ol on tire :

‘ aca'vb catvbtve
done '
a=(aAa') V({aAb') V(aAc) Ca' v (a Ab) ve=a'Ve

a'>a Ab' s>aAbAc
et aussi ‘
a>aAra'Ne —= a'> (aAc' Aa')V(aAc' ADb)-

a' s (@ Ac') A(a'yb) =a Ac!
" C.Q.F.D.
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Le quotient A’ de A* par la relation (a , a') ~(b, b')&(a, a') < (b, b')
et (a, a') > (b, b!') est alors ordonné par la relation quoticent, la alasse de
(a , a') dans A sera notée [a,a'].

LEMME 4, - Si /\*al st \/ a; existent alors Q [ai , a:’l] cxiste et est
dgale 3 [ &*ai , \/*a'] .

* * * *

En effey quel que soit 1 ¢ /T\ ai<( \,{ a{)\/ai. et (/T\ ai)/\a:{ < \'I( al

donc [/\*ai , \/*ai] <[ai , a:.'L] pour tout 1 . .

Supposons d'autre part que [x , x'] < [ai ’ a{ J quel que soit 1 ; alors

x<ic‘\/a:;‘=;x< ./:I_\*(x‘ va'i) = x! \/i/‘.l\*ai)
* % ! donc [x ’ X']( [/\*ai ’ \ﬁai’_] .
XAai<x'ﬁ\/ani=xA(\/ ai)< x! .

Remarquons que dans /\ toute union finie et toute intersection finie sont dis-
tributives done A’ est un demi trcillis pour l'interscotion.

LEMME 5, = Dans A

i. [x, x]=[0, 0] quel que soit x €A et c'est 1'é1ément minimum
ii. [e , 0] est 1'élément maximum de A’ '
iii. pour tout acA, [a, 0] et [e, a] sont complémentaires dans /\
i. et ii, se vérifient trivialement en revenant & la dgflnitlon de 1l'ordre de A’ H
iid. (e, 0]JA[e,al=[a, a] (lcme 4) ct (a,al]=[0, 0] 4.
D'autre part supposons [x, x']J>[e , a] et [x, x*]J>[a, 0] . Ona :

a<x donc avx=x dl'autre part e<avx donc avi=x=c¢ .

Enoutre : enx'=x'<a et aAx'<0 donc x'=0 et [x, x']=[e,.0]4
en outre [e , aJ]V[a, 0] est dans A une union distributive. Il faut vérifier
que pour tout [x, x'Je AN on a-

[z, x*]=(x, x*JAla, 0 vV (x, x*]A[c, al)
clest-a~dire que
[x,x)=[xAa, x]V[x, avx!]

(On ne sait pas que l'union dcrite au second membre de 1'équation existe dans A

mais on sait déja que [x , x'] est supérieur 3 chacun des deux termes de cette

union, il suffit donc de démontrer que si [y , y'] é/\',es't supériecur & ces deux
termes, il est aussi supérieur & [x , x'] .c'est-d~dire que ¢ x < x''vy ot
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xAy' < xt .

(1) anx<x'vy

lanx, x])<[y,y] &7 %
: (2) anx Ayt x' .

3) x<avxtvy

[x,avx]<ly, y'] ¢==?{

4) x~ny' <av xt .

L'indgalité (3) implique ¢+ x=xAlavx'vy)=(xAaa)V[xAx'vy)l
ot dlaprés : (1) ona: (xAa)v[xAavy)l<xtvy)vizxAx vy)l=xtvy
donc x< x'Vyo.

D'autre part ona 3 x'> xX'A XAy,
et d'aprés 1'indgalité (2) ¢+ x' > (a Ax Ay') dome x'>(aAx AF)V(x A X AYY)
d'on x'> (a vx') A (xAy') quin'est autre que : x Ay' d'aprés l'inégalité (4)

THE;OREPE 4¢ = L'application ¢ a —[a , 0] est un isomorphisme de N sur un
sous-ensemble de /A" qui trensforme le maximm (resp. le minimum de /\ ) en maxi-
mum (minimum) de N, Toute intersection distributive de /\ devient intersection
dans A ot toute union distributive de /\ devient union distributive dans A

i (2, 0) < (b, 0)3a¢0Vb et a A0 <O doncéd a<b done
[a, 0]<[b, 0J&a <D

iie si les a, ont uns A* , dtaprés le lemme 4 :

%
/\[a ’ ]—.[/\al’ .
iii. a, a' et b étant trois éléments quelconques de A,ona
a<b =3[a, at] <[b, a'] (immédiat) en particulier si les a; € A ont une
\/* on a pour tout i s [a.i, a']< [V 8 a'l .
Soit d'sutre part [x, x']> [ai., a'] pour tout i alors @

ai< X va'l =3 \/*ai< a' v x

de méme

ag N X < at = \/*(ai/\ x) < a'
done

x ~( V*ai) <a
et

[\/*ai ,at)¢[x, x']
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On voit déja que :
*
V,[a; » a'3=[NV"g , a']
. N A
en particulier pour a' =0
*
\A/,[ai , o]:[\//\ a; 5 01,

Soit maintenant [b , b'] quelconque dans N |
(b, ba*]fx%/,[ai , OJ}=[b , 0 IALN y , 01 =[bA(Fs) ; b0 ] = [V (ba) ,bt]
= \T/, [baa, , b= ¥, {[b , b 1N [ay o]}

(1a deuxiime égalité ,étant conséquence du lemme 4) donc l'union des [a;i , 0] est
bien distributive.

Remarquons en outre que dans /\' on a
(a,at]=[a, 0]JAle, a'].
Constructiom de 1l'algébre de Boole : /\' est un demi-treillis pour l'intersection,
on peut donc le plonger dans un treillis local M par une application biunivoque
P véririant cf((\,\ Ay) = /M\?f(,\d\) ot B(YFA) = \4"‘%(20\) . Tout '
é1ément L de M ¢st de la forme W= \Ié* ‘E(A%) pour une famille {AJ\ CA
Soit M™ =B 1'algébre de Boole des pseudo—compléments de M et \f 1tapplication
M —B définiec par u{)(t&)ﬂx**, -
7 N\
THEOREME 5. - L'application p = ‘f ) § of de A dans B est une application

biunivoque de N\ dans une algdbre de Boole compldte vérifiant :

b3
- 4 * * %
p(04) =05 5 ple,) =ep; p(lég,xi) SA p(A;) 3 p(\/\/ A)= Y p(?g() ;
en outrc tout élément de B est ltunion, dans B , d'images par p d'éléments de

/\ ou de complémentaires de tcls éléments.

Tes quatre égalités se vérifient {mmédiatement (composition d'applications qui
respectent les intersections finies et unions distributives).

Si x#y dans A=y [x, 0J#(y, 0] et B ([x, 0] #Ply, 0D car‘f,’
est biunivoque, en outre [x, 0] et [y , O] ont des complémentaires dans A\
et les deux unions [x, 0JV[e , x] et [y, 0JV¥[e , y] qui sont distributives
dans A sont respectées par 9 donc B ([x , 0J) \lé "-E([e , XJ) = oy - ot

Fx, 00 3 ¥, x) =% Cx, 01 Lo, xD = B0, =0y
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de méme pour [y , 0] et [e , y1. Donc P[x, 0] ct % [y , 0] ont des
complémentaircs dens M . hlors [® ({x , 0]) :]** = \?(%([x , 00)) = ®([x, o))
donc p(x) £ p(y) et p est bien injcctive.

7

Enfin tout é1lément de N st dc la forme f(a) A f*(a') et tout élément de M

est union dlimages dc tels éléments.

COROLLAIRE, — Si /\ était déja un treillis local, le¢ théordme 5 montirc que le
plongement respacte les intcrsections finies et les unions quelconques car elles

dtaicnt toutes distributives,
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