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1. Généralités.

INTRODUCTION. - Soit E un espace topologique, A l’ensemble des ouverts or-

donné par inclusion. Pour cet ordre, t9 est un treillis complet d’élément maxi-

mum E et d’élément mi.nimum ~ dans lequel l’union et l’intersection d’une famille

quelconque d’éléments sont données par :

(les symboles U et !’ sont réservés à la réunion et l’intersection ensemblistes
o

et : A étant un sous-ensemble quelconque de E on note A l’intérieur de A)
en particulier l’intersection finie dans (9 coïncide avec l’intersection en-

sembliste,. Cela montre que (9 vérifie la loi de distributivité générale :

le treillis des ouverts jouant un rôle considérable dans l’étude de la topologie
de E, on est conduit à étudier de façon générale des treillis distributifs com-

plets vérifiant (1) (treillis locaux). On s’aperçoit alors que :

1° la plupart des définitions et des résultats de topologie se conservent dans
de tels treillis ; ...

2° il existe des treillis locaux qui ne sont pas isomorphes à des treillis

d’ouverts.

DÉFINITION 1. - Un treillis local est un treillis complet A vérifiant :

x ~ (i ~~Ixi) = ~i~I (x ~ xi) pouf tout x e A ot toute 
I

ments de /B .

De la définition résulte que A est distributif,. possède un élément maximum
noté e et un élément minimum noté 0 .



Un tel treillis s’appelle dans la littérature p. 147) treillis distributif
complet et pseudo-complémenté. En effet tout x possède un

complément x* vérifiant x ~ y = 0 4~ y  x* . Il suffit de remarquer q ue la loi
de distributivité implique que Y~ x ~ 0~ est le complément unique cher-
ché.

THEOREME 1 (Glivenko). - L’ensemble ordonné ~* des pseudo compléments est une

algèbre de Boole complète et l’application : f : a -~-~ a’~* de /~ dans A res-
pecte les intersections finies et unions quelconques. 

’

On trouvera une démonstration de ce théorème dans [1] ou dans [2] .

Notons que l’intersection dans est la même que dans ~ mais que l’union
est donnée par :

Exemples de treillis locaux : 
" 

1° Comme nous l’avons vu dans l’introduction, le treillis des ouverts d’un es-

pace topologique est local. 
’

2° Appliquons le théorème de Glivenko dans ce cas particulier : cf [2] . 0

étant un ouvert quelconque, 0* = ( 0) mais 0 estun’ fermé quelconque. Donc les

, 

intérieurs des formés forment un treillis de Boole complet (qui est toujours un
treillis local). Le treillis ainsi construit à partir de Rn n’a aucun point

, 

3° Soit E un espace localement compact, ~t une mesure sur E . L’algèbre de
~ 

Boole des ensembles mesurables à un ensemble de mesure nulle près est complète donc
locale.

4° L’ensemble des congruences dans un treillis quelconque forme un treillis lo-
cal (cf [1] p. 24) 

’

5° L’ensemble des filtres d’un treillis distributif, ordonné par inclusion est
un treillis local [4] ou [1] (exercice).

2. Plongement d’un dEmi treillis dans un treillis local.

Soit L un ensemble ordonnée tel que toute famille finie d’éléments de L pos-

sède une intersection. On dira qu’une  
une ~l * si les ont une union vérifiant x i~ ~ x ~ ~ ~ ~x ~ x ) on

note alors cette union Un sous-ensemble K de .L est un c8ne si :

K et y  x) ~ y =. K . Un sous-ensemble J de L est un B/ -idéal (pina



brièvement idéal) si: existe) -====~V x~ &#x26; 1 et en

outre J est un cône.

PROPOSITION 1. - L’ensemble J des idéaux de L est un treillis complet pour

1.’ordre induit par 1~inclusion. Dans BI 1~intersection coïncide avec l’intersection

des ensembles.En effet

~~ Ij e~t un idéal et quelque soit 1 &#x26; J
iii Si 

Notons que l’union dans I d~une famille d’idéaux est donnée par:
. t-T

LEMME 1. - Soit la correspondance A2014~A==~~I : I= ~ ~ 13 A~ est

une fermeture; on vérifie immédiatement en effet que: A A==A et

(A C B) ~ (? C~) .

Nous allons donner une construction de A . Soit F(A) le sous-ensemble de L

obtenu en adjoignant à A tout élément de L inférieur à au moins un élément de

A et toute V* de tels éléments. L’application A ~ F (A) de (P(L) dans

(P(L) vérifie: F(A) ~ A et (A ~ B) ~ F(A) ~ r(B) . Pour tout ordinal 03B1
définissons A~ par induction :

A0 = A ; A03B1+1 = F(A ) ; A03C4 = ~ 03B103C4 A03B1 (si 03C4 est un ordinal limite)
.. ~ ~

La suite transfinie des A. devient stationnaire et sa limite A vérifie (A) == A.
~ ~j

Si 1 est un idéal contenant A , 1 contient tous les A03B1 donc I ~ A donc

f"Ul : IC~ ~~j3A}=~3~ ~ Mils A" est lui-même un idéal contenant A donc

A == ~ .

LEMME 2. ~ A et B étant deux sous-ensembles de L ~ si on pose

Démontrons d 1 abord que si A A B G C alors A,A B C C .

i. A.. A B = A ABC C par hypothèse. ,

en effet, où

chaque x. étant inférieur à un donc



iii. Soit T un ordinal limite; si pour tout , A03B1 ~ B CC on a

la propriété est donc vraie pour tout ordinale donc A AB C C l’intersection

étant commutative A ~ B donc aussi I* /B ~ C? . Pour 5’ = A AB ~
on a A/BB C A A B donc T A~ c À À B .

D’autre part T et B étant des cônes A ~ B* == 

A A B on déduit ~A B’=’E’’QB’==’E’~’B’3 AAB d’où l’égalité cher-

chée.

~ ~ 
"T

THÉORÈME 2. - L’ensemble J des idéaux est un treillis local.
. cf ~f

Vérifions la distributivité générale 
i. Vl,y = U I en effet U I ~ Ij Pour tout o. et est un idéal donc

~ ~ ~ ~ ~ ~ ___ ~ S

UT: ~ ~03B1 I03B1 d’autre part donc ~03B1 I03B1 ~ 03B1 I, = 03B1 I03B1 .
ii. 1 A [V I ~ [~ I03B1] = I~[~03B1I03B1] (cf Lemme 2) mais 1 et 

étant des cônes IA[Ul (I ~ I03B1) donc 
0B

~~ 0~ 

NB. - Quand plusieurs treillis interviennent en même temps et qu’il peut y avoir

confusion~ on note l’intersection et la réunion dans un treillis T : ~’ et

T x03B1 ; si elles sont en outre distributives on les note T x et

T *x03B1 .
~ ~

THEOREME 3~ - La correspondance f : x 2014~l(x) == ~y : y ~ L ~ y ~ x~} est un

isomorphisme de L sur un sous-ensemble de d ~ qui respecte les intersections
quelconques et les unions distributives de L , l’image de L engendre J .

i. Si x == L xi , x  x. pour tout i ~ x ~ ~ i l(x. ) = J l(x. ) donc

part si y ~ J I(xi) , y x. pour tout i 
et y ~ l’égalité. ,

ii , ~i x = B/* x~ , I(x~)===~x~ ~ 1~) = ~ I(x~) donc

l(x)C B/I(x.) d’autre part chaque x. étant  x , l(x.)C.l(x) pour tout i

donc CI(x) . 
’ 

.



iii. Si L possède un minimum 0 (resp. un maximum e) 1(0) = ~0~ est mini-

mum dans ~ (resp. I(e) = L est maximum dans L)
i~o Soit l un idéal quelconque, l = x ~ 1~ or les I(x) sont des

images d’éléments de L , lesquels forment donc une base de J (pour les unions

quelconques). ,

3. Plongement d’un treillis local dans une algèbre de Boole.

On sait que tout treillis distributif peut être plongé avec conservation des unions

et intersections finies dans un treillis d’ensembles, c’est-à-dire une algèbre de

Boole. Nous allons montrer que ce résultat peut être amélioré en abandonnant une
’ 

représentation ensembliste et en remplaçant l’algèbre de Boole des sous-ensembles

d’un ensemble par une algèbre de Boole complète. Une telle immersion a été traitée

[3] dans le cas où L vérifie la propriété de disjonction de Stone. Si A est
un treillis distributif, on construira un plongement repectant les intersections

finies et les unions distributiyes quelconquese En particulier si ~ est lqcal,
l’immersion conservera toutes les unions puisqu’elles étaient distributives. En considérant
A comme un treillis d’un "espace sans points ~’ l’algèbre de Boole

construite est l’algèbre de Boole engendrée par les "ouverts" et les "fermés" de

l’"espace sans po ints" .

A sera dans la suite un treillis distributif.

Soit l’ensemble des couples (a ~ a’ ~ (a et ordonné par :

LEMME 3. - La relation  est un préordre sur A *

d’où on tire :



Le quotient A’ de A* par la relation (a ~ a’) ~(b ~ b’)~(a ~ a’)  (b ~ b~)
et (a ~ a~) ~ (b ~ b~) est alors ordonné par la relation quotient~ la classe de

(a , a’) dans A sera notée [a , a’] .

LEMME 4. - Si et B( *ai existent alors A [a.. a’i] existe et est

égale à [*ai , *a’i] .
En quel que soit i : T*ai  ( T*a’i) ai et (T*ai)a’i  T *a’i

donc E/B~- ~ pour tout i . 
’

Supposons d’autre part que [~x ~ x’ ]  [~a. ~ quel que soit i ~ alors

. Remarquons que dans li toute union finie et toute intersection finie sont dis-

tributives donc /V est un demi treillis pour l’interseotion.

LEMME 5~ - Dans A~ 
1

i. [x, x] = [0 , 0] quel que soit xeA et c’est l’élément minimum
il . E~ ~ OQ est l’élément maximum de li ’ 

.

iii~ pour tout E~~O] et [e, a] sont complémentaires dans /B
1 ..et ii se vérifient trivialement en revenant à la définition de l’ordre de /B~ ;
iii. [a~ 0]A[e ~ a] = [a , a] (lcmme4) et [a~ a]==[0~ 0] i.

D’autre part supposons [x ~ x’] >[e ~ a] et [x ~ Xl] > [a , 0] . On a :
a  x donc a v x = x d t autre part e  donc avx=x=e *

En outre : e /~ x’ = x’  a et a ~ x’  0 donc x’ = 0 et [x ~ x’J = [e ~0]~
en outre [e ~ a]B/[a ~ 0] est dans A~ une union distributive . Il faut vérifier
que pour tout [x ~ x’ ] ~ A~ on a :

c’est’-à-dire que

(On ne sait pas que l’union écrite au second membre de l’équation existe dans ^’
mais on sait déjà-que [x, x’] est supérieur à chacun des deux termes de cette
union, il suffit donc de démontrer que si [y , y~~ ~ n est supérieur à ces deux
termes, il est aussi supérieur à [x ! x’ ] que : x  y et



L’inégalité (3) implique : x = x A (a v x’ v y) = (x A a) B/ [x A (x’ il y)]
6t d’après : (1 ) on a : A(x’Vy)]==x’B/y
donc x x’B/y .

D’autre part on a î x*> 
’

et d’après l’inégalité (2) : x’ > (a ^ x Ay’) donc x’ > (a A x xAy’)
d’où x’ > (a B/x’) A (x A y’) qui n’est autre que : x^y’ d’après l’inégalité (4)

/ ~ ..

THEOREME 4~ - L’application : a -~ [a ~ 0] est un isomorphisme de /B sur un

sous-ensemble de A’ qui transforme le maximum (resp. le minimum de ^ ) en 

mum (minimum) de ~ . Toute intersection distributive de A devient intersection
dans A’ et toute union distributive de A devient union distributive dans A

i~ (a~ 0) (b~ 0)4=~ et aAO 0 donc~ a  b donc

[a~ 0][b~ 0]~a~b
ii . si les a. ont une A ~ diaprés le lemme 4 :

iii. a a 
1 Et b étant troiS éléments quelconques de ^, on a :

a G, ~b a a t ]  b a’ ] (immédiat) En particulier si les a. E: ~ ont unE

* 
~C , ~ C , 

* 
V on a pour tout i : a. 1 a’]  [V*ai , a’ ] .

Soit d’ c,.utrE x’] > [ai , a’] pour tout i alors :
1



On voit déjà que :

en particulier pour al = 0

I

Soit maintenant ( b ’ quelconque dans ^’

(la deuxième égalité ,étant conséquence du lemme 4) donc l’union des [ai’ 0] est

bien distributive.

Remarquons en outre que dans n on a 
.

Construction de l’algèbre de Boole : A est un demi-treillis pour l’intersection,

on peut donc 
le 

plonger dans un treillis local M une application biunivoque03A6 vérifiant 03A6 ( 03BB03B1) =  03A6 (03BB03B1) et 03A6 (A’*03BB03B1) = M*03A6(03BB03B1) . Tout
de M de M*03A6(03BB03B1) pour une famille {03BB03B1} ~ ’

Soit M** = B l’algèbre de Boole des pseudo-compléments de M et 03C6 Inapplication
M ~ B définie par LP ( ) = ** .

THEOREME 5. - L’application p == 03C6 o T o f de A dans B est une application

biunivoque de A dans une algèbre de Boole complète vérifiant :

p(O~) = 0~ ; p(~) = e. , P(i~i) = ~*P( ~) ! P(YB) = ~P(~) ;
en outre tout élément de B est l’union, dans B , d’images par p d’éléments do

/B ou de .complémentaires de tels éléments~ .

tes quatre égalités se vérifient immédiatement (composition d’applications qui
respectent les intersections finies et unions distributives).

Si x ~ y dans A ~ [x , [y , 0] ([x , 0]) ~ t([y , 0]) car 03A6
est biunivoque, en outre [x , 0] et 0] ont des complémentaires dans A
et les deux unions [x ~ 0]~ [~e ~ x] et [y ~ 0]~ [e ~ y] qui sont distributives

dans ̂ ’ sont respectées par 03A6 donc 03A6([x , 0]) V x]) = e... et
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de même pour [y~ 0] et y]. Donc ~[x~ 0] et ~[y~ 0] ont des

complémentaires dans M . Alors [~([x , 0])]~ = ~(~([x , 0])) = ~([x , 0])
donc p(x) ~ p(y) et p est bien injective.

Enfin tout élément est de la forme f*(a’) et tout élément de M

est union d’images de tels éléments.

COROLLAIRE~ - Si ~ était déjà un treillis local, le théorème 5 montre que le

plongement respecte les intersections finies et les unions quelconques car elles

étaient toutes distributives.
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