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LES TRAVAUX DE NORTHCOTT SUR LES ANNEAUX LOCAUX DE DIMENSION 1

par Guy MAURY.

Faculté des Sciences de Paris

Séminaire P. DUBREIL
M.-L. DUBREIL-JACOTIN et C, PISOT
(ALGÈBRE et THÉORIE DES NO MBRES)

Année ~.9~’~~~ ~

2 décembre 1957

1. Introduction-. ..

Nous voulons dans cet expose décrire les travaux de NORTHCOTT sur les anneaux
~ 

locaux de dimension 1 

Un anneau local Q de dimension 1 est an anneau noethérien, n’ayant qu’un 
’

seul idéal maximal m , et tel que la plus longue chaîne croissante, d’idéaux

premiers, distincts, propros, que l’on puisse former, soit formée de deux termes

p ~~ ~ ’? étant d’ ailleurs un idéal premier quelconque autre que ,~.. On dit

aussi que 10 rang de ’~ est 1 ; lo rang de p est alors 0 . 
,

Dans tout le mémoire, NORTHCOTT ne s’occupe que du cas où contient un élément

non diviseur de zéro ; des considérations fort élémentaires sur les anreaux
noethériens montrent que ceci se produit si, et seulement si ~~~ n’est pas un .

idéal premier de (0). Alors tous les idéaux premiers autres que ’sont tous

les idéaux premiers de (0~ , et un idéal propre est ~"~~ ~primai re si, et seulement

s’il contient un élément de Y~~ non diviseur de zéro. Cette dernière remarque .

servira souvent.

2. Les résultats.

NORTHCOTT s’occupe d’abord de trouver la longueur de l’idéal Qx , engendré
par x, x. étant un élément de Q non diviseur do zéro, et non inversible.
De ce fait, Qx est (Pour la définition de la longueur d’un idéal

Primaire, par exemple [7J, page 51). Son étude aboutit au théorème suivant :

THEOREME 4. - "Soit Q un anneau local de dimension 1 et Q(0) = n1 n ... n l ,
une décomposition de l’idéal (0) où les 03C0i sont p.-primaires. Si x. est

la classe de reste de x module pi , alors 
.



(long abréviation mise pour 1.onga,;ur) .

Il établit également un théorème intéressant :

, ,

THEOREME 1 . - "Si P est un Q-module fini, et est un anneau- compris dans

complet des quotients do ’Q , supposons quo x soit un élément do ifi, ,

non diviseur da zéro î.s;.n; Q ; P est un anneau semi local, d’idéaux maximaux

iKi , ... , >ii j . Px = qi ... qt 
1 

, Où qi est mi-primaire et

Cette première partie du mémoire repose sur la remarque suivante : ,

étant un idéal m-primaire, et x étant un élément de Q non diviseur

de zéro, les idéaux xx et Qx sont m-primaires. L’isomorphisme de 

Q sur le Q-module Qx, défini par l’application q ~ qx pour q appartenant 
’

à qrelconque, permet de voir qu’il a une correspondance biunivoque entre les

idéaux de Q contenant ~c et ceux contenus dans Qx contenant d’où

l’on déduit longa = long Qx . Le reste des démonstrations n’utilise

que des théorèmes olàssique’s des anneaux noethériens.

Aussi est-ce la suite du. mémoire qui nous intéressa surtout, suite qui est logi-

quement indépendante de la partie précédento.

Dans cette seconde partie, il n’est plus question que de domaines locaux de

dimension 1 , que l’on ne suppose plus Inexistence de diviseurs de

zéro dans Q .

. 

~ 

L’outil est la. définition valuations associées à un domaine local Q de

dimension 1 .

Cet outil sera utilisé d’abord pour préciser le théorème 4 , la longueur de

Qx étant exprimée à l’aide des valeurs de x pour les valuations associées. 
’

Mais surtout il sera utilisé pour démontrer le théorème suivant :

. , 
..

THEOREME 7. - "La fermeture entière À d’un domaine local Q do dimension 1 dans

le corps des quotients de Q est un anneau à idéaux tous principaux, n’ayant
qu’ un nombre fini maximaux ’~i , i = 1 ,~ ... , .~ ~ propres, ce nombre

~ étant égal aux nombres des idéaux premiers de (0) de la complétion *!? de

Q. Les degrés [-~ : ~] sont finis" ,
,i‘~. (R .. .



Enfin NORTHCOTT, sans se servir d’ailleurs des valuations associés, établit

le théorème 

THEOREME 8. - et Q étant définis comme au théorème 7 : les propositions

suivantes sont équivalentes :

~1) -A. est un Q-module fini. ,

(2) Q est un sous-espace de .A .
(3) L’idéal (0) de Q est intersection d’idéaux premiers".

Rappelons qu’un anneau local ayant la propriété (3) est dit analytiquement
non ramifié. 

’

r. Q est sous-espace de ^ " veut dire que si l’intersection des idéaux

maximaux de -~1. , la topologie induite dans Q par les ~~n coïncide avec celle

définie par On peut alors trouver un entier naturel t tel que :

mt c W. réciproquement, si l’on peut trouver un tel t, Q est

sous-espace de 

3. Importance des résultats, ,

NAGATA a montré que l’est un Q-module fini, si Q est analytiquement non

ramifié (c’est donc en particulier si Q est un domaine local complet) ,
page 16, lemme 13). Le théorème 8 établit la réciproque dans le

cas de la dimension 1 .

Le théorème 7 répond par l’affirmative, dans le cas de la dimension 1 à une

conjecture de NAGATA ([5], au bas de la page 15, remarque) :

"Le nombre des idéaux maximaux de la fermeture entière d’un doamaine local Q

est-il égal au nombre des idéaux premiers de l’idéal (0) de la complétion de

Q ?"

On ne sait encore rien à ce sujet dans le cas de la dimension supérieure à 1 .

Remarquons encore à propos du théorème 7 que KRULL avait démontré, dès 1930,
que A était un anneau semi-local à idéaux tous principaux, mais sans faire,
bien entendu, la remarque de NORTHCOTT sur le nombre dos idéaux maximaux de .~_
(voir ~3 ~ ) . Nous allons maintenant exposer la seconde partie du mémoire : notre
rôle a été seulement de développer certains points que NORTHCOTT juge faciles ou
connus. Pour ces points nous renvoyons à es démonstrations mises 6n appendices.



4. Définition des valuations associées à un domaine local Q de dimension 1 ’

A, Cas où Q est, de plus, complet. - Démontrons :

"Soit Q un domaine local de dimension 1 complet, dont le corps des quptients

est noté F ; soit Q’ la fermeture entière de Q dans F ; Q’ est un

Q-module fini, et par suite, Q’ est un anneau de valuation discrète".

La difficulté principale consiste à montrer que Q’ t est un Q-module fini :

NORTHCOTT déduit cela ie la structure des anneaux locaux complets (Appendice I~ ,
Le reste est alors facile : Q’ t est une extension entière finie, sans diviseurs de

zéro, de l’anneau Q, vérifiant le lemme c’est donc un anneau local .

( [4] , théorème 3), d’aillours complet ( [1 ] , proposition 7) . La dimension de
Q’ ‘ est [6], page 72, proposition 1). Q’  est done local régulier
de dimension 1 ( [7] , page 76, théorème 8), c’ost-à-dire un anneau de valuation
discrète.

Cela étant; soient v’ la valuation déterminée par Q’ , v la valuation induite

par v’ dans F : v est dite associée à Q . Il Son groupe des valeurs est le

groupe additif de tous les entiers, (voir ci-après B)). étant l’idéal maximal

de Q’ , [2014~ : 2014] est fini. Ce nombre, soit f , est appelé le degré résiduel
latent de Q . 

’ 

’

B. Cas général : Q non complet. - Soit Q la complétion de Q ,

tA étant pi -prim ...ire , 1 = 1 , ... , ( , la décomposition de l’idéal (0) 4e °°1°° .
Les nombres » i i .= longueur de ’ji. i , pour 1 = 1 , .’ .. , É , sont appelés les
multiplicités latentes du domaino local Q . Si Q est complet, il y a une seule

multiplicité la.tente de valeur 1 .

Soit alors Q Pi , Fi étant son corps des quotients. Comme ’p, m Q = (0) ,

Q/iJg contient Q. , qui est d’ailleurs partout dense dans Q/Pi , c’est-à-dire
que ’1, étant l’ idéal maximal de °°1°°/9. , pour chaque a’ appartenant à Q 03C1i et

pour tout entier naturel p donné, on oeut trouver a appartenant à ’ Q tel

a’ - ap ~ mpi . Soit. Q’i la fermeture entière de /. dans Fi ; enp:1. l 
, 

. i 
. l.

, appliquant ce qui vient d’être vu dans la partie 1>. , on voit °°Î°°1 i est un

anneau de valuation discrète, définissant une valuation 1, i de 
, 

°°°J°. i , °°i°°: i induit

. dans F une valuation v.. En remarquant que Q, est extension concordante



( [7] , page «8, théorème 2), on prouve facilement :
~1

(1) le groupe des valeurs de vi est le groupe additif de tous les entiers

(Appendice II).
(2) Si Q! est 1’anneau de valuation de v. ? est sa complétion, (appendice

II bis) . On notera m’i l’idéal maximal de Q ! .
i 1

on remarquera que Q est valué par vi non négativement. De plus les vi
ainsi définies ne sont pas équivalentes : il suffit de prendre z appartenant
à p1 et n’appartenant pas à p2 , par exemple, et une suito d’éléments qn 

.

de Q tendant vers a . v (qn) tendra vers et v (qn) tendra vers

une limite finie : c’est là la définition môme de doux valuations non équivalentes.
Résumons :

DÉFINITION. - Les valuations v. induites par v, dans F sont appelées
les valuations associées à Q .

(Dans le cas où Q est complet, on rotrouve bien la déf inition déjà donnée
en k. ) .

Le nomhre le ces valuations est égal au nombre des idéaux premiers de zéro
Si Q! est l’anneau de valuation de v, dans F, alors Q’i , défini

plus haut, sa complétion et Q C Q’i  Q’i .

5. Définition des degrés résiduels latE:nts dc Q .

Soit. 16( t l’idéal Q’i , [Q’i m’i a est fini, égal à f.. Les

nombres f . , pour i = 1 , ... , l , sont les degrés résiduels latents de Q .
Dans le cas où Q est complet, on retrouve la définition 

, -~: . 

_ 

On a = m Pi , étant l’ idéal maximal donc -.-. l est égal à

11 g y 1

- , et f. = ~’ . ~", = - ~. c ,.1". ~ puisqu’ ’ on f] vu que -r- 1 I est complétion de
ùk 

1 
4.1., i’P, ’"[ 

Qi . On peut donc énoncer : i , 

..

fi est 1.e degré du corps de reste de v. sur Q m.



6. Application au calcul de long Qx , pour x non nul appartenant a Q , des

définitions précédentes.

Remarquons que long Qx = long Qx ( [7] , page 97 , proposition 7). D’après le

théorème 4 : ~ ~

long Qx = long Qx = 03A3 long 1!...long (Q Pi x) = 03A3 i=1 i long (2014 x) .

Or

d’après le théorème 1 .

Finalement :

7. Application à la démonstration du théorème 7 .

Les valuations associées permettent de démontrer le lemme suivant, d’où se

déduit le théorème 7 :

LEMHE. - "Soit Q un domaine local do dimension 1 et v. , i - 1 ,...,.
les vacations associées du corps des quotients F de Q. Soit A la fermeture

entière de Q dans F. Si y appartient à F, y appartient à  si, et

seulement si v.(y) est positif ou nul, pour i = 1 , ... ~t"’ ,

La première partie est évidente d’après une remarque faite plus haut 
suivant

laquelle Q: contient Q . Alors l’intersection des est intégralement

close comme intersection d’anneaux intégralement clos, et contient Q, donc sa

fermeture entière dans F, /~ .

Soit maintenant y = ~ a, b appartenant à Q, b non nul, et +.el que

v.(y) soit positif ou pour i = 1 , ... , ~ . Montrons que y est entier

Q. Puisque v.(y) est positif ou nul, y appartient à Q~ donc à Q~ .
Puisque ’5’ est fini : 

. ~ 
. 

l.

~ ~ 
.

Soit maintenant an représentant de ~ ~ 
J "



et ce pour 1= 1 , ...  ~ *

Multiplions les crémiers membres de congruences entre eux et élevons à

âne certaine paissance ~ . Si l’on choisit ~ assez grand pour que :

~1 ’"P/~ (0) , on obtiendra :

Or ceci est équivalent à :

( [7 ] , page %7, lemme 3) . Le lemme cst donc démontré.

Il ne signifie pas autre chose que ceci: fl es.t l’intersection de tous les
anneaux de valuation des vi . 0n en dé.duit que /1 n’a qu’un nombre fini d’idéaux

maximaux égal au nombre É des vi (appendice III) et noethérien (appendice III).
C’est donc un anneau à idéaux tous principaux (voir [6] , page 74, proposition i) ;

Remarquons que si ’1’("1, est un idéal maximal de À , ^mi est l’anneau de -;alua-
. 

i , i

tion d’une valuation v. associée à Q .
. 

1

On a donc établi le théorème 7 .

8. Démonstration du théorème 8 . ,

Remarquons tout d’abord que dans l’énoricé de ce théorème, (3) est équivalent
à (4) :
(4) : les multiplicités latentes de Q sont toutes égales à 1 .

(1) entraîne (2). - Le conducteur f de Q à ~ n’est pas nul, car si.

u ... u 
n 

forment une base de sur Q , avec ui = ai bi , bi non nul, a.

et b. appartenant à A , i = 1 , ... , n , f contient qui n’est

pas nul. Ou bien f = Q , et dans ce cas ~ = Q , ou bien, comme nous le supposerons,



f est Soient ... ~ les idéaux maximaux de A ;

~ .7~=~~ ... ~ ~~ donc : ~~~ ... puisque :~ ~B~ pour

i = 1 ~ ... ~ ~ . D’autre part a pour idéaux premiers ... ~ ~~ :
en effet Q = m et il ne peut y avoir d’idéaux premiers de ^ , dont

l’intersection avec Q est m , strictement compris dans i , puisque A est

extension entière de Q ( [6] ~ page 66~ corollaire l).

Il existe p et entiers naturels tels que :

f étant considéré comme de ~~’ :

et ceci entraîne (2) ~

(2) entraîne (3)r - Si (2) est réalisée~ ~ est contenu dans le complétion

^ de!B. ^ est somme directe d’anneaux ^~i i = 1 , ... , l ([1] , propo-
si tion 2). ~ . est la complétion de ~ ~~ ~ T~ ~ ...., ~~ étant 

les idéaux

maximaux de A ( [l] ~ proposition 8). est isomorphe à ~ ~~ ~ car- 

~ i ~ 
1

aucun élément non nul de A n’est diviseur de zéro dans /’ ( [7] , page 99,

corollaire l). Donc ^mi ~i est un anneau, local régulier de dimension 1 , donc
aussi ^ ~i ( [7] , page 98) : nous retiendrons que est sans diviseur

de zéro. Soit u un élément de A , nilpotent,.u = 03A31 B ~i , 03BBi appartenant

à~~ i=l~...~i. Pour un certain entier naturel r

Puisque /ÎÉ. est sans diviseurs de zéro, À. = 0 et u = 0 t
i i

Le seul élément nilpotent dans .Ô et par sui te 1 est le zéro. Donc

(3) est réalisée.

(3) entraîne ( i) . - soit = P1 n .. , fi où les idéaux Pi sont les
idéaux premiers de rang 0 de Q . Déduisons de là que ^ est un Q-module fini.

,- n 
,-

Soi t mJ 1 ’anneau complet dcs quotients de ili ; on peut troaver dans 03C5 des

éléments e , 1 = 1 , ... , À , tels que : e. £ l et
. i . 

i 1



o. =0 n’étant pas égal à i ; ei e =0 pour i non égal

à j ~ e?=e~ ~ pour i= 1 ~ ... ~~ ... + e~ = 1 (appendice IV) .

Alors == ~3e. + ~. +~e~. ~~~i+i ~ ’" ~~~~ *

S/Si peut être identifié avec Sei et ". a.ve c Qei . Mais S/Spi e s t

le corps des quotients de Q/pi , (pour toutes ces propriétés de $ , voir
l’appendice IV) ..

A cause de la proposition du début du paragraphe 4 ~ la fermeture entière de

dans est un Qei-module fini : .

’ 

(nous nous sommes arrangés pour que le nombre des générateurs ne dépende

pas de i) . Soit P la fermeture entière de Q dans S , et soit 03C0 un

élément de P ; est entier par rapport à et par suite appartient
. au module (l) . Mais + ... + 03C0el ,et 03C0 appartient à 03A3i,j Qei 03C9(i)j .

Choisissons ~ dans ~ ~ non diviseur de zéro dans ’5 ~ et tel que iT soit

contenu dans 1 , (? sera, par exemple, le produit des dénominateurs des

03C9(i) ). Alors Qc e s t m-primaire, fêtant l’idéal maximal de Q : m c Qc .
J

Par suite : 
.

choisissons c dans Q , non nul, tel que : c = c ~ ~mod ~~ ) ~ Pc ~ Pc + :. ’et .

Finalement soit À. ==~ ~ (a et b appartenant à Q, b étant non nul),.
un élément de ^ . En tant qu.’ élément d:; S , À est entier sur Q et par

srite appartient à P . Du fait que Pc appartient à Q , nous déduisons :

et ainsi ~.. appartient à 

A est donc un sous-module d’un Q-module fini et puisque Q est

noethérien, ^ est lui-même un fini.



Appendice I..

a. Q a même caractéristique que son corps des restes : Q contient un sous-

anneau Q0 qui est un anneau de séries formelles à une variable à coefficients

dans un corps, et sur lequel Q est un module fini.

’ 

b. Q étant un domaine d’intégrité, la seule autre possibilité est que Q

soit de caractéristique 0 , alors que son corps des restes est de caractéristique

p ~ 0 . 
.

Dans ce contient un sous-anneau Q~ ayant les propriétés suivantes

(cf. ~2 ~ , ou ~9 ~ , 49,théorème 2) :

1° ~ o est un domaine local complet dont 
. 

l’iéal maximal est engendré par p .

2° Q et Q.. sont concordants et ont le même corps dos restes, ce qui implique

que Q est un fini, (pour ce dernier point, voir ~.2 ~ , page 68~
théorème 8~ . ’

Dans tous les cas Q. est donc un anneau de valuation discrète d’un corps 
.

~F . Le degré [F : F ~ est fini. D’après un résultat de la théorie de la

valuation, la fermeture de Q0 dans F , c’est-à-dire Q’ , est un Q0-module
fini ; et, a .fortiori, un Q-module fini.

.. Appendice II.

. Considérons l’ensemble E des valeurs v.(a) pour a appartenant à F . Cet

ensemble est un sous-groune additif du groupe additif des valeurs do . 

. du groupe addi-tif des entiers. Il suffit de prouver qu’il existe u

. 

appartenant à F tel que 1 , pour prouver que E est 
. 

l’ensemble

~ 

de tous les entiers :

,Ii existe a’ , b’ appartenant à tels que v. (a ~ = 1 . étant

rappelons-le, l’idéal maximal do on peut trouver a et b appartenant

à Q tels que : .

n étant un entier. naturel donné.(Seservir du fait que Q est partout dense

dans et que Q’i est extension concordante, [7] , page 87 , de Q/pi). Or

si l’on choisit n supérieur à v.(a’) et à vi(b’) , on a, (appendice III,



lemme 1 ) ô

avec m! et m" appartenant à De 1 à : = vi(a’ b’) = 1 ,

Appendice Il bis.

1. Étant l’ anneau de de vi , induite par vi dans F , Q’i est

la complétion de Q’i : il certain que Q’i contient Q’i ©t Q’i est extension

concordante de Q’i , car xi, ! n Q’i est formé de tous les a à
1 -1.. J.

F , tels que vi(a) soit positif, c’est donc m’ , idéal maximal de Q’i . Comme
1 1 1

! est complet, cela suffit pour assurer la concordance (cf, C?’~ , page 88 ~
_
théorème 2). Il suffira de prouver que Q’i est partout dense dans Q! . Soit
03BB’ appartenant à Q’i : 03BB’ = a’ b’ , a’ , b’ s Q.. Si b’ 
.. m03B1i sans a partenir à choisissons deux a et b de Q

tels ô

Si l’ on prend n assez grand, v. (a’) = v. (a) , v. (b’) = v. (b) (appendice III,
_ 

1 1 ~. 1

lemme 1 ) donc v . (03BB’) = v. (03BB) . 03BB appartiont a. Q’i .
1 1 1

(À- À,) b’ appartient à m’i03B1+n , et )É ->; appartient à m’in . Ceci montre que
Ql est partout dense dans ù! .
i i

. .Appendice III.

On trouvera la démonstration qui sui t, d.ins SCHILLING [ 10 ] , page 100 ,

lemmes 19 à 22 : 
’

1 . - Soit V une valuation discrète d’un corps F , et soient des

éléments de F , a . , i = 1 , ... , n . Si le minimum des V(a . ) est atteint

en un seul ai , pcr exemple a1 , alors V(a1 + ... + a ) = ..

- . , n

Posons b = a2 + ... + an et considérons V(1 + b) , V(b) est positif et
~l ~l

b appartient à l ’ idéal maximal 4e 1 ’nne;.,u de valuation de V , 1 + b est



donc inversible dans cet anneau et par suite V(l + b) = 0 . D’où l’on déduit

le résultat.

LEMME 2. - Si les valuations V. , i = 1 , ... , n , ne sont pas équivalentes,

il existe un élément a dans F , tel que  0 , V2(a) > 0 , Vn(a) > 0 .
Pour n = 2 , cela résulte de la non équivalence. Pour tout k inférieur

à n, supposons le théorème vrai. On peut trouver b et c tels qu1 :

- soit V n (b) a 0 , considérons 1: = bs c ; V. 1 (a) = SV. 1 (b) + V. 1 (C) : °" peut

cho.isir s pour que Vi(a) soit positif pour i = 2 , ... , n - 1 . On ;

enfin. T, o et ii~(:=» /i 

o .
- so.it o , considérons a. = bs c 1 + bs ; V1(a) = + svi(b) = Vi(cl

(lemme i) ; donc: vi(a) = 0 . Vi(a) = + Vi(c) (lemme i» pour
1 = 2 , ... , n - 1 , et V. (a) est positif pour 1 = 2 , ... , n - 1 , pourvu

qu’on choisisse s assez grand. . V n (a) = sY n (b) + Vn(c) - sVn(b) (lemme 1) et
V (a) = V (c) > 0 . ’
n n

3e - Il existe un élément a de F , tel que, m étant un entier positif

quelconque, V1(a - 1)  n , m , ... , m .

D’après le lemme 2 ,’ il existe b appartenant à F , tel que :

Il de choisir s assez grand. Remarquons que l’ on s, ~ o ..l

4. - Soient a1 , .. r i an des éléments de F , on peut trouver un

a dans F , tel que étant donné m positif, v. (a - o,. )  m , 1  i  n .1 1 .

Soit m’ le minimum des v. (ai) pour tout i et j , D’après le lemme 3 ,
. 1 J

on peut trouver b. , que : V. (bi - 1)  m -. m’ , v. (b. ) ? m .- m’ pour- 

1 1 1 .. j 1



n~.

Considérons ~,lors ~ ~ :~~ a. b. :
~.=1 1. 1.

COROLLAIRE. - Etant donnes ... ~ dans F ~ on peut trouver a dans

F , tel que V.(a) =V.(a.) pour i= 1 , ... , n s

Prenons m supérieur à V. a. pour i= 1 , ... , n .

donc: V. (a ai - 1) > 0 . Or ceci entraîne, (lemme 1)! que v. (a) = v, (ai) .

Soit Oi l’anneau do valuation de Vi , i = 1 , ... 9 n . Pour

chaque idéal Ã , de = Oi , on a : Ã = n Ãi , avec Ãi = 
. 1 ~. ~. a. 1 1

Réciproquement chaque Ensemble d’ idéaux Ãi ~ 0394i , détermine, da ns (,),.
-7 1 

’ 

/’/- ~ 1 
1 1

Ã = r.’ . et l’ on a : Ãi = i Ã’i En particulier .a exactement n idéaux
a. 1 ~ 1 z

premie,rs .~~. ~r ~ , ,r ~:. l idéal do ~~..
~z 

- 

1 3-

on e. : Ã ~ i . Soit a dans cette intersection. on peut trouver des éléments
.1 1

. tels que V. (ai) = v. (c,) , i = :1 ! ... , n . D’après le lemme 3 ,
on, peut trouver des c. tels Vi(ci) = o et Vi(ci) > Vi(a) pour j ~ i .

.- . 

1. 1 z ~ ~.. ~ .

n 
d , , d

Considérons alors d = 03A3ai c . et v. (-) . le lemme 1 9 Vi(d a) = 0 !1 1 1 l ~? 
’ 

l c~

donc a d appartient â i pour tout i , donc à, at 4 appartient à Ã .

Réciproquement, on d : i Ã’ Ãi . Prenons n a. fixes dans D’après
‘ ~ ~. 1 1 1 ’ 

le lemme 4 et son existe a tel que vz a = ni ai pour tout i .

Donc a appartient à Ãi pour tout i , nonc c, appartient à Ã’ , donc
a. w a.ai appartient à Ã’ i et Ã’ i = Ai .
1 1

Pour démontrer, alors, la dernière partie du lemme, il suffit d’ appliquer les

résultats précédents aux idéaux premiers, pi (le i , i = 1 ! .., ! n .

Remarquons les étant anneaux valuations discrètes, est
noethérien : une chaîne d’idéaux de distincts, propres, croissante, fournit,

grâce à lc, carres pondance A ~ Ai , une chaîne d 1 idéaux de i n’ayant
qu’ un nombre fini d’éléments. Ces n chaînes finies, réciproquement, fournissent,
grâce â la. correspondance { Ai} . ....,1B,= r1 Ai , une chaîne d’idéaux

, a..; ~.-1 ~ . , . , n 1 1.



d’idéaux de Àl , nécessairement égale à 1.=; chaîne de départ et visiblement finie.

Appendice IV

Consid.érons, de façon un peu plus générale que 1.e paragraphe 8 , un anneau

É , anneau complet des quotients d ’ un anneau noéthérien Q . Si

’Î (° ) ’ ’l i ’> ... ’ " i ,

’L’, , i étant Pi-primaire, est la décomposition de l ’ idéal (0 ) rle Q . La

décomposition de l’idéal (0) de $ est : 
’

i étant Spi-primaire, 1 = 1 , ... , À . Les ,à3j;, sont les seules idéa.ux .

premier s de £ ( vo ir , p?.r exempl. e , [ 9 ] , 1 , 4 , a . , b . , et c . , on remarq uant

que l’ensemble des éléments non diviseurs da zéro ">st multiplicativement stable

et no contient pas zéro).

$Éi, à"°’l,. = ./É’ pour 1 / j , 1 , j quelconques. En offet, si Eni + étai t
1 

" 

J ,~~_~ 
1 J

propre, il serait compris d.ans un idéal Spk pour un certain k et il est

facile de montrer quc ceci est impossible.
/>lors on po ut trouver .ô! , appartenant à Eni et e ! , 

apparte;nt 
à 

. ij i ji §~ j
tels elj + eli = i ; pour 1 fixe et j / 1 . , considérons .. le!., = Ci .j=1 ji

e. 1 appartient à :.il J.. .1 pour tout j distinct ",e 1 .

De plus : e. o. == 0 , pour i distinct de j , puisque e. e. appartient à

En1 , ... ° ,Enl. e. == e. + e. mi , avec m.ë Eni ; comme e. m. appartient

à ~i~ ~ ... ~S~p~ e. m. est nul et e. =e.. Enfin : Ci + ... = .

Module Eni , le premier membre e s t égal à e. et ~ = 0 (module 3iT.). Comme
ceci a lieu quel que soit i , ~ =0 et e. + ... ep =1 .

De cette dernière égalité, on déduit S = + ... + . L’homomorphie
x2014) xe, de S dans S , a pour noyau car si B-e. est appartient
à ...Enl, et puisque e. n’appartient pas à Spi , cela entraîne que

03BB appartient à Eni . Réciproquement, si A appartient à Eni , alors "Be. est nul.
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Comme : Q = pi , Qei :;s t isomorphe à Q/ni . Si, maintenant, nous
1 1 1 1

supposons i = pi , i - 1 , ... , c’ est-à-dire si l’ id ’aal. (0) de Q
1 ~1

est l’ intersection d’idéaux premiers, S/Sp; isomorphe à Sei : c’est un ccrps,~’ 1 . 1

par ailleurs, qui contient Q/pi , anneau sans diviseurs de et 

d’ailleurs, visiblement, scn corps des quotients.
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