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M,-L. DUBREIL-JACOTIN et C. PISOT
(ALGEBRE et THEORIE DS NO:BRES)
Annde 1957/58

LES TRaVaUX DE NORTHCOTIT SUR LES ANNZaU{ LOCaUX DE DIMENSION 1

par Guy MaURY.

1. Introduction.

Nous voulons dans cet exposé décrire les travaux de NORTHCOIT sur les anneaux

locaux de dimensicn 1 (d'aprés [8]).

Un anneau local Q@ de dimension 1 est un anneau noethéricn, n'ayant qu'un
seul idéal maximal wi , et tel que la plus longue chaine croissante, d'idéaux
premiers, distincts, proprcs, que 1l'on puisse former, soit formée de deux termes
pom,s P étant d'ailleurs un iddal premier quelcongue autre que w . On dit
aussi qus lc rang de Y ast 1 ; lo rang de P est alors O .

Dans tout le mémoire, NORTHCOTT ne s'occupe auc du cas ol Y contient un élément
non diviseur de zéro ; des considérztions fort élémentaires sur les anreaux
noethériens montrent que ceci se produit si, ot seulement si Yy n'est pas un
idéal premier de (0) . Alors tous les idéaux premiers autres que YD “sont tous
les idéaux premiers de (0) , et un idéal propre est W -primaire si, et seulement
s'il contient un élément de Yn non diviseur de zéro. Cette dernidre remarque

servira souvent.

2. Les résultats.

NORTHCOTT s'occupe d'abord de trouver la longueur de 17idéal Qx , engendré
par x , x. étant un élément de Q non diviseur do zéro, et non inversible.
De ce fait, @x est mw-primaire. (Pour la définition de la longucur d'un idéal

primaire, voir, par exemple [7], page 51). Son étude aboutit au théoréme suivant @

THEOREME 4, - "Soit Q un anneau local de dimension 1 et Q(0) =%

1(\ o.bn.ng ’
une décomposition de 1'idéal (0) ou les Ty sont P, -primaires. Si ‘x;  ost

la classe de restec de x modulo Py s alors
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3 Qy = 2_& 3 ‘. Q "
long Qx = 577 long Wiy . 1ong§:— X;
= 35

(long abréviction misc vour longucur).

I1 établit dgalement un théoréme intéressant

4 ~
THEOREME 1. -~ "Si P est un Q-module fini, ot ost un anncau compris dans
1'anncau couplet des quobicnts de § , supposons que x soit un élément de W ,
non diviscur de zéro dens @ ; P cest un annsau semi loeal, d'idéaux maximaux

?&1 s e ,yng . Px= ql vesr q? , Ou g est Y

e

—primaire ct

- o R 8y
long Qx = £y long ¢;. iﬁ 'T@J'

Cette premiére partic du mémoire reposc sur la remarque suivante :

& édtent un idéel w-primairc, et x étant un élément de Q non diviseur
de zéro, les idéaux «x et Qx sont Wi-primaires. L'isomorphisme de Q-module
Q sur le Q-module Qx , défini par l'application Q. qx pour q appartenant
a § , qrelconque, permst de voir qu'il a une correspondance biunivoque entroe les
idéaux de Q contenant ¢x et ceux contenus dans Qx contenant (xx 3 d'ou
1'on déduit long I¥x - long¢xy = long Qx . Le rcste des démonstrations n'utilise

que des bhéordmes olassiques des anneaux noecthériens.

Aussi est-ce la suitc du mdmoire qui nous intéressa surtout, suite qui est logi-

quement indépendante de la partie précédente.

Dans cette seconde partie, il n'est plus question que de domainecs locaux de
dimension 1 , c'est-a-dire que 1l'on ne suppose plus l'existence de diviseurs de

zéro dans Q .

" L'outil est la définition des valuations assccides & un domaine local Q de

dimension 1 .

Cet outil sera utilisé d'abord pour préciser le théordme 4 , la longucur de
Qx étant exprimée & 1l'aide des valeurs de x pour les valuations associédes.

Mais surtout il sera utilisé pour démontrer le théoréme suivant :

THéORﬁME 7. - "La fermeturc cntidre M d'un domainc locel Q do dimonsion 1 dens
le corps des quotients de Q est un anncau 3 idéaux tous principaux, n'ayant
qu'un nombre fini d'idéeux maximaux n, i=1, ... ,.ﬁ , propres, cc nombre,
25 étant égal aux nombres des iddaux premiers de (0) de 1a complétion W de

Q . Les degrés [_!7’:— : i%] sont finis",
!‘i .
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Enfin NORTHCOTT, sans se scrvir d'aillsurs des valuutions assocides, établit

lec théoreme suivent :

THEOREME 8. — /. ot Q étant définis comme au théoréme 7 : les propositions

suivantes sont équivalcntes :

(1) A est un Q-module fini.
(2) Q est un sous-espace de A .

(3) L'idéal (0) de T est intersection d'idéaux premiers".

Rappelons qu'un anncau local ayant la propriété (3) est dit analytiquement

non ramifié.

"Q est sous-espace de M yeut dire que si Zfﬂ,est 1l'intzrsection des idéaux
moximaux de Y\ , la topologie induite dans Q par les A coYncide avec celle
définie par les v . On peut alors trouver yn entier naturel t tel que :

]Tﬁ c m (:quv et re010roquement, si 1'on peut trouver un tel t , Q est
sous—~espace de A

3. Imnportance des résultats.,

NAGATA o montré que /) est un Q-module fini, si Q est analytiquement non
ramifié (c'est donc en particulier vrai, si Q est un domaine local complet),
tredr (5], page 16, lemme 13). Le théoréme 8 établit la réciproque dans le

cas de la dimension 1 .

Le théoréme 7 répond par 1l'affirmative, dons le cas de la dimension 1 & une

conjecture de NAGAT4A ( [5], au bas de 1la page 15, remarque)

"Le nombre des idéaux maxiraux de la fermeture entiére d'un doamaine local Q
est-il égal au nombre des iddaux premiers de 1'idéal (0) de la complétion de

Q ?"
On ne sait encore rien & ce sujet dans le cas de la dimension supéricure & 1 .

Remarquons encore A propos du théoreme 7 que KRULL avait démontré, dés 1930,
que A &tait un anneau semi-local & idéaux tous principaux, mais sans faire,
bien entendu, la remarque de NORTHCOTT sur le nombre dos idéaux maximaux de A_
(voir [3] ). Nous allons maintenant exposer la seconde partic du mémoire : notre
role a été seulement de développer certains points que NCRTHCOTT juge faciles ou

connus. Pour ces points nous renvoyons & des démonstrations mises en appendices.
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’

4, Définition des valuations associées & un domaine local Q de dimension 1 .

L, Cas o Q est, de plus, complect. - Démontrons :

"Soit Q wn domaine local de dimension 1 complet, dont le corps des quptients
est noté F ; soit Q' la fermeture entieére de Q dans F 3 Q' est wn

Q-module fini, et par suite, Q' est un anneau de valuation disecréte".

La difficulté principale consiste A montrer quz Q' est un Q-module fini :
NORTHCOTT déduit cels e 1o structure des anneaux locaux complets (Appendice I).
Le reste est zlors facile @ Q' est une extension entiére finie, sans diviseurs de
zéro, de l'anneau Q , Qérifiant le lemme d'Heusel ; c'est donc un anneau local
([4], théoréme 3), d'aillcurs complet ( [1], proposition 7). La dimension de
Q' est égalo 2 1 ([6], page 72, proposition 1).'Q". est done Tocal régulier
de dimension 1 ( [7], page 76, théorime 8), c'est-a-dire un annecu de valuation

discréte,

Cela étant, soient v' 1la valuation déterminde par Q' , v 1la valuation induite
per v' dans F : v est ditec associde & Q . Son groupe des valeurs est le

groupe additif de tous les entiers, (voir ci-aprés B)). v étant 1'idéal maximal

.
de Q', [—8—; i?'] est fini, Ce nombre, soit. f , est apoelé le degré résiduel
latent de Q . ‘

B. Cas générel : Q non complet. - Soit Q 1a compléticn de Q ,
-Q(O) = \ﬁlq cee N Xli,

Xy Stant P, -primcire, i=1, .-, {, la décomposition de 1'idéal (0) de TQq .
Les nombres W= longueur de ‘ﬁi , pour i=1, ... ,,2 , sont appelés les

multiplicités latentes du domaine local Q . Si Q est complat, il y a une seule

rultiplicité latente de valsur 1 .

Soit alors SL—, '?i étant son corps des quctients, Comme ‘pi nQ=(0),

i
Q/p; contient Q , qui est A'ailleurs partout dense dans Q%Pi » c'est-3-dire
que ‘5% étant 1'idéal maximal de Q/?i , pour chaque a' appartenant & 9 ot
! , P

pour tout entier naturel p donné, on peut trouver ap appartenant & Q tel

que : a' - ape‘fﬂg . Soit- Q! 1la fermeture entidre de 2 dans F, ;en
- i

. appliquant ce qui-vient d'étre vu dans la partie L., on voit qyue 'Qi est un
anncau de valuation diseréte, définissant une veluation .Vi de 'Tiv. v, induit
. dans F une valuation Vo En remerquant que ‘Qi est extension concordante
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de CU%i ([7], page 88, théordme 2), on prouve fzcilement :

(1) 1e groupe des valeurs de \ cst le groupe additif de tous les entiers
(Appendice II).
(2) si Q! est l'anncau de valuation de v, , 'Qi est sa complétion, (appendice

I1 bis). On notera zgi 1'idéal maximal de Q .

On remarquera que Q est valué par vy non négativement, De plus les vy
ainsi définies Ae sont pas équivalentes : il suffit de prendre 2z appartenant
) 151 et n'appartenant pas a ¥>2 , par cxemple, et une suite d'éléments q,
de Q tendant vers =z . vl(qn) tendre vers 1'infini et Vz(qn) tendra vers
une limite finie : c'est 13 la 44finition mdme Ae Acux valuations non équivdlentes.

Résumons :
/ —
DEFINITION, ~ Les valuations vy induites par vy dens F sont appelées
les valuations assocides & Q .

(Dans le cas o Q est complet, on retrouve bien la définition déja donnée
en A,). ’

Le nomhre de ces valuations est égal au nombre Aes idéaux premiers de zéro
de T . Si Q! est l'anncau de valuation de v, dans F , alors Q} s défini

plus haut, est sz complétion et Q ¢ Qi c’@i .

5. Définition des degrés résiduecls latents de Q .

‘ﬁ
— - Wi  W/p; , '
Soit. Yo 1'idéal maximal de QI , [— : —121] est fini, égal & £, . Les
* et i ‘
i §

nombres f, , pour i =1, ... , 4, sont les degrés résiduels latents de Q .

Dans le cas ou Q est complet, on retrouve la définition posée em 4 -

= . ‘ q
On a iﬁi = $%-, @ étant 1'idéal maximal de T , donc —= est égal &
1 : T
q! ! +
g , et . =[—: g] =[=2: 3] , puisqu'on 2 vu que Q! est la complétion de
T 18] R W A 1
i

Qi + On peut donc énoncer :

Q

fi gst le degréd du corps de reste de v, sur
N *;‘
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6. Lpplication au cclcul de long Qx , pour x non nul appartenant a Q , des

définitions précédentes.

|

Remarquons que long Uz = long Qx ( [7], page 97 , proposition 7). D'apres le
théoréme 4 :
| 2 4

&
- long Gx = & T L) = o
long Qx = long Gx = {Z, long T .long (Pi x) = &=

Q
=1 )'

. long (& x
e T

Or
long C&_ x) = £, long Q! x = £, v, (x)
‘i i i i i ’
d'aprés le théoréme 1 .
Finalement ¢ I

DY
long Qx = £27 4 £; v; (%)

7. Application & la démonstration du théordme 7 .

Les veluations assocides permettent de démontrer le lemme suivant, d'olu se
déduit le théoreme 7 :

LEME, — "Soit Q un domaine local dc dimension 1 et Vi s i=1, ¢t ,-Z
les valuations assocides du corps des quotients F de Q . Soit A 1la fermeture
entitre de @ dans F . Si y appartient a F, y eppartient a A si, et

seulement si v.(y) est positif ou nul, pour i=1, ... ,Q,".

La premidre partic est &vidente A'aprés une remarque faite plus haut suivant
laquelle Q' contient @ . Alors l'intersection des Q' est intdgralement
close comme 1ntersectlon d'anncaux intégralement clos, et contient Q , donc sa

fermeture entidre dans F , A .

Soit maintenant y :-% , a, b appartenomt & Q@ , b non nul, et tel que
vi(y) soit positif ou =ml pour 1 =1, ... ,,ﬁ . Montrons que y est entier
sur Q . Puisque vi(y) est positif ou nul, y appartient a Qi donc a Qi .
Puisque 'Qi’ est us  Z--module fini :

i

(1)

a' b+...+?’(1)b =0

’ 2 o~
ny J Pi

Soit maintenant 'Egl)‘ un représentant de f(? en Q

n. .\ N,
i, g o ly b t(l) b =0 (module "FE),

.'
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et ce pour 1i=1, «.¢ ﬁ, .

Multiplions les rremicrs membres de ces /Q congruzncas entre eux et élovons &
une cartaine puissance A . Si 1'on choisit . asscz grand pour que :

le ...p/)&"z (0) , on obtiendra :

n - n-1
a

a’ o+ tl b+ ...+ tn bn =0,

-‘Eié‘Q, i=1, eee y n ., Alnsi a’e Qn ('Q-an_lb+...+ﬁbn).
Or ceci est équivalontAé :

R o (I St SR S

et,
2"eqa®l b4 ... +QB" ,

([7], page 97, lemme 3). Le lemme ost donc démontré.

I1 nc signifie puzs autre chose que cecl @ / est 1'interscction de tous les
annezsux de valuation des v, . On en déduit que /\ n'a qu'un nombre fini d'idéaux
maximoux égal au nombre £ des vy (aprendice III) ot noethérien (appendice III).
C'ost done un anncau 3 idéaux tous vprincipaux (voir [6], page 74, proposition 1),
Remarquons que si IT& ost un idéal maximal de /) s /&mi est 1'anneau de -ralua-

~tion d'une valuation vy associde a Q .

A
l:—?‘— ot 1'on a [x'é\":%]:fi‘
mi/\ ’(\i -li A

On & donc établi le théoréme 7 .

8, NDémonstration du théoréme 8 .

Remarquons tout d'zbord que dans 1'énorcé de ce théoréme, (3) est équivalent
2 (4) |

(4) : les multiplicités latentss de Q sont toutes égales a1 .

(1) entraine (2). - Le conducteur f de Q & A n'est pas nul, car si.

| . A =&
Uy eee Uy forment une base de sur Q , avec u; = bi ’ bi non nul, a8y
n
et b.l appsrtenant 3 A, i=1, ... , n, f contient’ zjl bi , qui n'est

pas nul. Ou bien f =Q , et dans ce cas A=q , ou bien, comme nous le supposerons,
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f est ¥Wi-primeire. Soicnt Wy o5 oeee s \fny les ifdoux maximaux de A

W, eeeTh, = T, N 4.0 & WD , dONC I g Yo ees W, puisque M ¢ XG pour
1 1 01 : 2 {1 L - ml
i=1, 60, }L . D'autre part ¥a /N a pour idéaux premiers MWy 9 eee s gg_Q :
en effet Wy N Q =W ot il ne psut y avoir d'idéaux premicrs de A , “ont
1'intersection avec & ost ™, strictement compris dans T puisque A est

oxtonsion entidre de Q ( [6], page 66, corollairc 1).
I1 existe p et p' , ontiers naturels tels que @
F

‘{LIP ¢ f et (m.l eee r‘x , AR

f étant considdré comme idéal de A 2

(“(‘.1 e ‘\Qﬁ{)e? ¢ £ Q'[‘;’Lo

et ceci entratne (2) .

(2) sotraine (3)« — Si (2) est rénlisée, T est contenu dans le complétion
A de N. N est somme directe d'anneaux X&i , i=1, «.. £ ([1], propo-

sition 2). '/'\'gi est la complétion de T T g étant les iddaux

T

maximaux de A ([1], proposition 8). orlixm est isomorphe a A‘m €i , car

~ ] - i

aucun <1ément non nul de A n'est diviseur de zéro dans A (7], page 99,
corollaire 1). Donc /\w Ei est un anneau local régulier de dimension 1 , donc

Lo .
aussi /\6i ([7], page 98) : nous retiendrone que /\Ei est sans diviseur

¢
de zéro. Soit u un &lément de /A, nilpotent, u = Zf Xj éi , }\i appartenant

a A y, i=1, ..., E . ?our un certain entier naturel r
g =y
Feo= (g )= 5 N g
Puisque /\Ei est sans diviseurs de zéro, }\i =0 et u=20:
Le seul élément nilpotent dans 7\ et par suite dans Q@ est le zéro. Donc

(3) est réalisée.

(3) entratne (1). - Soit T(0) =Py e D px, o les iddaux p; sont les

idéaux premiers de rang O de Q . DéAnisons de 1a que N\ est un Q-module fini.

Soit $  1'anneau complet des quotients de Q ; on peut trouver dans f) des

éléments e, , 1=1, ... ,:,e s tels que : ey =1 (modgpi) et
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1

CJ . ’ ’ . . A — . »
o, 20 (mOd’JPj) , J n'étant pos dgal & i e % = 0 pour i non égal

b > 2 . 3
& J, el =c;, pour 1:1,,,,,£, g + eeetep =1 (appendice IV).

" _ & N Jod
Alors Spl = ﬁf)el *oeee #00L g+ D8 g ¥ e &Oee .

" 1 ~ . « s 2 & g__ . - niS = J ;
S/,bﬁ peut &tre identifié avec Je; et & avec Qe . Mai ﬁi)/ﬁ).pi est
le corps des quotients de -Q'/pi , (pour toutes ces vropriétés de S , voir
1'appendice IV).

A cause de la provosition du début du poragraphe 4 , la fcermeture entiere de

Q'ei dans "':)ei est un -Qei—module fini

(1) : | @e;) wgi) + e+ Tey wr(li)

(nous nous sommes arrangds pour qus le nombre des générateurs ne dépende
‘pas de i) . Soit P la fermeture entiére de @ Aans % , et soit U un
élément de P ; ﬂ”ei est entier par rapport a Qei ot par suite appartient
M @-.

an module (1) . Mais 7 =Tre, + ... + Tep ,et 7 ‘apparticnt a 21 Qe @J.l) .
) 1 ) 1sJ i)

Choisissons ¢ dans @ , non Aiviseur dec zéro dans T , et tel que Fc soit
contenu dans Q , (¢ sera, par exemple, le produit des Aénominatenre des

L)ng) ). ilors Q¢ est M-primaire, @ étant 1'idéel maximal de T ‘;\—'{1 ¢ Qe .
Par suite @

P < Fo Q.
choisissons ¢ dans & , non nul, tel que : ¢ = ¢ , (mod ﬁh) : Pc &Pc + PF(P «Q.
Finalement soit A :% , {a et b appartenant & @, b étant non nul),
un &1ément de /\ . En tant qu'élément ds 5 , N\ est entier sur Q et par
stite appartient & P ., Du fait que Pc appartient a Q , nous déduisons :
ace §bnQ=Q0
et ainsi A appartient & gl .

A est donc un sous-module d'un Q-module fini et ainsi, puisque Q est

noethérien, /\ est lui-méme un Q-module fini.
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hLppendice I,

a. @ a méme carcctéristique que son corps des restes : Q contient un sous-
anneau, QO qui est un anneau de sérigs formelles & une variable & coefficients
dans un corps, et sur lequel & o8t un module fini.

b. Q é&tant un domaine 4'intdgrité, la seule autre possibilits est que Q
soit de caractéristique O , alors que son corps des restes est de caractéristique
p#O0 . '

Dans ce cas & contient un sous-enneauv Q. ayant les propridtés suiventes
-
(ef. [2], ou[9], page 49,théorsme 2) :

10 QO 2st un domaine locnl complet dOnb 1'idéal maximal est engeniré per p .

20 Q et QO sont concordants et ont le méme corps Ades restes, ce qui implique
que Q ost un Qy-module fini, (pour ce dernicr point, voir (2], page 68,
théoréme 8).

Dans tous les ceas QO est donc un anncau de valuation discréte d'un corps
nFO . Le degré [F : FO] est fini, D'aprés un résultat de la théorie de la
valuation, la fermeture de Q dwns F, c'est-d~dire Q' , est un Qy-module

fini, et, a fortiori, un Q-module fini.

sppendice II,

Considérons l'ensemble E des valeurs 'Vi(a) pour a appartenant & F , Cet
ensemble est un sous—grounec additif du groupe adcitif des valcurs de  61 s
.c'est-a-dire du groupe additif des enticrs. Il suffit de prouver qu'il existe u
appartenant & F tel que 'Vi(ujz 1, pour prouver quc E est 1'onsemble

- de tous les enticrs :

. - ' _
I1 existe a' , b' appartenant & Qy;yi , tels que vi(%T) =1. OT:TH{ étant
rappelons~1é, 1'idéal maximal dc'ﬁg ’ on pcut trouver a et b appartcnant

N

a Q tels que :

oot

1 n ' -]
a' - a € w. b!' -~ be w.
w0y Yy o

n étant un entier naturel donnd(Se =srvir du fzit que Q est partout dense
dans bei et que 'Qi est oxteonsion concordante, (7], page 87 , de Q}%i). Or

si 1'on choisit n supériecur & vi(a') et & vi(b') , on a, (appendice III,
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lemme 1) :

- —_ Y - — n —_
vi(a) = vi(a' +ot?) = vi(a') ; Vi(b) = vi(b' + ) = vi(b') ,

- — at
avec m! et m" appartenent & yg . Do 14 : vi(%) =V (%,-) =1,

appendice II bis,

Q:"L, étant 1'anneau de valuation de Vi o induite oper '371 dans F , 'Q;‘ est
la complétion de Q:!L : i1 cst certain que 'Q;_ contient Q{ et 'Q'i est extension
concordante de QJ!- , car '5'7_1 N Q:!L ¢st forné de tous les -a apparten:nt &
F , tels que -x?i(a) soit positif, c'est donc ‘-"(!ll » 11écl maxizal de Q) . Comme
Qi est complet, cela suffit pour assurer la concordance (cf. [7], page 88,
théoréme 2). Il suffira de pls'ouver que Q;_ ‘est partout dens:z dans Q:SL . Soit
Al appartenant 3 Qi : ::%,- , a' , b', appartenant & 'Qﬁgi . 81 b' apparticnt

*+1

& vﬁ;@' sans appartenir 3 fﬁi , choisissons deux é1léments a et b de «

tels que ¢
— 2N l  —,x N - a
a' —a ¢ w:‘L , b' —be ;:'L . (on posera A= -5).
Si 1'on prend n assez grand, Vi(a') = Vi(a) , -x;i(b‘) =Vi(b) (appendice III,
lemme 1) donc 'w?i(.}\_') .-_-Vi()\.) . A apparticnt a Q_i .

/

a' ma=4b' = Ab= (A =) b +A(d! —b) .

! X - —
(}\,—73\.) b' apoartient & ‘f;{-;{ +n , et A -\ oappartient & ‘mj'-n . Ceci montre que

Q;L est partout dense dans Q{ .

appendice III,

On trouvera la démonstration qui suit, dans SCHILLING [10], page 100 ,
lemmes 19 & 22 : ‘ '

LEMME 1. - Soit V une valuation discréte d'un corps F , et soient des
éléments de F , ag 5 i=1, ..., n. 81 le minimum des V(ai) est attoint

en un seul ay » per exemple a, , alors V(al + oeee + an) = V(al) ..

a a .
Posons b =E?- + ...+ == ot considérons V(1 +b) , V(b) est positif ot
1 1

b apparticnt & 1'idéal maximal de l'anne:u de valuationde V., 1+ b est
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donc inversible dans cet annecu et par suite V(1 + b) = 0 . D'olr 1'on déduit

le résultat.

LEMME 2. -~ Si les waluations Vi , 1i=1, . , n , ne sont pas équivalentes,
il existe un élément a dans F , tel que Vl(a) <0, Vz(a) >0, Vn(a),> 0.

Pour n = 2 , cela résulte de la non équivalence. Pour tout. k inféricur

4 n , supposons le théoréme vrai. On peut trouver b et c¢ tels que @
>
Vl(b) <0, V2(b) 20, coe Vn__l(b) 0.

Vl(o) <0, Vn(c) >0 .

- soit vn(b),;,o , considérons a =b° ¢ Vi(a) = sVi(b) + Vi(c) : nn peut
- choisir s pour que Vi(a) 'soit positif pour i =2, ... yn-1.,0na

onfin Vn(a) ;vn(c) >0 et Vl(a) <0 .
b° e
1+Db

(lemme 1) ; donc : Vl(a) <0 . Vi(a) = sVi(b) + Vi(c) (lemme 1), pour
i

- soit Vn(b) <0 , considérons a = ; Vl(a) = sVl(b) + Vl(c) - sVl(b) = Vl(")

S

i=2, «o. ,n-1, et Vi(a) est positif pour =2, «.o , b -1, pourvu

qu'on choisisse s assez grand.‘vn(a) = sVn(b) + Vn(c) - sVn(b) (lemme 1) et
Vn(a) = vn(c) >0,

LEMME 3. — I1 existe un élément a de F , tel que, m d&tant un entier positif
queleonque, V,(a = 1) > m, Vy(a) z2m, ..., V (a) >m .
D'aprés le lemme 2 , il existe b appartenant & F , tel que @
Vl(b) <0, Vg(b) >0, vee Vn(b) >0 ,

8 1

o’

0
1

Considérons

Vi(a-1) ==V (1+b°) =~V (b)>0 (lemme 1) , |
S S .
Vi(a)zvib ~Vi(l+b)=sVi(b) (lemme 1) 534 =2, 0o , N

I1 suffira de choisir s assez grand. Remarquons que l'on a Vl(a) =0.
LEMME 4, — Soient Gy 9 eee 5 8 des éléments de F , on peut trouver un
a dans F , tel que étont donné m positif, Vi(a - ai) zm, 1<ign,.

Soit m' le minimum des Vi(a.) pour tout i et j . D'apres le lemme 3 ,
on peut trouver b, » tel que : Vi(bi -z mn-m, 'Vj (bi) > m - m' pour



4-13
ad 4 o a o= z: ‘ .
Considérons alers a = P bi :
V.l(a - ai) = Vi[al by 4 ees ¥ ai(bi - 1) + ...+ a, bn] 2m ,
COROLLAIRE, — Btent donnés Qi 9 ees 5 By dans F , on peut trouver a dans
F , tel que Vi(a) :Vi(ai) pour i=1, ooy 0t

Prenons m supérieur a Vi a; pour i= 1, eeo 5 n. -

oo = g 1) >, (e
Vi(c.. ai) = Vi(ai) + Vi(ai 1) fi(%i) ,

donc : Vi('é'].__ ~ 1) > 0. Or ceci entraine, (lerme 1), que Vi(a) = Vi(_ai) .

THROREME. ~ Soit 01 1'anncau de valuation de Vi , i=1, +.e0 y n, Pour
chaque 1déel &, de ¢ = L Gy sona 2 =1 2y, , avec ?\i =?voi .

i
Réeiproquement chaque ensemble d'iddeux :Ai <9, , détermine, dans ¢,

¢ ﬁl ] ’Z\ N N\' . . + e a2
/:fi\ Vs et 1'on g by = (»iJ:, . Bn particulier & A2 ewactement n  idéaux

premiers f,‘bin O, 4”’3'.1 étent 1'idéal meximel do C’-i .

On a : A S?Ai . Soit a duns cette intersection. On peut trouver des éléments
a, de 4. tels que Vi(ai) = Vi(a) , i=1, oo, n . N'aprés le lemme 3 ,

s des e 2t V.{c,) = V. {c, . i .
on neut trouver des c, tels qu Jl(cl) 0 et /J (01). > VJ(x) pour j ;é i

n
Considérons alors d =%,<’li c; ot Vi(%) . D'aprés le lemme 1 , V, (%) o,

a . . . s . . N
donc i appartient a <)i pour tout 1, donc & & et o aopartient a :A, .

1}

. 4 .
Réciproquement, on a : OiZ"‘,S 5 Prenons n ay fixes dans les "7\/1 . D'aprés
le lemme 4 et son corolleire, il existe a tel que Vi a = "i a; pour tout i .

. . « 0 4 . IS /
Donc & appartient & :Ai pour tout i , donc a appartient a i , done
2 ey

1 . Ny .
a; = o= appartient a A 03 et Oi = Ai

Pour démontrer, alors, la derniére partie du lemme, il suffit d'appliquer les
résultats précélents au+ iddaux premiers, 'A@i de O3 » i=1, .00 yn.
Remarquons rue les Qi étant des anneaux de valuations discrétes, e est
noethérien : une chaline d'idéaux de 4 distincts, propres, croissante, fournit,
grice A la correspondance 2, —---)ff‘\/(%L , une chalne d'idéaux de Dy n'ayant
qu'un nombre fini d'éléments. Ces n chaines finies, réciproquement, fournissent,

~ - e TN . »
grice & la correspondance | zifi‘f =1 n--‘,-%'z ;i'\]\,i , une chatne d'idéaux
. 5 ~—~Llgoeeny
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1'idéaux do B , nécasscirement égrle & 1o chaine de départ ot visiblement finie.

Appendice v

Considérons, de fagon un peu plus générale que le paragraphe 8 , un anneau

%, anneau complot des quoticnts d'un anncau noéthérien Q.

Q(0) S0y eee ATy,
T, dtant ¥3i—primaire, sst la Adcomposition de 1'idéal (0) de Q
décomposition de 1'idéal (0) de 5 est :

. - A ¢ _ oy
,ﬁ-} (0) :)t Ll 4 PRy f\m% ) &VJC /“"'i —_ ISni ’

e N .
?EWi étant x¥a~primaire, i=1, oo 4 4 . Les 'c;‘i sont les scules idéaux
& (voir, par cxemple, [9], I, 4, a., b., ct c., on remarquant

que l'ensemble des €1éments non diviscurs de zéro <st multiplicativement stable

premiers de &

et nc conticent pas zéro).

re
:ﬁﬁi ;ﬁﬁj =3 pour i i, i,73] qublconqu“s. En offot, Sl,{l. + ﬂﬁ était

propre, il serait compris dans un idéal ’pk pour vn ~ertein  k ot il cst
facile de montrer que ceci est impossible.
Alors on peut trouvor 'éij appartenant 2a Efli et 93i appartenant a | “5
s s ¢ ¢! to=1 3 i ixe et j i i1é d .= e. .
tels que ¢ °j 5 *+ ey 1; pour i fixe et j #1i , considérons 4;} °iy = o
‘\_’\ J 1
ey appartient a Jﬁlj pour tout j distinctde 1i .
- v
H = M, .
MR (1 Qij) 1 (modulo 1)
i
De plus : ey ej =0, pour i distinct dc j , puisque e ej apvartient &
H(E ) eee ;lrlz. ei = ey tey M, avec mE Zﬁii ; comme e, m; appartient

N - - 5 2 — in] * . — P2
a 3!5 3 eee ,ﬂ%z) e, my est nul et ey =4 Bnfin ¢ @) + ..t ep = 1+ W

Modulo ﬂﬁi > le premier membre est égal & e, et 7 =0 (modulo Bfli). Comme
ceci a lieu quel que scit i, 7 =0 et ey * enn 93 =1,
De coette derniére 4galité, on déduit D= ;) ces igen . L'homomorphie
X =3 Xey de S dqns = s O pour noyau Jﬁ , car si 7&61 est nul,ikei appartient
—é Efllfl coon AN pr et puisque ey appartlunt pas & 3P5 s cela ‘entraine que
A appartient & Qfli . Réciproquement, si A- zpoarticnt & aﬂg_, alors 7\ei est nul.



4-15

Comme : af%/\ q = 0y s 'Qei 55t iscmornhe & Q/@i . 3i, maintenant, nous

supposons Ty =P, , I=1, ..., ¥, clost-a-dire si 1'id4al (0) de §Q

est 1'intersection 4'iddaux premicrs,ﬁg/ﬁipi ast isomorphe & é;ei ¢ c'est un cerps,
par ailleurs, qui contient QYpi , anncau sans diviseurs de zéro, et c'est

d'ailleurs, visiblement, son corps des quotients.
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