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'THEOREMES DE TR4NSFERT BN THRORIZ DES ANVEAUX

par Guy MAURY.

INTRODUCTION,

Par "anneau" nous entendrons dans toute la conférence "anneau commutatif, &

é1ément unité",

Nous nous donnons un anneau A et un suranneau B de 4 , 1'41ément unité de
B étant celui de A . © sera un élément dc B, entier sur A , sauf mention
expresse du contraire., Nous cherchons & quelle condition portant sur les polyndmes
de A [x] , dont '@ est racine, certaines propriétds de A4 sont encore vraies
dans A [®] .

Ainsi, on exeminera lcs cas suivants :

T I. A [8] quesi-loecal, 4 1'étant.

II. 4 [®] normal, (c'est—-a-dire noethérien, sans diviseurs de zéro, intégralement
clos), 4 1'étant.

III. &4 [®] local régulier, 4 1'étant.

IV. 4 [®] intégralement clos dans son annsau complet des quoﬁients, 4 1'étant,

® &tant racine d'un polynome unitaire $(x) de 4 [x] et n'étant racine d'aucun
polynome de & [x] de degré inféricur. I1 sera fait, de plus, certaines hypothéses
simplificatrices sur 4 . '

Ces dtudes entrent dans lo cadre d'une &tude générale A'une extension monogéne
i[®] d'un anneau 4 . Signalons, & ce vropos, une étude sur la théorie des
iddaux dans A [6], mende par M.J.P. LAFON et 1'auteur [lj . Les résuitats
des parties I, II, III sont résumés dans une note de l'auteurlaux "Compies

Rendus" [2] . '

Nous nous référons tres souvent au mémoire de M. NAGATA [3] désigné dans la
suite par B.T. [3] . Nous aurons besoin des propriétés fondamentales des anneaux
locaux réguliers [parties II et IIT], que 1'on pourra trouver dans NORTHCOTT
(4] . La connaissance de B.T. [ 3] est souhaitable pour 1'intelligsnce de IV,
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et de toute la conférence en général.

I. A[®] quasi-local,... 1'étant.

— Dans cette partie A est un anneau quasi-local avec élément unité, plongé
dans un anneau B . lous appnelons "anneau quasi-local" , un anneau dont 1l'ensemble
des é1éments non inversibles forme un idéal. Celui-ci est alors son unique idéal
maximal propre. Un anneau quasi-local noethérien est appelé un anneau local., Un
anneau quasi-local peut &tre défini comme un anneau n'ayant qu'un seul idéal

maximal propre : en effet, soient A' un tel anneau, T(i' son idéal maximal, et

~a un élément de A' , n'appartenant pas & Wl ; (a) est égal & A' , ou bien (a)

est compris dans un idéal maximal propre de A' , [dans un anneau A' comrmutatif

4 é1émant unité, tout idéal propre est contenu dans un idéal maximal. (KRULL)],

clest-a-dire dans n! . Seule la premiére hypothése est possible et a -est inversi-—
ble.

. Soit P un élément de B s qul ne sera pas obligatoirement entier sur A dans

. by . 5 i
ce paragraphe. L'anneau A [0], c'est-3-dire 1l'ensemble des A‘ai ® dans B,
a, € A, sera noté aussi A* . Si Y est 1'iddal maximal de 4 , yi. sera 1'idéal
X
de A" formé par les Zm 0 y my & W,

X . . .
W est propre si, et seulement si, © n'est pas racine d'un polynome de la

N .
. i .
forme l+%'mix ,mie.m,l.-:O,...,N.

N
& chaque polynome f(x) = 8g + 8 X+« +agx , de A [x], dont @ est,

_ racine (il peut n'y avoir que le volynome O), feisons correspondre le polynome

- == - N A - A
T(x) =8y ta; X+ . vagx ,de ?{z[x] » &, Stant la classe de a; dans - .

i W
‘ . i
a, Premier cas : 'ﬁ{ est propre, ; considérons —

2 w
1°© 8'il n'y a pas de T(x) non nul, —-; est isomorphe & é [X] °

20 8'il y a un F(x) non nul, soa.ent uF(x) un polynone non nul de plus petit
degré parmi les T(x) , et Lf(x) =11 \foﬁ(},, , la décomposition de «p(x) en
facteurs premiers dans = [x] [= est un corps] . Il est facile de vérifier

el

que A% vest isomorphe & = [x]/("(x))

%

%X
. n,  _ 4 .
Soit ® (x) = Pp * +o +(5ni x©, B¢ g i=0, ..., n; . Considérons
. n, _
‘?i(x) = ‘%O + e + S’Jn X", ﬁi dtant un représentant de fp; « Les idéaux de

A" , dont 1'intersection avec 4 est W , sont au nombre de q , engendrés
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respectivement par Yi(é) et Lo, 1i=1, «¢e0 5.

b. Deuxiéme cas : yn n'est pas propre.

' , x . . e
I1 n'y a pas 4'idéaux de 4  propres dont l'intersection avec =« est ML,

3

Ceci ne peut se produire si 6 est enticr sur 4 (B.T. [3],page 66,corollaire 1).

2. — 5i © est entior sur 4 , nous sommes dans le cas a. 2° précédent. I.es seuls
idéaux maximaux de 4 sont les iddaux cngendréds par ﬁ;et]eagi(e) yi=1, «v0 3y q,
dans 47 en effot, soit 4’ un idéal maximal dans i s é; est un corps, entier
sur 1'anncau L4/p'n & . Or ceci ontraine que w/p nh ost Gn corps (B.T. [3], page
66, lemme 3).,P’nn n'ecst autre que YQ, ;Ucontient { et est, par suite, un des

iddaux maximaux déja trouvés. On déduit de 13 :

, .
THEOREME. ~ &7 ost quasi-local, si, et sculement si, la décomposition de

— A C— — _— » PO . . - A

Y(X) dans Ei[x] est y(x) = 1;kx) , ¥ (x) étant irréductible dans 'E&[X:} e#

\ étant un enticr naturel.

REMARQUES, — 1° Tout sous-anneau de 4° contenant 4 est quasi-local.
20 8i 4°

est nécessairement quasi-local.

est un anncau quasi-local, cxtension entierc 4'un anncau 4 , celui-ci

30 Supposons que O sgoit racine d'un polynome \¥(X) = x4 ay Ly s 2
3 coefficients dans & et que © ne soit racine d'aucun polynome de degré
inféricur. Alors on peut prandre '?(x) =i;Cx) . En offot, tous les polyncmes
de & [x], dont 6 est racine, sont multiples dc Y (x) . Supposons que (x)
provienne de q(x) , on aura f(x) = )(x)y{x) ot :@(x) st(qukx) , le deéré
de :E(x) étant supérieur ou égal A celui de AHx) . D'apreés le choix de '{(x) y

Tj;(x) et ':‘)—(X) ont le méme degré.

II. 4 [®] normal, 4 1'dtant.

1. = NOTALTIONS., — 4 est ici un anncau noethérieh, sons diviseurs de zéro, intégra-
lement clos, plongé dans un anneau B sans diviseurs de zéro. Soit € un élément
de 3, entier sur A . Comme dans I, 4 [®] scra aussi noté 47 . @ est alors
racine d'un polynome unitairc f(x) de 4 [x], irrédductible dans & [x], &
étant le corps des quotienﬁs de 4 .

Q(x) sera appelé le polynome caractéristique de 6 sur 4 . Soit n son degré,
Nous cherchcns une condition néecessaire et suffisante pour que _Ax soit intégra—

lement clos. Nous terminerons par guelquces applications.
. p pp
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2. - B4PPEL. a. Etant donnés un anncau nocthérien L' ot un idéal premier £ de
a' , formons toutes los suites croisenntes d'idéaux premiers de L' , distincts,
et strictcment compris dans /ﬁ « 11 oxiste un nombre entisr r positif ou nul,
tel qu'il existe une sulte ayant r termes et qu* il n'existe pas de suite ayant

r - 1 termes. Le nombre r cst appelé lc rang de P

Le plus grand nombre r qu'on puissc ainsi trouver dans A' cst appelé la

dimension de A' o

b. S étant un ensemble multiplicativement stable d'éléments de w' , ne
contenant pas O , L' 4tant ici un anncau sans diviseurs de zéro quelconque, on notera
Aé 1l'anneau ensemble dss fractions -%L , OU a' appartient & &' et s & S,
ainsi, si p est un idéal premier de u' , on peut considérer 1'ensemble 5= it - £
et l"anneau ué , noté aussi danc ce cas A

c. ceci étant, on sait que, (B.T. [3]s page 7b,coroll vire 1) : un anneau noethérien
/\', sans diviscurs ds zéro, est intégralement clos, si, et seulemerntsi les deux

conditions suivantes sont réalisdes :

(Hl) ¢ Pour cheque idéal premier ,P de N de rang 1, /Mp est intégralement
clos. ' o
(H2) ¢ Chaque idéal principsl de A nra pes d'idfaux premiers essentiels

immergés.

REMARQUE. - Si /A n'a que des iddaux premiers, non nuls, de rang 1, la conditiocn

nécessaire et suffisante précéddente se réduit i la condition (Hl)

3. — LEMIE, ~ Soient i un anneau, sans diviseurs de zéro, intégralement clos, dans
son corps des quotients & , et S un ensemble multiplicativement stable de 4 ,
ne contenant pas 0 , 1l'anneau AS est intégralement clos dans son corps des
quotients & .

Soit u wun é1ément de %, bntl ST SUr a3

S

I b =0 , avec b, = S,a,¢h,i=1

u + 1u + eee + n-— ’ avece i—-‘g‘:‘, S. & ,d.ig.u.,l- ’.oo,no
i

Considérons F== USy eee S
n n-1 n .
+C + ses + =0 c, = b.(s, vev 8 i=1 ves n .
Y} 1[1) ‘ . Qn ) i 1(1 vn) ’ ’ )

les ¢, appartiennent & 4 .

N est entier sur 4 , §5 appartient & A et u &
A

——

S.‘
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4, - Soit ,px un idéal premier dec rang 1 de L et soit /Px A L .-_-,p ,,P
un idéel premier de reng 1, (B.T. [3],page 72, proposition 2). D'ailleurs si /r’
est un idéal premier de rang 1 de . , il existe au moins un idésl premier /F

x

de 4 tel qu= ,{) N i :/P ot ,P cst alors de rang 1.

Posons, dtant un idéal premier do rang 1 de &, S=4 - \(, et considérons
La [8]]8 : d'aprés (II,3) cet anncau est intégralement clos. Mais (A [6]]8 = Ag (el ,
le polynome caracterlsthue de © sur ig étant toujours \f(x) . Donc, si e
est intégralement clos, iig [6] 1'est aussi pour tout S relatif a un idéel
premier de rang 1 de & .
Réciproquement, si g (6] est 1ntegralemnnt clos, S=4 ~,0 Vt) idéal premier
de rang 1 de 4 , il en est de méme de ASX , Ou g* = “x_/Px ’ P étant un
idéal premier de 4 , dont 1'intersection avec 4 est ,{;‘. , car nous pouvons

écrire
= [(ale lg=Laglo s, -

11 suffit alors d'appliquer le lerme de (11,3).
hinsi, une condition nécessaire pour que' . soit intégralement clos, est cjue,
~pour tout idéal premier 0 de rang lde L, et S= 4 =4, kg [e] soit
intégralement clos, et cotte condition, si elle est réalisés, cntraine que la

s . . X
condition (Hl) cst rdalisée dans 4 .

5. » Considérons donc, étant donné S = 4 ——fP /% étant un idéal premier de rang
1de &, Ag [e] :
A [e] bst une extension entidre, sans diviseurs de zéro, de 1%anneau local régu-
11er de dimension 1y, As . C'est un anneau semi-local d'idéaux maximaux

191 ,i=1, +.. , 9, engendrés respectivement par ¢, (@) et Ay 'QSA designant

1'idéal maxmal de 4g , la décomposition de Y(x) modulo '{}S , dans == S [x] étant :
Ag
7&5 =4 ‘?1 (X) ’ \pi(x) étant irréductible dans '—P—é [x] , (voir I, 1 etsz et 1,2

rémarqic 3). ig
Si QFP est 1rreduct1b1e dans — [x] , alors agq [6] est local ré ulier de
dimension 1, son idéal maxn_mgl etrm% engendre par un générateur u de ’PS . Donc

kg [e] est intégralement clos.

Si @F’S n'est pasirréduc‘tible et a la décomposition ci-dessus, quelle est la -

condition pour que iig [6] soit intégralement clos ?

6, ~Soit un facteur _«éi(x) , d'exposant O, = 1 dens la décomoosition précédante

- de 'Q;ps(x) et soit, u étant, comme ci-dessus,. le générateur de /ps ’
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px) étant un polynome de  ug [x], de degré n - 1 cu plus. Posons x = Ag —,?;

et considérons (.u.S) s C est un anneau local de dimension 1 d'idéal mamml
i
;)2 , dont unc basc est [u, tfi(e)] . Mais comme L”i(e) - _up®) , u
X X3
5 TEE J(e)
=14

x toqa . . s
unc basc. (AS)S{ cst done régulier, ot par suite intégrnlement clos.

Considércns maintenent, un factour ‘.{? (x) , A'exposant oti > 1 ot supposons
IS [@] intégralement clos : c'cst alors un anncau semi-local, de Dedekind, done

3 idéaux tous principsux [B.T. [ 3],page 74, proposition 1] . En particulier fp
est songendré par un certain élément AE) et 1'on a ¥ (®) =AY (8) \(G)
étant un é1ément deo ug . Démontrons que 3\(9) ost inv. >r01ble :

Si X(e) n'éteit pas inversible, il appartiendrait & un ’T . Comme (_?1(6)
n apparta.ent pas & ,{) pour j # i ,X(@) appartiondrait a ,P; . Mnis n'oublions
pas que, dans ny%os % ,3\.(_) ot A(B) sont multiples de ?i () , B désignant
.la classe de © dans & /}631; . On aurait donc :

7.0 =F@ F6) , YO < agfpghy -
Par suite : ?i(x) -L;‘(x) [% (x)] «f 2(x) \‘V(x) , avec un certain polynome

ﬂ(x) appartenant & | [X] Le premier membre s'éerit f (=) [1+ ")(X)(];g_ Lgk (x)1,

%’s

) . )
A =K i A, = - - - ~
avec %A Lo S1k £i et 1= % 1. t{/i(x) devrait diviser la quantité

. . / . by
entre crochets, ce qui n'est pas puisque 0'~:.L est supéricur ou égal a 1 .

) X
>\¢(6) est donc inversible, et on peut engendrer )& par . (8) dans le cas

> >1.
* r

Mais, alors, dans L{f(x) =

f (x) + u‘-L(x) , faisons x = 0 : t»(e) n'est

¢, (@)f(e) , ol

: A X 1
pas dans 4, s car autrement }L
i g

{©) =ey+ .. +a o

n'—l ,aié..j‘ls,i:o,ou.’n’*l ;

® serait racine du polynome de AS[x] non identiquement nul de degré inférieur &

r !
E Lfk k (x) + u(aO Yot xn"l) , ol di{ a la valeur orécisée plus haut.

C'est impossible.
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Donc, si ig [0] est intégralemont clos, r(e) n'spparticnt & aucun )9: , pour

i, tel que X est supéricur a 1.

7. — Nous allons montrer que ¢
Réciproquement, si 1})«(8) n'epparticnt & aucun ;i); , pour i, tel que O<i est

supérieur a 1, g [6] est intégralcment clos.
En effet soit d'abord i, tel que &, = 1 . Nous avons vu (II, 6), que (A;)Sx

est intégralement clos. Soit ensuite. i1 , tel que O(i > 1 . Une base de {)z N est
S.
i

[u, «fi(e)] , mais si HG) n'appartient pas & )?; , on veut écrire :
q

& .

i

Y- ARG
- - !'6) ’
R X . » X .
ot par suite 'Visx , est engendré dans (-AS)S; PaT 3 () , et (AS)S" est local
i

réguw ier de dimension 1, donc intégrelement clos. ainsi AS [6] est intégralement

clos, d'aprés la remarque de (II, 2).

8.. — Essayons d'exprimer la condition "V(e) n'appartient pas a ,p: ", & 1'aide du

polynome ‘Vu(x) ot méme & 1'cide de L( (x) .

;P: étant engendré per ¢, (6) et u,p(8) appartlent a P si, ot seulement
si, il existe )\(6) dans AS et pS(G) dans ? S , tels que @

p(8) = A(e)y () + pg(e) .

De fagon générale, si f(@) n-1

='a0+...+€tn_l@ ,8. As,l—o,'on’n"’l,

appelons f(x) 1le polynome T Considérons alors

a
0 n-1
’Y(x) *X(x)? (x) + ps(x) . Le reste de la division de WX) par l(x) a tous ses

coefficients dans ':‘S

I1 en est do méme du reste de la d1v1010n de Y»(x) par L{)i(X) On a, en effet,
‘{)(x) - ‘b(x) 'Y](x)tf(x) s .,(x) ¢tant un certain polynome de [x] , puisque

*(O) - {/«(O) est nul. Nous pouvons donc écrire :
q

px) = Plx) + M) [i:l &fil(X):l + pslx)
pé(x) étant un polynome & coefficients dans Jig

Le reste de la diwision de p(x) par 9 (x) , comme celui de la division

de Y(x) ot ps(x) par \?i(x) est & coefficients dans ;ps Re01proquement,
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03 - - . 3 -~ N x - . . -~ -
s'il en est ainsi, Y(@) apparticent bien a ’Pi s meis il revient au m8me de dire
que le reste de la division de P(x) par Wi(x) & ses coofficients dans g ,

ou que le restc de la division de f(x) par Wi(x) a scs coefficients dans ﬁlg .

Donc, une condition nécesscire pour que 4L [6] soit intégralement clos est
que pour tout S reletif & un idéal premier )? de i, de rang 1, on ait la condi~

tion (C) suivante :

(c) : "si > est supérieur ou dégal & 2, lc reste de la division de ﬁ(x) par
n

. . N
4i(x) n'a pas tous ses cocfficients dans /P ",

De plus, si (C) est réalisée, alors 1l condition (Hl) est vérifide dans 4 [8],

(11, 4).

9. - Nous allons montrer que si (Hl) est vérifide dons A [6], alors (HZ) 1'est
également. Nous nous appuierons sur un théoréme de M. NaGiTa (B.T. [3],page 76,

corollaire 4] :

"Soit ¢ un anncau noethérien, sans diviseurs de zéro, dans lequel (Hl) est
réalisde. Si un idéal principel (a) de ¢ , a un idéal premier essenticl immergé
¢ » Y est aussi un iddal premicr cssentiel immergé pour (b) , b étant un
é1émer.t. non nul quelconque de < " .

Supposons que (HZ) ne soit mms réalisée dans 4~ , (Hl) 1'étant. I1 existe
a® dens A% , tel que (&) a un idéal premior essentiel immergé qx . hlors,
“pour a , non nul, appartenant a (qx nLE=9qg , ﬂf est idéal premief essentiel

immefgé de (a)* , iddal engendré par a dans A% . I1 existe donc b" appartenant

a4 A" ot n'appartenant pas a (a)” , tel que b appartient a (a)x: qx .
‘ x n-1 o . - R
Posons b = bO + eee ¥ bn—l e s bi6~ Lyi1=0, .o. , n~-1.1TI1 exsite

un bi , pour un certain i, qui.n'appartient pas & (a) , idéal engendré var a
dens A , pulsque b n'appartient pas & (a)x « En particulier, pour tout 1 ,
appartenant a s b*q appartient & (a)* ot par suite, biq appartient a

(a) , pour tout q appartenant a - (On remarquers en effet, & ce propos,
qu'un élément ¢~ = o et on-1
a (a)” si,,et ;enlement si, tous les ey appartiennent a (a)). Or, ceci montre

+ 440 + C ,C_iéu.,i—"-'o,..-,n-“l,app&rtient

que (a):f{ contient effectivement (a).,donc que J est compris dans un
idéal premier de (a) . Or i{ n'est pas de rang 1, niisqu'il a méme rang que

Qf . C'est impossible, puisque <H2) est réulisé dans 4 .

10. - En résumé de cette étude, nous pouvons énoncer s

’ o i Y 3 3 3 )
THEOREME. — Soit 4 un annean, i élément unité, noethérien, intégralement clos,
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sans diviseurs de zére, plongé dans un suranneau B commutatif ot sans diviseurs
. de zéro, ayant méme unité que 4 , et soit © un élément de B entier sur 4L,
dont le polynome caractéristique sur L4 est noté ’f(x)

c

Soit P un iddal premier de rgng 1 de 4, posons S = 4 -y 4q est un anneaun
local régulier de dimension 1 , d4'idéal maximal ?S . Soit (ip (x) , lc polynome
S
déduit de wf(x) par passage aux classes des coefficients, modulo S{S , et soit
q 4
1- Lfl (x) , sa décomposition dans —= [x] cn facte urs promicrs.

n.
Soient '\?i(x)::}?;o + e +}5n. x T ,;5.5__-——-, i=0, ..o, n o0t ?i(x)z
i :

n. _
=§’3O + eee + ?Jn x - , ol y)i est un roprésentant dens ag de By *
‘ i
hlors pour que i [ @] soit intégralement clos, il faut et il suffit que, pour

tout idéal premicr pY de rang 1 de « , la condition (C) suivante soit réalisée :

(C) : "Pour tout i , tel que &, est supéricur ou dgal 4 2 , le reste de la

division de ‘f(x) por \?i(x) n'a pas ses coefficients tous dans ;pg M

REMuRGUE. — Si un idéal vremier A4s est tel que, Adans la décomposition de
%s » 11 y ait un O‘xi supfrieur ou ég:l & 2, alors V(x) & une racine doubleA
modulo ;PS . Son discriminant d doit 8tre nul modulo ’:PS « Or d appartient
4 4 et (d) a pour idéaux premiers essentiels des idéaux ;?1 ,T)r de 4 ;‘

tous de rang 1. I1 suffira de vérifier (C) pour ces idéoux oremiers «?1 JRTTIFY S

11. .~ application au cas o & est 1l'annecau des entiers :
Fiy
Remarquons d'abord d'une fagon géndrale, que — est isomorphe au corps des
rPS
. &

. :l RS i
quotients de ;é- , donrc & = , dons le cas ou 4 est l'anreuu des entiers, ,‘P
7

ﬁos

élément de 4 . On peut donc relever &f {x) dans 4 [x], au lieu de le relever

désignant un idéal premier de 4 . Dans chague classe de s 11 existe un

dans hg [x], de sortc que 1o régle du paragravhe (II, 10) devient :

"Soit L{)(x) o(le polygomc carcetéristique de © sur l'annceu des entiers 4 .

Soit d = 11 ece Pl ¥ 1a décormposition en facteurs premicrs du discriminent
d de Lf(x) . Désignons par ,pl = (p ) 1'idéal ongendré par JP dans 4 . Soit
nf (x) 1e polynome déduit de 1{)(}{) par passafe aux classces des coeff‘lclent.a

mo:c'iulo ,pi et soit
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“.. — ':‘
qf (x) = T_ﬁ ;{3“31 (z) , 1la décomposition de w (x) dans i (x]. )
P =i Mgt »4 ol P
Soient
. . n,
— 1 =1 1
Y5100 =P+ eee Py X R
ji
“"j' 1& -
et
. . n,.
INCOREDS SEITHES N R
ji

ﬁ; étant un représentant dons 4 de Fllc ’

Alors pour que L% soit intdgralement clos, il fout et il suffit que la

’

condition (C) suivante soit réalisde @

(C) : le reste de la division de '\{)(X) par \fji‘(;x). relatif & j et i , tels

que o‘,ji est supéricur ou égal & 2, n'a pas tous scs coefficients multiples de

EXEMPLES. — On pourra cxaminer les cas

‘ %(x):xz—x'—l,

\f(x):x2 2x-—4,-kg>(x)=x3-3x——5,

uf(x):xs—-Bx—lo.

12. — Ahpplication au cas” 4 = K [x], X étant un corps algébriquement clos, ©
étant racine du pelynome en y , & coefficients dans K [xd , v+ ay yn—l oo va
irréductible dans K(x) [y] .

Désignons par C la courbe nlane y> + a, yn_l

Foee. + an=~f(x , y) =0 . hlors
la condition du paragraphe (II, 10), pour que 4 [6] soit intégralement clos est

dquivalente & la suivante @

"C n'a pas de point double"

Ceci est d'ailleurs bion connu en géométric algébrique. Soit 4P un idéal premier
de 4 engendré par x -a , a € K . On peut supnoser a = 0 , au besoin,,en
fx)

faisant un changement de variable. 4, ost 1l'unneau formé des éléments s
: S g(x)
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ou f(x) ot g(x) sont des polynomes de K [x], g(x) n'étant pas divisible

per x . i f, et g, sont los termes constants de f(x) ot glx) , gy non

f N &4
nul, on vérifiocra quec é%;% =-§9 modulo {38 ) ost donec isomorphe au corps

K . ﬁ? s'obticnt en faisant "x = O dans tf(xs, y) d'ou :
S

%’S =y +2,00) e s a (0)
i 4
ct la décomposition dans ;$§ ly], c'ost-a-dirc dans K [y], ost : ZI; (y - ai)03 R
ot les éléments a, sont dans K ot sont racines de q%g , la multiplicité da
la racinc 24 étant o . Los éléments ay sont los orddnnécs des points ol
x = 0 coupe C . Comsidérons un factecur y - gy s d'cxposant %y plus grand que
1, s'il y en a. Nous pouvons supposer ay = 0 (on faisant, au besoin, le

chengement de wariables Y=y - ai).

appliquons la condition ‘du paragraphs (II, 10), en remarquant d'sbord qu'il n'y a pas
de tormc constount dans ~f(x , ¥y) et qu'il n'y a pas de terme do la forme by ,
b appartenant & K non nul. Le reste d¢ la division de ?(x , y) par y n'est
pas & cocfficients multiples de x2 , si, ct seulement si, il cxiste dans %(x y y)
un terme ax , & anvartenant & K ct non nul. D'ol le résultat énoncé au
début.

13, - application au cas =K [x , y], X étant un corps algébriquement clos,
et © &tant racine du polynome en z , A coofficicnts dans K [x , y], irréductible
dans K(x , y) [z] = 2"+ a zn"1 *eee ko

1 .
4s - n n-1
Désignons par S la surface z +a, z t e va = %(x , ¥ 5 2) =0,

Un raisonnement analogue au précédent montre que la condition du paragrepho
(IT, 10) est équivalente 2 :

"S n'a pas de courbes singulieéres."

EXE/PLE, - Si z2 = xy , l'anncau corraspondant est intégralement clos.

I1I. 4 [€] 1locecal régulier, 4 1'étant.

1. — NOTLTIONS. - & est ici locel régulier 37Uy eee U est une base minimale de
1'idéel maximel Yo, de 4 ; p est donc la dimension de 4 . Soit B un
suranneau de 4 , commutatif ot sans diviseurs de zéro. € est un élément de B,
entier sur . . Soit Q(x) le polynome caractéristique de © sur i , et soit n

don degré ; T est propre (I, 1, 2),2). De plus le polynome p(x) défini en
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(I,.1, &), 2)) se déduit du polynome w(x) par passags cux classes modulo M
des coefficients (I, 2, remarque 3). Nous cherchons une condition nécessaire et

suffisante pour que 4 [©] soit local régulier. i [®] sera ainsi noté &° .

- THéORﬁME. — Une condition nécessaire et suffisante pour que A [8] soit
local régulier, & 1'dtant, 6 é&tant un élément de B , entier sur A , est que
1'on ait : .

(s) Tff(x) = -&P)(x) , 7(7/ (x) étant irréductible dans T-‘;:-L[x] , A dtant un entier
naturel plus grand ou égal a 1. )

(2) si A est plus grand que 1, le restb de la divisiocn de Y (x) par qu)
n'a pas tous ses coefficients dans Tﬂk Y(x) étant un polynome de 4 [x], de
méme degré que f(x) , tel qu'en prenant les classes modulo Y deé ses coefficients,

on obtienne «{(x)

ler point. - La condition (1) est dquivalente & " 4 est local" (I, 2). Si A
est gal & 1, 1'idéel maximel ‘0 de &° est alors engendré var W dans e H
Uy g oo s up est une base de WL et 4 &dtant de dimension p , comme A ,
est local régulier.

2e point. - Supposons la condition (1) réalisée et supposons que A est supérieur

4 1. Démontrons que la condition(2) est réalisde, lorsque A° est local régulier,
en supposent de plus que 4 a la dimension 1 ; u désignera un générateur de
.

nﬁx est engendré par g (6) et u . Comme A est local régulier de dimension
1, cette base n'est pas une base minimale de ™ : on peut tirer de cette base

minimale une base minimale ayant un seul é1lément : cet élément ne peut &tre que

f(®) . On peut écrire f(x = [Q(x)] + uy(x) , V(x) étant un polynome de A [x]

de degré n -~ 1 au plus. Si Vxe) n'était pas invérsible, on aurait : w(6) = f(eik(e)

avec - AB) = B *+ eee + 8 g1 ya; €4 ,1=0, ..., n=1,Mis € serait

racine du polynome, non identiquement nul, de degré inférieur & n

[Lf’(X)])'“"l +uleg + e +a_y x"7)

C'est impossible et u(e) est inversible. Or ceci est equlvalent . la. condition

(2) (raisonnement déja foit en II, 8).

3e point. — Supposons A supérieur & 1 et les conditions (1) et (2) réalisées.
p étant quelconque, montrons que e est local régulier}

%p@t@ﬁm'wﬁ) %ﬂxﬂ+m +“.+m'x%l,%emqi=0,.“,q~1

gq-1
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q é&tant le degré de ?%x) .

2

Supposons que mj n'apparticnne pas & T® et posons

_\d i . _
mi - l ul + L +kp up , l — O ’ LR ] q l L]

Comme mj n'apparticnt pas a YﬂQ , 1] existe pour l<r<p, un JLi n'apparte-
nant pas & Y 3 en isnlant u, dans
%i% :
- i
gle)nle) + &y, € =0

e

il vient @

-1 |
9(e)de) +§§é~ Eg% )% U e+ ur(Xg + e +-X§'1 e ™y = 0o
Kr

© posons

oo
AB) =yl@IMe) + &2 = N o o,

et remarquons que A(®) appartient & 1'idéal (ul 3 oees U g s U iyeney up,:‘Ke)),

_ .
engendré par ces éléments dans L .

L'élément 7&2 + oaen +3§3~1 gd-1 est inversible puisque .}gl n'appartient pas
a W (I1, 8). Scit %(8) son inverse. alors on a u_ = - {e)\(8) . Une basc
de 1'idéal meximal W de 4° est T T L. NI I T L g(@) :

. ’ L X .
elle contient p éléments : 4" est lceal régulier.

4e point. — Il reste A prouver que, la condition (1) étant réalisde, et .)» étant
aupérieur & 1, la condition (2) est réalisée, lorsqus &° est local régulier et
lorsque la dimension de & , donc de 4 , p , est supdrieur & 1., Pour p= 1,
en effet, nous 1'avons établi, (2e point). Si A" est loecal régulier, unc base
minimele déduite de (u1 s eee 3 up)iﬂ(e\) comprend p éléments : un des ug s
soit u ’ s'exprime linédairement en fonction de Wps ves s u.p_1 ’ QKG) . L'idéal

A X X N . .
27 engendré par Uy s sy up 1 » dans . est premier ot son intersection
avec L est de rang p ~ 1 et comprend 1'idéal premier 4 engendré par

Uy p eve s up~l dans L . 1% o 4 est distinet de Yo , dont le rang est p .

4 X . . . ,

% n A ne peut contenir strictement 1 , car on aurait dons 4 la chaine de
. ’, . s . ; AR

p + 1 idéaux premiers dans 4 , distincts : (ul) sy see 3%, 3N A, .

N . . . { X
Ceci est impossible et par suite 7 A L= 7.

Désignons nar q%(x) le polypome déduit du polynome ¢ (x) par pagsage aux
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classes de -fi-: B, ¢t par \71 , le polynome déduit de L{» en prenent les
classes de B modulo =0Yy : ¥'4 est irréductiblc dans ;{[x] puisque

B 3 -
5 cst isomorphe & A/ﬂl.
L

X
X

H . . .
Celae étant, B" = = est locel régulicr et cst cxtensicn ontigére de 1'anneau
z

local régulier B == , qui cst de¢ dimensicn 1. Si g désigne la classe dc ©
modulo ix , on peut écrire B = B [ﬂ] On pourre vérifier que le polynome
caructerlsthun de M , n'est autre que -ft(x) La décomposition de co polynome
dons = [x] est \h(x) [‘VZ(X)] ¥ (x) étant irréductible dans ‘—E [x],
a' apre ce que nous avens dit plus hgut De 1'identité de la division par

\{'(x) : Y(x) = (('(x))\,(x) + r(x) , degré de r(x) < dogré de ¢'(x) , on déduit :

\fi(x) = ‘f;(x))\l\(x) + I (x) , degré de 7 (x) « degré de \f%(x) ,

4
en prenant les classes, modulo 1 , des coefticients des polynomes. D' anrés le
deux1eme point, qi(x) ne d01t pas avoir tous ses coefflclents dans Tl et

ceci entraine que r(x) n'a pas tous les siens dans m2 .

Ainsi la condition (2) est réalisée.

IV, 4 [6] intégralement clos dans scn anneau complet des quotients ...

1. = avant d'aborder le probléme qui fait 1'objet de cette partie et qui sera
énoncé au paragraphe 8, il nous faut démontrer les généralisations suivantes de
résultets figurant dans B.T. [3]: ‘

Résultat Rl : Un anneau © noethérien est intégralement clos dans scn anneau

complet des quotients &, 8l et seulement si :

(Hi) : Pour tout idéal premier X , de rang 1, de ¥ , contenant un élément
non diviseur de zéro, 0*) est un znneau loczl régulier de dimension 1,
(Hé) : o &tant un élément de ¢, qui n'est pns un diviseur de zéro, (a) n'a

pas d'idéaux premiers essentiels immergés. (cf. 11, 2).

Résultat R, : Soit un anneau nocthérien < . Supposons que, pour chacue idéal
premier P , de rang 1, de & , contenant un élément non diviseur de zéro, ¢

est intégralement clos. Si un idéal principal (a) , o n'étant pas diviseur

de zéro dans & , o un idéal premicr essentiel immergé < » pour tout é1ément

b de ¢ , non diviseur de zéro, (b) admet un idéal premier essentiel immergé.
(B.T. [3],page 76, corollaire 4 ; cf. II, 9).

r .
2. & RaPPEL. a. Soit (0) = {21 A <Ti étant B -primaire, 1 =1, .. , T &
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Pour qu'un élément de & soit diviseur de zéro, il faut ct il suffit qu'il
appartienne a un Py e

b. 8i © ne contient que des #léments inversibles ou diviseurs de zéro, il est
cenfondu avec & » donc intdégralement clos. Dans le suite nous supposerons toujours
qu'il existe dens ¢ un &lément non diviseur de zéro ot non inversible.

c. Supposons que 1'élément & de & ne soit pas diviseur de & , ot soit

Loy

—=u, un élément enticr sur ¢ , alors il existe V' non diviseur do zéro

a
dans O , tel que pour tout entier natursl o , UPQ cppartient & 9 . (81 u

. N s n n-1
gst rrcine du nolynome & coefficients duns 4, X + Gy X * e+, 0N peut

prendre L= an“l).
d. Réciproquement, (B.T. [3],page 67, corolleire 3) : Scit ¢ un anneau noethérien,

sous anneau d'un annezu & et soit b aopartmant & &', S'il existe un é1ément
n . by
a de &, qui n'est pas diviseur de zéro dans , tel que ab’ appartienne &

O, quel que soit 1l'entier naturel n , alors b est antier sur ¢ .

-

Je = "Soit un élément a non diviseur de zdéro dans un anneau locnl noethérien O,
d'idéal maximal {0 de rang supdriecur & 1, et soit b appartenant & (2) : X,

alors -g est entier sur o ". [Généralisation de B.T. [3],page 74, 1lemme 1] .

Scit h appartznznt a ,p et soit ¢ :—2 h . D'aprés lc choix de b, ¢
appartient & O . Supposons que c n'appartienne pas & 4 . alors (a) = (bh)
Cola entraine que b et h ne sont pas diviseurs de zéro, I1 existe un idéal
essenticl minimal /p' de (h) de rang 1, (lc rang d'un iddal principal dans un
anncau noethérien est au plus 1, ¢t ccrme ici h n'est pas diviseur de zéro, il
ne peut eppartenir & aucun idéal primior essentiel de (0)), ,F'est différent de
$ , car autrement, r)’« serait de rang 1. & appartient & ,-‘P' , ct, /?/ étant de rang
1, est idéal premier esscntiel de (a) . Soit q’ la comgosante z‘lo'-primaire de

puisque QP est différent

“e

(a) , (bien déterminée, puisque ’P, est minimal)
de ic) , : )}) = (1" et par suite b appartient & Q'.’ aslors (a) = (bh) montre
que qo CH" O,P', ce qui est une contradiction du corollalr\, 1 de la proposition
1 du chepitre "J-radical de B T. [3], parce que f:ij)()v)l ast le J-radical de

0,?:.
Nous voycns qus ¢ appurtlent a AP et de 14 que (—) h apvartient a )P
pour tout zntier naturel n . Comme on peut premdre¢ h non diviseur de zéro

dens ¢ done dans © , l;— est entier sur ¢ , (IV, 2 4.).

4. ~ "Soit ¢ un 2nneau noethérien ¢t soit a un élément de ¢ non diviseur de

zéro. Si (2) a un idéal premier essenticl immergé, il existe b non nul
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appartznant & Q , tel que -g- est entier sur ¢ , et tel que }32 n'appartient
pes &4 @ . Réciproquement s'il existe un tel élément b , ou bien il existe un
iddal premicr essenticl B de rang 1 de (a) , tel que o n'est pas intégra-
lement clos, ou hiecn (a) a un idéal essentiel irmergé." (Géndralisation de
B.T. [3], page 75, rroposition 2).

Supposons que (a) =it un idéal prenier essenticl immergé Cﬁ . Formons 1'cnneau

&

des quoti:nts ©. : on 1l'obtient ainsi : on fait d'abord 1'homomorvhismc ¢ : A->0' =

'{{ ’
Y. étant 1'intersection des composcntes primaires de  (C) contenues dans C,’ .
Soit q =§{- . Ensuitc on prend 1'annecu ordinaire des quotients dr ,+ C'est cot
anncau que l'on appelle aussi 4, . Remarquens que q ost dc rrng supérieur
4 1, car il ne peut 8tre de rong 1, (a) ayant alors un idéal premier essentiel
- Pd Ve . - ' b
de rang O , ce qui ne peut &tre (Iv, 2, a.) : donc ok noté aussi qo;q, s
PoQa
est de rang suoérieur & 1. Il existe b" appartencnt a i{)_i\, , et & a'al, gy,
N
ot n'cppartenent pas & a'gy ,, a' étant la classe de a{ dans ¢ ., a' n'est’
pas diviscur de zéro dars ¢’ , car, autrement, il cxisterait A n'appartenant
pas & W1 , tel que ah appertienne 3 T ; avec les notations de (IV, 2, a.),
A n'appartient pas, par exemple, & (Tl et per suite a appiﬁtiendrait a ,}’31 ’
ce qui n'est pas (IV, 2, a.). D'aprés le paragraphe (IV, 3), —v est entier
(&
’ . N
sur Oq' , ot n'appartient pzs & 0{’)‘, :
! ‘ ¢ 1
c c
b"\n 1 /b"\n-1 n ) ) : '
+ + ves +—=7 =0 ste S'=0 -0, clen!, i=1,.0.,n.
Gr) 5 &) 0 s q's cfe ol reees
' bj
c
On peut supposer -b"“—'-gr , c'len’', s'« 3' ., Posons b{ = s's'l cee s;l c! 3T

bl

est enticr sur &’ . Donc, pour tout entier naturcl p , (ﬁ,%)pz’ ennirtiont
3 &, pour un Q‘ qu'on peut prendre égal & g1l (Iv, 2, c.). Si donc

2 ’ b ’
b, et £ sont des représentonts dens ¢ de b' , «?,' , on peut écrire
D D v
Wl =aPc +n c.e<w ,neq.
1 p p ' p T p

Soient, par numérotation convenablc, (,‘(”1 3 een g (’Tr , les idéaux primaires de
-

(0) non compris dens ¢y , donc rencontrant S =0 -¢ ; soit my un élément
deq’jl\S,JZl'l"l,..-,I‘,Ot m:j;ﬁvlmjo

mn est nul vour tout ne QU , m n'dtant prs nul, puisque S est multiplicative-

ment fermé et ne contient pas zéro. Donc,

py . P
(mbl)g—adp,dpea .
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Comme on peut prendre m = a , non diviscur de zéro dans O et dqns ¢ ,
mb nb
—= est entier sur © (IV, 2, 4.). Supposons que —= appartienne & ¢ , alors
! [an
n'b! b!

. N : N 1 . sl ox ot .
—T appartient & ¢' , m* appartenant & S', =T appartiendrait a \J'q; et aussi
<

"
T s OO qui n'est pas. Il suffit alors de vrendre b = mb1 .

Pour la deuxiéme pertiec du théoréme, -g cst entier sur & et n'appartient pee
& § . Solent ’Pl s ves ,){,"h , les idéaux premiers esscntiels de (a) . Ils sont
tous minimaux par hypothdse, donc de rang 1. Scit (a) = /\1"\ cee D /\h , /\i

!

b .
dtant )’t)i'-prlmalre. Puisque = est enticr sur <, =T est enticer sur QD donc
. - i
dans &_. , (‘(\1 dtant 1'interssction des iddaux primaires de (0) contenus
i
dens P, , x' désigne la classe do x modalo ’{‘\i)'

b'a.. est contenu dans a's = /\'__.Lo , @b par suite b' appartient a
R i E o]

I : a . . Y\ . . .
Ay 'T) ngl = /\. . Donc b appartient & (/\i ’ "i) et comme /\i contient Yy ,
b appartient & /\1. pour i=1, ... ,h et b appartient & (a) . Il y a

contradiction.

5. ~ 81 & est intégralement clos dans & , ot si P est un idéal premier dc
rang 1, contenant un é1lément non diviscur de zéro, (J/p est un anneau local régulier
de dimension 1 (NORTHCOTT [47 ).

6..- La condition (Hé) est nécessaire d'apres la premieére partic du lemme du
paragrephe (IV, 4).
La condition (Hi) est nécessaire d'aprés (IV, 5).

Les conditions (Hi) ot (Hé) sont suffisantes A'saprés la dsuxiéme partie

du lemme du paragraphe (IV, 4).

La proposition R, est donc établie,

1

— DEMONSTRATION de la provosition R2 . - Soit b un élément non diviseur de

zéro, cutre que a , appartenant a q Considérons d,[,_ O, « Soit 4' apparte-

nant & a'a’ o' ,et n'appartenant nas a a'y’/, . 5‘1' n g.ppartlnnt pas a 0::(,

et est entlbr sur o, (IV, 3), (remarquer on passant que a' ot b' ne sont
pas des diviseurs de zéro dans ', démonstration déja faite on (IV, 4)).

1 1 !
Soit c!' = d b' 3 c¢' appartient a C'i;\‘" -(-i-,- %T montre que 'B"‘ est entier
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sur 4’ , et qu'il n'anpartient pas 3 o/ . Llors un raisonnement déja fait

ole

3 la premidre partie du paragraphe (IV, 4) montre qu'il existe un élément
n'appartenant nas & & et entier sur o , (c< o) . D'aprés le théoréme du

paragravhe (IV, 4), (b) admet un id4el premior esscntiel immergé.

8. » Yous sormes maintenant en mesurc d'aborder le probléme qui fait 1l'objet de

cette quatriémc partie

e

L st ici un anncau avee diviseurs de zéro, noethérien, intégralement clos dans
son annceu complet des quoticnts «t de dimension supdrieur ou égal & 1. 4 vérifie

de plus les deux hypothéses suivantes :

(1) 1les iddaux premiers essentiels de (0) sont tous minimaux.

(2) sppelons id‘al utile, un idéal promier essenticl de (@) , contenu dags un

idéol premier de rang 1 de 4 . alors, si W cst un idéal utile, 4/YL est inté-

gralement clos.

Soit B un suranneau de A , commutatif, dont 1'41ément unité est celui de A
et soit 6 un élémant de B , raocine d'un polynome ¢ (x) , unitaire, & coefficients
dans & , O n'étent racine d'azucun polynome de « [x] de degré inférieur & celui
de te(x) . On cherche une condition nécessaire et suffisante pour que 4 (e],

, . X . . ,
notd aussi & , soit intégralement clos. n est 1v degré de t{’(x) .

9, — Tout idfal premier de rang 1 deo A% a nour restriction dans 4 un iddal

premier de rang 1 :
En effet soit un iddal premier 13x , de rang 1, de e s %}x{\ 4 :%0 est un

idéal prerier de 4 e rang supérieur ou égal & 1. 0 contient donc un é1ément
a non diviseur de zéro, qui est non diviseur de zéro dens 2 (utiliser le fait
que 4 est un 4-module libre). al™ admet )3” comme idéal promier essentiel,
donc al” ;f comprend offectivement ak” 3 il cxiste b' = bo + eee + bn~19n-l‘,
avee %6&,1:0,.9,rh-1,Mawcm % pour O<kgn-~-1,
qui n'appartient pas & an , tel quo bxpx appartient a a”a , pour tout px
appartenant -a %Dx . BEn particulier bxp appartient a al , pour tout p apparteé
nant a A et b D appartient & a4 pour tout p appartcnant é,q? . Comme
bk n'appartient pas & ak , ceci entraine que P est compris dans un idéal

premier de ai et que ﬂ& est de rong 1, [ A cause de (Hé)] .

10. - Tout idéal utile de &° est un iddal utile de 4 .

N x e 22 = < : o ' s 212 .
Scit, en effet, 7~ un idéel utile de Ax, compris donc dans 1'idéal premier

de rang 1 .ff . %) =,¥f N i st un iddal premicr de rang 1 de 4 (IV, 9),
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contenant W*N 4 = n , nécessairencnt de rang O. ainsi w est un id4al utile

de & . La réeiproque résultera de la démonstration qui suit (IV, 12).

11¢ = Soit ™ un idfal utile de & ., Posens S = 4 - Y1 . Considérons hg o hg
P X
. . ;X 4 ! N
s'obtiendra en faisant d'eabord l'homonorphic ¢ : 4 > ;{-\-— s 0 étent 4gal 2
- X : . . . [N
T, (romarquer que YW est la composante primaire de (@) rolative & O s

d~ns ), puis en nrenant lcs quoticnts au scns ordinaire par ¢ (S)
x ‘LX _ ﬁ x = X
J..LS = O"(J..\. )O’(S) = T [6 ] )O’(S) AS [e j I3

oh ©° cst racine de G (x) déduit de u‘(x) par oussag*e aux classes modulo Yy des
coefficients, 8" n'étant racine 4' aucun polyncme de =— [x] de degré inférieur
L E

avec 4 est 0 , sont en correspondance biunivoque avee les idéaux primaires de

est lc corps des quoticnts de . Les idéaux prlmulr(,s de 4, dont 1'intersection
S H4

hg [e*] sur (0) . Ils sont donnés par la Aécomposition dans ig [x] de L‘?b (x)
r .

L )
(I, 1). Soit Lfr(x) = T‘; £, (x) ; puisque = ost intégraloment clos par
hypothese, les f (x) sont dans -3- x] . Les e iddaux premiers, Aont 1'intersection

avec 4 est W, sont \;ngendres rosrectivement par f{(e) et o, i=1,..., r\Q,
£i(x) = £, (x) modulo T,

12. -~ Voyons maintenant comment sont obtenus les idéaux premiers de AY de rang 1,
ayant 1'idéal 4 pour restriction & & . uppelons . 1'idéal premier de (@)
contenu dans D(;) . 0 est 1o composcnte primaire de . (®) relative & U\ . Les ,
idéaux de rang 1, premiocrs, dont 1'intersection avec 4L est X§3 , sont en correspondance
biunivoque avec los idéeux premiers de A)é y S=h - , dont 1'intersection avec

x

‘~ . : , x .
Lg est Pg . On verrcit comme en (v, 11), que Ag = kg [e7], © ¢étant

racine de \?‘(‘(X) . Les iddaux premiers e “S , dont 1'1nters ction avec kg
est WOS » sont” donnés par la Aéecmpo g.'t on de ‘f\‘l(x) dans 3% [x] , donc par

les décompesitions des fi(x) dans :ET [x] . On trouvera donc toujours un idéal
S

premier de rang 1 de A’é s contenant ‘Q’é , cngendré dans hg par fi(e") , donc
un idéal premier de rang 1 de 4 , contenant 1'idéal vremier Y , engendré par

f:.[(e) et ‘W dans &~ , dont l'intersection avec 4 est W @

Tout idéal premier de A" , dont la restriction & 4 est un idéal utile de 4 ,

est un i4éal utile de 4~ .

: x . » « a2 . x . X . »
13. - Supposons 4" intégralement clos. L'idéal premier YW~ de & engendré par
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f:{(e) et Y , i4éal utile de 4 , 28t un id< ‘al utile de 4° & 1la conposante
primsire de (@) relstive & &7 est W' lui-méme. Il n'y a donc nas d'iddaux
“):‘-primaires distincts de W dans A% et ceci a lieu si ot seulement si Fi =1,
(4éfinition de Pi en IV, 11).

Par ailleurs '\‘ dtant un idéel premier de L , dont 1l'intcrsection avee 4
est 1'idéal premier P de rang 1, contenant T, ‘p est un idéal de rang 1,
qui ne doit contenir gu'un seul idéel prenmier essentiel de (&) , dont 1'intersection
avee & est obligatoirement W . Ceci a licu si et sculement si, en posant
S=u-9, 'f-(s) désignant le pelynome déduit de fi(x) par passage aux classes

L
des cocfficients dans --§ ’ (lS) ot fgs)

= n'ont pas de factcurs en commun pour tout
i, 0. 1#

5

14, - Soit, enfin ,px un idéel premier de 4% de rang 1, contenant un seul idéel
promicr essentiel de (0) , W, qui est aussi la composante primaire de (©)
X . A x 1z ,
relative a IIX lui-méme. Posons S =4 —px et considérons Agx ; S" = (-é-) s/
P - Lo,
Or ;1_2 [6 ], le polynome caractéristique de 0" sur 3 étant fi(x) ,
< ~

(n° étant cngendré par :E'j"(ﬁ) ct Xt ). On peut écrire :

b org* = ( A ¥ ) = (i, [87
‘:L[ ] )s"/n" Lﬂ . ]]S/‘ca\ s/ b L€ )S"’nh ’

(on pose S=4 -X3 avec,}) P ul.
Soit jpy 1'idéal i—nn (€] ot soit s = g [0™] —@g . Comme s’é contient
’(\ .

S*/e 5 on peut écrire

(AS [gx:' ) x - [(AS [ex] x] « = (*’*xx> < °
8% gy s sy

e X
]

Si 4° est supposé intégralement clos, Axx 1'est 4'aprés la condition (Hi)
S
et par suite aussi (AS [0"]) .+ Comme ceci a licu pour tous les idéaux premiers
S
@x de A~ , contenant ’L"»x, dont 1'intersection avec L ost Jr , on peut voir

(11, 2, remarque) que hg [Sx] est intégralement clos.

: X
Donc pour que L= soit intégralement clos, il est nécessaire, que, ,p étant un

jdéal premicr de rang 1 de s quelconque, dont on appelle Y. 1'idéal utile,
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et S ‘tant égrdl & A -B , ag [x]/(fi(x N, iz=1, euu, T2 soit intégralement

clos.

. 3 3 ' d 3 . . ’ - ’ x
Si cette coniition cst réalisée, la condition (Hi) est réalisée dans 4L~ .
1]
. 3 - Id 3 I d x 3 - 3
Si la condition (Hl) est réalisée dans & , un raisonnement, utilisant R2 ’

analogue & celui Au paragraphe (II, 8) montre que la condition (Hé) 1'est aussi.

15+ = On peut donc énoncer :

Pour que 4 [0] soit intégralement clos, sous les hypothéses énoncées au

paragraphe (IV, 8) il faut et il suffit que les conditions C1 s C 03 suivantes

2 b
soient simultanérment réalisées :

C, = X étent un idéal utile quelconque,
N

IO

1’ es e ,I' .

fi(x) appartenant & = [x], et étont irrdductible dans,-% [x], 1

Q. T
. . """(S) 2 3 po N A A . » —_—
C, =8 T; (x) désigne co que devient fi(x) modulo Pg, S=4 -, r
étant un idéal premier quelconque de rang 1 de i, dont on note T 1'idéal utile,

ﬁg

s

'?és)(x) et 'T§S)(x) n'ont pas de facteur commun dons [x], pour tout 1 et

j » variont de 1 2 T, 0 i3,

s Si 'fés)(x) = 1}~'-?ik(x) est la décomnosition dc 'T§S)(x) en facteurs

i
premiers dans TE [x], et 'gik(x) se relevant en un polynome gik(x) , de
S

méme degré que 'Eik(x) » dons g [x], le restc de la division de fi(x) par
un gik(x) relctif a un Ky supérieur & 1, n's pas tous ses coefficients dans
2
Ps -
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