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THEORIE NOETHERIENNE DES IDEAUX
DANS LES ANNEAUX ET LES DEMI-GROUPES NON NéCESSAIRMIT COMMUTATIFS
(Exposé de R. CROISOT, le 20.5.1957)
[ Exposé d'une partie d'un mémoire de L. LESIEUR et R. CROISCT,
4 paraitre au Math. Zeitschrift. ]

PARTIE I.- Idéaux & gauche tertiaires et décompositions en iddaux

a gauche tertiaires dans les anneaux et les demi-groupes non

nécessairement commutatifs.

U désigne un anneau ou un demi-groupe avec élément zéro, non nécessairement
commutatif, n'ayant pas nécessairement un élément unité. Nous imposons une condi-

tion de chailne qui est, scit la condition de chaine ascendante pour les idéaux 2
H

gauche, soit la condition de chalne descendante pour les idéaux & gauche.

a et b étant deux éléments de U , nous notons a U' b la réunion de
aUb et de {a b} (1), Pour tout élément x de U , nous notons (x| 1'idéal
& gauche de U engendré par x et (x) 1'idéal bilatére de U engendré par x .
Les idéaux & gauche de U sont représentés par des majuscules latines imprimées ;
en outre, les idéaux bilatéres peuvent &tre représentés par des majuscules de ronde.
Pour tout idéal & gauche 4 et tout iddal bilatere ® , nous notons A.°®y 1le
résiduel & droite de & par () , ensemble des éléments x de U tels que l'on

ait Bx S A4 3 clest un idéal & gauche.

1.~ Radical tertiaire d'un idéal & gauche.

CHEOREME 1.1.- Soit 4 un idéal 3 gauche de U . Les éléments a vérifiant la

condition

bilxzz;;,xe(b] tel que X¢A et aU*ng

forment un idéal bilatire (B, (A) de U .

L'ensemble G%(A) est non vide car il contient 1'élément zéro de U et il

(1) a Ub est l'encemble des éléments de la forme ax b avec X ¢U. Si U
possede un élément unité, on a évidenment a Ub =a Ub ,
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est permis pour la multiplication, & droite et & gauche. Montrons qu'il est
fermé pour la soustraction, dans le cas ot U est un anneau. Soit a € (R,(4) ,
a' € R(4) . Prenons b & 4 5 il existe done x € (b] tel que x ¢ L et
a U'x © 4 « De xg L, on déduit 1l'existence de x' ¢ (x]* tel que x! g 4
ot a'U"x' ¢4 . On a done x' € (| , x! ¢ A avec 2 U S A et

aU'x’caUx=i ; onoen déduit (a-~a?!) Ux'C s dlol a - a’ ¢ L) .

DEFINITION 1.1.- Liidéal bilatire (R(4) s’appelle le radical tertiaire de 1'idéal

& gauche 4 &

THEOREME 1,2.~ Si U est commutatif, le radical tertiaive d'un idéal A cofncide

avec l'ensemble des éléments a dont une puissance appartient & A .

, . . n
Notons GL- ce dernier ensemble et soit a €§] . On a decnec a & A . Prenons

b® A, S5 liona ab gk, onen dédult a U"bc & et on peut choisir x =D
dans 17énoncé du théordme 1.1, d*olh résulte = €{,(4) . Sinon, on considére le plus

petit entier positif m tel que 2'bE 4 3 on a alors nn »1 et dmﬂlb ¢,A . On

‘s m~1
peut choisir x = a

R < Bu(s) .

Inversement, soit a € (,(s) . En vertu de la condition de chaine, il existe

b ebone aUxgd ., dlod a & &, (L) et, par suite,

un entier n tel que 4 ¢ (28) = 4 2 (an+1) » Si 1'on avait an+1gﬁ A, il exis-
terait x ¢ (€p+l) tel que X ¢ L et a ™% e A d'ot ax €A . L’élément x

de (an+1) serait nécessairement dc la forme x = x an evec © €U , et on aurait
€A (an+1) =k 3 (ar) diot x =1 20 ¢ L, ce qui seralt contraire & 1'hypo-

thése. On a donc bien o> € L et, par suite, W (a)c &, .

2.~ Idéal A gauche terticire.

DEFINITION 2,1.- On dit quiun idéal & gouche T est un iddal & gauche tertiaire

lorsqu'il vérifie la propriété suivante :
a UbCT 5 b%T::; aG@Q(T) o

/ \ .
THEOREME 2.1.~- Si U est commutatif, les notions d'idéal tertisire et d‘'idéal

primaire colncident,

Oe résultat est une conséquence immédiate de la définition précédente et du

théoréme 1.2,

/
DEFINITION 2.2.~ On dit qu’un idéal & gauche A est un idéal & gauche primal

lorsque les relations

* r 0
aiU xi§; i xiif A 5 pour i=1;,2, .as yn
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entrainent 1l'existence d'un élément x € U tel que l'on ait
X, . ,
aiUx»_—“-p. 5 xé:n pour i =1, 2, ¢os 3 10 o

THEOREME 2.1.— Tout idéal % gauche tertisire est primal.

Soit T un idéel & gauche tertiaire.

On raisonne par récurrence sur l'entier n de la définition 2.2. La pro-
priété est triviale pour n = 1 . Supposons la vraie pour n = p et démontrons
la pour n=p+ 1 . On a done aingT,xgéT pour i =1, 2, ..o, p et

"
C.
ap+1U xp-x-l €T Xp-x-l

par suitc, d'aprés la relation x g T , il existe x' & (x| tel que x! 571: T et

I

€T . On en déduit, T étant tertiaire, 2.1 e (1) ;

¥ ’ # -~ . .
a_ ,Ux'"<T . Ona également aiU x' ST pour i =1, 2, ses 5 P o Lo propriété

p+l
est donc vérifide,
THEOREME 2.2.- Le radical tertiaire d'un idéal & gauche tertiaire T distinct

de U est un idéal bilatére premier (® . Cet i1déal coincide avec 1l'ensemble des

éléments a pour lesquels on peut trouver un élément b T tel que 1'on ait

wUb &T .

De plus, il existe un &lément x Gf-_ T +tel que l'on ait

0

aU*xOg;Té.-m% ae (® .

Démontrons d'abord la deuxilme partie du théoréme. Soit (° 1'ensemble des
éléments o pour lesquels on peut trouver un élément bé T tel que l'on ait
& U'b G T, Puisque T est tertiaire, on en tire a ¢ ®(T) , dfor & < GUT) .
Réciproquement, soit a € (L(T) . Prenons bgrf T ; il existe alors x € T tel

que a U*xc T d'ot a €® et G(T)® . 0nabien Hy1) = .

Considérons alors 1'idéal & gauche 7.'(® . En vertu de la condition de
chaine, on peut trouver des éléments oy e (i=1,2, voo , n) tels que 1'on
ait

(1) T.'(P: Q(T"'.(ai)) .

© Puisque T est primal, il existe un é1lément x jé T tel que l'on ait

0
aiU*xogT (1=1,2y veo , n) . En vertu de (1), on a Xy € T.*® , done

Py * .
p & §® entraine p U x5 & T . Réciproquement; si y est un élément vérifiant
0=T soma y € ® . I1 en résulte que = CL(T) est 1'en-

semble des éléments =z qui vérifient = U*XOE T .

la relation y *x
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Montrons maintenant que 11idéal @ est premier, Supposoas a *p g;(;’a On a
donc a U'b U*xo CT.Sil'oma bU'%,CT onendéduit b ¢ { . Sinon il
existe ¢ &b U*xo avec ¢ & T ; on en déduit = e T avec ¢ T, d'od
ae® . 1iaéar O = Bu(1) est bion premier (%).

DEFINITION 2.3.- Si (® est le radical tertiaire de 1'idéal & gauche tertialre T
distinct de U, on dit que T est 63 -tertiaire et que Gb est 1'idéal premier

. 2 .
associé¢ a T .

3.~ Décompositions en idézux & gauche tertiaire.

LEMME 3.1.— Tout idéal & gauche () -irréductible est tertiaire.

Supposons que 1'idéal & gauche T soit M —irréductible et non tertiaire.

I1 existe donc a et b. tels que 1l'on ait
aUbCT , bET 5, ag R .
Par suite, il existe ¢ ¢;T tel que l'on ait
aT'eT , ¢ €le] == o' €T,

Considérons, dans le cas ob U est un anneau, 1'idéal T' = (T+(p])rY(T+(c]) -
Soit x € T' . On a donc X = tl + b = t2 +c’ , avec tl €T , t2 €T
b' € (b] , c' €(c| « I1 en résulte cf = t3 +b' avec t, €T, d'ou
a U*c’g;'r , et par suite c' € T ., On en déduit x & T et Tt =T ce qui con-

tredit le fait que 1'idéal est (O -irréductible.

D

L

Dons le cas d'un demi-groupe, on considére 1'idéal T' = (T U ]) AN (T ulel),

et on procdde de la méme maniére,

/ N
THEOREME 3.1.- Tout idéal & gauche est l'intersection d'un nombre fini d'idéaux

4 gauche tertialres.

Ce résultat est une conséquence immédiate du lemme 3.1, et de la condition de

chaine imposée.

THEOREME 3.2.- Soit A = T,N T, N ... T, une décomposition d'un idéal & gauche

k3 .‘ . Id by ﬂ/ ‘\)“ -.c ,
A distinct de U en idéaux & gauche Ti SUpposES G\i tertiaires, aucun d’'eux

(2) Rappelons qu'un idéal bilatére ® est premicr si la relation a Ub & @
entratne a € & ou be ® (Cf. N. H, MAC COY, imer. Journ, of Meth., 71, 1948,
Pe g23~833). Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que la relation

a Ub o (P entraine a¢® ou beg (¢ .
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n'étant superflu. Le radical tertiaire 63;(!1) de 4 ecst égal &

6‘310 @zﬂ...{\@’k

a) Démontrons 1l'inclusion @}10 g 5 M @k c Ju(a) .

Soit a € @1(\ @zr\ e @k . Considérons bé& i ; on a donc b d{T (par
exemple) et, par suite, d'aprés a €& @ s 11 existe b’ (b] avec b‘ ¢T et

i s g : ! N .
a UbJET, . 81 b estdans T,,oma b ET,NT, et aUbl e T,
Sinon, il existe, en vertu de a € 67’2 , un élément b?i € (bil (done b?: € (b))
avec bé g‘é T'2 et a U¥ bé ,_C__Tz o On a aussi a Ug"b‘,'2 Q;Tl d'oh a U*bé (;__Tlﬁ T2 .
Dang les deux cas, il existe un élément b} e (b| avec b' € T N T, et

a U*bé c T1 m T » En poursuivant ce raisonnement, on obtlenu un élément b‘ (b]
1 f 1 £ 3 a £ ) @ . 3 .
avec bk ¢.A et a U* bk C4.0nablen aelb(a) et @1(\ oM ee (\@k Q@D(A)

'b) Démontrons 1'inclusion @5 (i:)S @1!“\ @QF\...F\ Sbk . Soit a €& (v(4) . Choi-

sissons b € T2(\ ase) Tk avec b¢' Tl » ce qui est possible puisque T1 n'est pas

superflu. ‘On a donc bé}i—' 4 ot il existe b' € (b| tel que b! ¢: A et a U'p < 4,

donc a U*p! CT, . 0naaussi b €T, car b'¢ T, entrainerait b' € 4 . Comme

' T, est (e -'bertlc.lre, on en déduit

e
a€® , aton (ﬁo(h)CGb A ¢ NaTaSt

, » On (tablit de méme a € (Pz ) eee s

k °

LEMME 3.2.- L'intersection d'un nombre fini d'iddaux 2 gauche @)-tertiaires est

un idéal & gauche (P ~tertiaire.

I1 suffit de le démontrer pour 1l'intersection T = Tl("\ T, de deux idéaux
T, supposés (® _tertiaires, On vient de voir (théoréme 3.2.) que 1l'on a
(}{)(T) = P, soit done a U*b QTl(\ T2 avee b & Tlf\ T2 « On a, par exemple,

bgé'l‘l d'ol, puisque T, est P-tertiaire, a €& .

1
Etant donnée une décomposition de 1'idéal 3 gauche 4

h=T (\Tz(\ eesMT

1 k

en idéaux & gauche Ti ®i~tertiaires, aucun Ti n'étent superflu, on peut done
rassembler les idéaux tertiaires associés & un méme idéal premier, La décomposi-

tion obtenue est dite réduite, conformément & la définition suivante 3
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DEFINITION 3.1.- Uno décomposition 4 = T, N T,Meee NI en idéaux T, sup-

posés C;g—tertiaires est dite réduite si aucun Ti n'est superflu et si les
idézux premiers Gai sont tous distincts.
On a donc en définitive le théorémc suivant

THEOREME 3.3.~ Tout idéal & gauche 4 distinct de U posséde au moins une décoms

position réduite comme intersection d'un nombre fini d'idéaux & gauche tertiaires.

4.~ Théoréme d'unicitd.

LEMME 4.1~ Soit L =T X =T'MX? EE T est un idéal & gauche Gb—tertiaire,

T' un idéal & gauche (P'~tertiaire, avec (P £ P' . On a

A =XNX

I1 suffit de montrer X (M X'C 4 . Soit a € XMX' . Supposons par exemple
P c Pt . I1 existe done p € ® avec P é B o 81 1l'on avait a 5,‘;‘ A, on aurait
a @T et, par suite, il existerzit a' ¢ (él avee a' éiT et p U*aYSE.T « On
en déduirait p Ua'C TOX = T' A X! , d'oll D U*a'fgiT' . Mais, on aurait
a'e T' , puisqu'on aurait a'd 4 . T' &tant (P'-tertiaire, il en résulterait

pe (' 5 ce qui sereit contraire & 1'hypothése.

/ \ .
THEOREME 4.,1.- Soit A = Ti("\Té r\...(”\Ti, = Tlf\ Tsz eee NIy deux décomposi-

tions réduites de 1'idéal & gauche 4 distinet de U comme interscetion 4'iddaux

& gauche tertiaire. On a k = k' et los idéaux premiers Gai associés aux T,

sont les mémes que les idéaux premiers Gb'j associés aux T3 .

I1 suffit de montrer que GblA, par exemple, est égal & un (P'j « S'il n'en

était pas ainsi, on aurait les relations suivantes H

(1) ¢, A0,
(2) B, £ @
1 (o
) B, £ 0y,

La relation (1) entraine, d'aprés le lemme 4.1,

jl=T'r\\...mT£'r\\T2(\ '..mT

2 k-~
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De la relation (2) et de 1'égalité

..... ! —
f.\-—Tém...r\Tkazﬂ ollmTk—TlmTzntﬂﬁTk )

on déduit alors de la méme manisre,

L=T!
= 3 ...th'(\T?.(\ ...,(\Tk .

Le procédé se poursuit et conduit, aprés application des relations (1) , (2) ,
vee 5 (k') 5 2

A = sz voe (\Tk

ce qui contredit le fait que T1 n'est pas superflu.

PARTIE II.5.~ Iddaux bilatéres tertianires et décompositions en

iddaux bilatdres tertiaires dans les anneaux et les

deni-groupes non nécessairement commutatifs.

U désigne toujours un anneau ou un deni-groupe avec élément zéro, non néces-
sairement commutatif, n'ayant pas nécessairement un élément unité. Nous imposons
maintenant seulement la condition de chalne ascendante pour les idéaux bilatéres

ou la condition de chaine descendante pour les idéaux bilateres,
Les notations de la partiec I restent valables,

Les résultats obtenus sur les iddaux & gauche s'étendent aux idéaux bilatéres
en remplagant 1'idéal principal & gauche (b| considéré dans la partie I par
1'idéal principal bilatére (b) . Nous nous contenterons d'énoncer les principales

définitions et les principeux résultats.

THEOREME 5,1.~ Soit (L un i1déal bilatére de U . Les &léments a vérifiant la

condition

bﬁé@:—:;}] x £ (b) tel que  x¢Q,, aU*xc®

forment un idéal bilatére B, (@) de U,

DEFIN TION 5.1.~ Cet idéal bilatére s'appelle le radical tertiaire (& dr01te) de
1'iddal bilatére (A, . ‘

Remarquons que -Qu= 4 posséde en tant qu'idéal & gauche un radical tertiaire
(,(4) qui n'est pas a priori identique & son radical tertiaire R (G)  en tant
qu'idéal bilatdre. On a seulement (,(4) ® (Q) . Signalons cependant qu'il y &
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égalité dans lec cas ol 1'on impose la condition de la chafne descendante pour les
idéaux & gauche.

DEFINITION 5.2.- On dit qu'un idéal bilatere € ost un idéal bilatére tertiaire

(3 droite) lorsqutil vérifie la propriété suivante

aU*b;f ’ b(ég:%af@‘b(??) .

Si un iddal bilatére % est tertiaire en tent qu'idéal & gauche, il est
également tertiaire en tant qu'idéal bilatére, La réciproque n'est pas vraie a
priori ; elle est pourtant valable en présence de la condition de chalne descen-

dante pour les idéaux & gauche.

DEFINITION 5.3.— On dit qu'un idézl bilatére Gy est primal (& droite), lorsque

les reletions
* - .
aiU Xi§;<JJ ’ xigé(bJ pour 1 =»1, 2y see s I

entrafnent 1'existence d'un élément x €U tel que 1'on ait
aiU*X_C.@J ’ Xél C}u pour i= 1, 2, see 3 Ne

Cette définition coincide avec la définition 2.2. d¢jd dnnde pour un idéal

3 gauche. Donc, pour qu'un idéal bilatere (A, soit primel en tant qu'idéal bila-

tére, il faut et il suffit qu'il soit primcl en tant qu'idéal & gauche.

THEOREME 5.2.~ Tout idéal bilatdre tertiaire est primal,

THEOREME 5.3.— Le radical tertiamire d'un idéal bilatdre terticire € cst un idéal

bilatére premier G

!
DEFINITION 5.4.,- Si GP est le radical tertiaire de 1'idéal bilatére tertiaire
@ £U , on dit que % est (§)~tertiaire et que Gb est 1'idéal premier associé

5 .

DEFINITION 5.,5.— Une décomposition d'un idéal bilatére @, distinct de U,
Q= & N Q@ P\...(\(ZL,, en idéaux bilatéres Qu, supposés ® , ~tertiaires
1 2 k' i -1

est dite réduite si aucun ng‘ ntost superflu et si les idéaux premiers Gbi sont

tous distincts,
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THEOREME 5.4.— Tout idéol bilatére distinet de U est intersection réduite d'un

nombre fini d'idéaux bilatéres tertiaires (G droite).

N . ~ ' ! )
THEORRNE 5.5.- Soit (= N Cun L nlu =G0 Q0 n QU dew

décompositions réduites de 1'iddal bilatére (i gistinet de U comme intersection

d'idéaux bilatéres tertiaires. On a k = k' et les idéaux premiers @ associés

)
aux. C')u sont les mémes que les idéaux premiers @J associés aux @




