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Exposé n° 14

SUR LES SPECTRES DES MATRICES
par M., ISHAQ.
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1.- Soit A= (aij) une matrice carrée & éléments réels ou complexes et soit I
la matrice unité. La matrice A - A I est dite matrice caractéristique de A ;
le déterminant |} A - NI}l de la matrice ceractéristique est dit déterminant
caractéristique de A ; 1l'équation (A - NI|| = O est dite dquation carac-
téristique et les racines de cette équation sont dites valeurs caractéristiques
ou valeurs propres de A (les Allemands disent Eigenwert). Cette équation a
acquis une importance fondamentale dans 1l'analyse algébrique moderﬁe et a regu

pas mal d'attention ces derniéres années.

Si A est ure matrice d'un type particulier, on sait définitivement la
nature de son spectre. Par exemple, si 2 est une matrice hermitique, ses va-
leurs caractéristiques sont toutes réelles ; si A est une matrice skew-hermi-
tique réelle, ses valeurs cardctéristiques sont toutes imaginaires pures ou
nulles ; si A est une matrice orthogonale (ou unitaire réelle), ses valeurs
caractéristiques ont des modules égaux & 1 . Mais, lorsque A n'a pas un type
spécial, nous ne pouvons rien affirmer, en général, en ce qui concerne la na-

ture de son spectre.
En 1900, Bendixson [1] démontre 1'énoncé sui~ant :

Théoréme 1. Soit (x+-i/3 une valeur caractéristique de la matrice réelle A

et_soient f; > fb > +-o> p, les valeurs caractéristiques (toutes réelles)
de la matrice symétrique +(A + A') . On a alors ?l DA Pn . Si, en plus,

k = max {(aij aji)/zj , on a
(1) 151 < &

L'extension au cas ol les éléments de A sont complexes a été donnéde par

Hirsch [2] en 1902. En 1904, Bromwich [3] donne la généralisation suivante :
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Théoréme 2. Soit o+ if} une valeur caractéristique de la matrice A & élé-

ments réels ou complexes, et soient Pl 5 eee 3 Pn les valeurs caractéristi-

ques (toutes réelles) de (A + 4 7) et ip , ..., iy~ les valeurs

. . % .
caractéristiques de (A - A ") ; dans ces conditions, o se trouve entre les

maximum et minimum de P} , ... , P, et | Al € max {%iﬁﬂ s eee s | Vn’z .
J

Les théorémes précités donnent dans certains cas de trés bonnes limites
pour les valeurs caractéristiques d'une matrice, tandis que, dans les autres
cas, les limites nc sont pas assez nettes. Pour la matrice orthogonale, ces
résultats énoncent tout simplement que le spectre se trouve dans le carré

X::l,y:ill

Pour une matrice réelle A , Pick [ 4] donne une démonstration du théoréme
de Bendixson avec 1'extension de Bromwich et démontre, en plus, que la relation

(1) peut 8tre remplacée par
| 3l= X | Cctn%/(2n)]
ce qui donne , en général, une meilleure limite.
En 1927, Browne [ 5] démontre 1'énoncé suivant :

Théoréme 3. Soit A une valeur caractéristique de la matrice carrée A

et
soient Pl > Pz Deee > fn les valeurs caractéristiques (toutes > 0) de

¥ o
AL" . Onaalors 1> JA\»fP, -

2.- Lorsque A est une matrice carrée & é1léments réels ou complexes, Autonne [6']
a démontré qu'il existe deux matrices unitaires (orthogonales, si A est réel)
P et Q telles que |

(2) A=P*NQ

ol N posséde des éléments positifs (ou nuls) dans la diagonale principale et
zéro ailleurs. En envisageant le produit

*

AL* = P NQQ* NP = P*NOP

il est évident que les éléments de N figurant dans la diagonale principale de

N sont les racines carrées positives (ou nulles) \'Pl s eee ,\Jpn des valeurs
caractéristiques de AA™,

L'équation (2) donne
N = PAQ®
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n
d'ou nij :;pir ars qjs
b
n Y
c'est-ad-dire les éléments de N sont de la forme z:: aij X3 yj , ol

i,]
(xl s eee s xn) et (yl s vee s yn) sont les ensembles des nombres tels que

n Sﬁ_ -
y X, X, = y. ¥, =1,
:L:TI T =

gridce au caractére unitaire des matrices P et Q .

Soit A une valeur caractéristique de A . Il existe un ensemble des nom-
bres (x1 9 eee xn) » non tous nuls, et que nous pouvons supposerdivisé par
un facteur non nul convenablement choisi tel que E:: X, X o= 1 et

A - $ =
(3) 2855 %y = )\xi (i=1, ..., n)
j=1
Autrement dit, A est unc valeur caractéristique de A si et seulement s'il

existe un vecteur x tel que xx* =1 et

(3a) Ax* = Ax*

En prenant la conjugude transposée de deux membres ei-dessus, on a
(4) X A= Nx .

L'ensemble de tous les nombres complexes xA z© ou zz = 1 s'appelle le corps
de valeurs [7] de la matrice A . Il s'cnsuit que le spectre de A appartient
au corps de valeurs de A .

Soient x et y deux vecteurs tels que xx" = 1= yy* et soient X et
Y les matrices unitaires ayant respectivement x et y comme premier vecteur

ligne. On a alors

* *

xX" =y ¥

Or y:xXxY:: xU

.. . . . *
ou U est une matrice unitaire. En outre, si x x = 1 ot y=xU , U étant

une matrice unitaire, on a

yy*=XUUxxx:xxx=1 .

I1 s'ensuit donc que A ot UAU* admettent le méme corps de valeurs et le
méme spectre pour toute matrice unitaire U . On peut démontrer [87] que le corps
de valeurs de A est identique avec 1'ensemble de tous les éléments diagonaux
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de la matrice UAU® ou U =1 .81 A est une matrice hermitique, il existe

une matrice unitaire U telle que UAU® = diag \ >‘l y eae s )nl , ol

>l > )-2 S e >/An gont les valeurs caractéristiques {toutes réelles)
de A . Il s'ensuit immédiatement que le corps de valeurs d'une matrice hermi-
tique est le plus petit segment de 1l'axe réel contcnant le spectre de A .
(32) et (4) donnent

(5) d=x Ax™

(6) D= x A K

(7) SA:XAx Ax™®

(©) 10043 = x A
2

9) | %i(A—S\) = x (A—Ax) x* .
2i

Des relations (5) , (6) et (7) , nous obtenons deux théorémes bien connus :

(i) Soit A =A%, ona alors ) => . Donc les valeurs caractéristiques d'une
matrice hermitique sont réelles.

(i1) Soit A A =1 , on a alors AN =1, Done les valeurs caractéristiques
d'une matrice unitaire ont des modules égaux & 1 .

La relation (7) donne le thdoréme 3.

En 1930, Browne [9] a obtenu une limite pour les valeurs caractéristiques
de la matrice A en termes de sommes des modules des $1éments des lignes et
colonnes de A . Ecrivons

— [ -
Ri_Zj:‘aij{ ’ Tj"/—'-jt-‘aiﬂ s 28 =R+ T,
.1 -— H -
(10) Ri'"z;-.-—--laij! ) Tj”?i-:\aij\
(1£3) (1#J)
et soient
R = max (Ri) , = max (Tj) s S = max (Si) .

i= 1,..«,1’1 j:l’ooo,n i:I,OOO,n
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Browne a démontré que iAf £ 2R + T) . Parker [10] a amélioré ce résultat
en démontrant que

INi< s g FR+T) .

i &

Une autre amélioration du théoréme de Browne est due & Farnell [11] qui
démontre que ’

Mig@®D? <z (R+T).

Barankin [12 ] améliore encore ce résultat en démontrant que || g max (Ry Ti)—zL.
On notera que les deux premicrs de ces résultats (ceux de Brownec et Parker)
sont tout simplement les limites pour le corps de valeurs de A . Supposons que
}1 =x Ax" appartienne au corps de valeurs de A . En écrivant
X = (x1 5 e s xn) , on a

‘L:T—_ a.. X. X.

i,
si x| = §i » 11 s'ensuit que
s S v ¥ L { <2 2 _
) <o gl S5 €02 2 fay) (3P4 89D =
! 191] 1,
2 PR D SRR ED NS SO D i L
- — 17 5 J 1 51 i ooove

Soit §k = max (.gi) ; d'aprés (3) , on a
n
>’Xk :: 2, X, .

=T 5
Or il\xki‘ = f\igk < ;wkj'\‘gj £ R Sk
d'ob Al < By -

On obtient d'une maniére semblable que
|>\} < Tm pour disons j =m .
On obtient ainsi le théoréme suivant :

Théoréme 4. Soit )\ une valeur caractéristique de la matrice A ot définissons
R et T par les relations (10),6n a alors ML min (R, T) .

Ce théoréme a été démontré par Frobenius [13 ] pour le cas oh tous les é1éments
85 sont positifs. Parker [14] a démontré ce résultat pour 23 réels ou

complexes. Il a été par la suite établi par Barankin [12] et plus tard encore
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par A. Brauer [15] . Dans le méme mémoire [15], on trouve le théoréme suivant

qui donne une meilleure limite :

Théoréme 5. Soit Mf le maximum de sommes des modules des éléments dans chague

T
ligne de la matrice A2 . Toute valeur caractéristique de A satisfait &

'l rd - rd 1
1l'inégalité P
< (1)

Nous allons voir maintenant que 1l'on peut définir dans le plan complexe un
ensemble de domaines zirculaires & 1'intérieur desquels se trouvent le spectre
de 4.

D'aprés (3) , on a
(X -ap)x, = z;: a, . X,
kT Lp %k Y

et 1l'on en déduit

| A -agl 3y € J.g-l;lakj\ 3, € T 2 lag) =Ry By
d'olt

by '

On démontre de la méme fagon que

‘ A-amm { < Th .

S~~~

On a donc le théoréme suivant [15] ¢

Théoréme 6. Soit A = (aij) une matrice (carrée) quelconque et définissons Ry
g& T& par les relations (10). Toute valeur caractéristique de A se trouve

3 1'intérieur au moins d'un des cercles ! z -ay | < B et & 1'intérieur au
moins d'un des cercles |z - ammi < T& .

Les équations (3; s'écrivent
(11) (A-—aii)xi = 3—— a s X, i=1,2,...,n),.

3;{ J J

si %, > §£>§j » J #%k, (11) donne

IN-ag | B € R T ot Poelfpemy By

Nous supposons maintenant que la valeur caractéristique A £ 8y de sorte que

Se#0.
Puisque | A -ay | . M‘%eigkzz$ R'kR'g§/?§k )
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On a ‘
\A-—akk | . \ /\—-aﬂ)aé Ry Ry

De méme, on a

R I Nl I S SR

pour quelques m et q , d'ou le théoréme [16] :

Théoréme 7. Etant donné une matrice carrée A = (aij) d'ordre n , ses valeurs

sy rsos gs . n
caractéristiques se trouvent & 1'intérieur du domaine formé par les E(n - 1)

ovales de Cassini

(12) iz—akk‘.)z—aae}é R'kRL,-

et aussi dans celui formé par les ovales

‘zn— akk% -z - ey | < LT

I1 est & remarquer que cc théoréme donne une meilleure localisation des
valeurs caractéristiques que celles obtenues par les considérations du théoré-

me 6, car 1'ovale (12) se¢ trouve dans 1'un des deux cercles

.

- ' - '
R I L LI
Notons que si 8y = ST 1l'ovale (12) dégéndre en circonférence
| _ '
12 - e | £ Ry .

Remarques.
1°) Ce théoréme permet de donner une limite supérieure des modules des valeurs

caractéristiques d'une matrice d'ordre n, A = (aij) , elle s'éerit [16]

M=z ma"{iakk{*“%m‘ +\/(‘akk‘ "&amm”2+4R'kTﬂ'1j

19

(ky,m =1,2,...,n ;3 k#mn)
2°) Avec 1'hypothése supplémentaire

lakkamm‘>R'kT'm k,m=1,2, ... ,0;k#m)

on peut également donner [16] une limite inférieure des modules des valeurs
caractéristiques de A , elle s'derit

]

m= 3 mnin %'akk; + amm! - \/(‘akk‘ - ‘ammx )2 + 4 R&( T;l} .
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3°) On peut appliquer aux matrices stochastiques le théoréme 7 et améliorer
ainsi un résultat de Fréchet [19 , 20] .

La matrice A = (aij) s'appelle matrice stochastique lorsque tous les

é1éments sont non-négatifs et

S ey, =1 (i=1,2,...,n).

F1 Y
Lorsque tous les éléments sont positifs, A est dite matrice stochastique po-
sitive. Les propriétés de spectrec des matrices stochastiques jouent un réle im-

portant dans la théoriec des processus stochastiques.

Selon un résultat bien connu, le spectre d'une matrice stochastique se
trouve & 1'intérieur ou sur la circonférence d'un cercle-unité. Le point 2z = 1
est toujours une valeur caractéristique. En particulier, le point z = 1 est

(1)

[21 , 22] . Aucun autre point sur la circonférence de cercle-unité ne peut &tre

une valeur caractéristique simple, lorsque A est une matrice décomposable

valeur caractéristique & moins que tous les éléments de la diagonale principale

ne s'évanouissent.

Soit 81k le plus petit élément de la diagonale principale. Fréchet
[19 , 20] a démontré que le spectre d'unc matrice stochastique setrouve &

1'intéricur ou sur la circonférence de cercle

(13) z2 gy | € 1-ay .
En outre, il établit qu'aucun autre point différent de 1 sur la circonfé-

rence de cercle-unité ne peut étre valeur caractéristique A moins que deux &14-

ments au moins de la diagonale principale ne s'évanouissent.

(1)On dit [21] qu'une matrice A ocst décomposable si 1'on peut la mettre, par
une permutation identique des lignes ct des colonnes, sous la forme
o
R S
o P, Q,; R, S sontdes sous-matrices, P et S d&tant des matriccs carrdes
et Q et R des matrices rectangulaircs, et ol 1'une des matrices Q@ et R
au moins est égale a zéro. La matrice A est indécomposable si nous ne pouvons

pas la décomposer de la manidre indiquée. Frobenius [22] emploie les mots
"zerfallend" ct "zerlegbar",
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En utilisant le théoréme 7 , on peut [19] améliorer le résultat de Fréchet

sous la forme suivante :

Théoréme &. Soient a,; et 253 les plus petits é1éments de la diagonalc

principale d'unc matrice stochastique A & savoir ;s € ajj <a, . Sn

spectre se trouve & 1'intérieur ou sur la frontidre dc 1'ovale

b € (T-a,)@-a.).

(14) lz ~a;; ). lz -a,. y

JJd

On notera que si ay # 255 » 1l'ovale (14) se trouve & 1'intérieur du
cercle (13). Les frontleres des deux courbes ont le point z = 1 c¢n commun.
Donc (14) donne unc meilleure localisation de spectre que (13),

4°) Dans son troisidme mémoire [17], Brauer démontre comment les théoremes
précités peuvent Stre appliqués aux polynomes matriciels de A afin d'obtenir

les meilleures localisations de spectre. Il donne, cn effet, le théoréme :

Théoréme 9. Soit A = (a .) une matricc (carrée) d'ordre n ,» et

f (y) , T (y) s eee 5 T (y) les polynomes quelconques. Désignons les éléments

du polynome matriciel fr(A) par al}r) ot posons
n () (f)

r r .
Z’aij t:Pi (1,r:1,2,...,n).
j=1
3#1
Toute valeur caractéristique A de A satisfait au moins 1'unc des n
inégalités (£) (£)
: s s
|20 -a, 5| ¢ P, (s=1,2,...,n)

et au moins 1'unc des %(n - 1) indgalités

(£) (£,) () (£,)
)fs( A) - asss ] : ) ft('ﬁ) T 8¢ i \ £ Py “p, "

(s,t=1,2,...,n;s £ t).

3.- Nous allons voir maintenant une application du théoréme suivant & un probléme
d'algebre.

Théoréme 10. Etant donné la matrice carrée d'ordre n , A= (a ) ; si pour un

entier m donné (1 <m an\,ona

(15) e —a’\/\\>R'm+T;n (A=1,2, ...,n,

mm
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pour tout ) différent de m , le cercle

(16) z-a | &R

contient une, et une secule, valeur caractéristique de A [15].

En premier lieu, remarquons que la condition (15) implique que la circon-

férence (16) n'a aucun point commun avec les circonférences
(17) iz - akh"é'RE\ (A=1,2, ..., n3 2% m).
Ccci posé, considérons la matrice B , d'éléments bij définic comme suit

bkhzakk (k#m) , b =a s bm>‘=O C#fZm) .

I1 est clair que & - est une valeur caractéristique de B ; représentons-
la par ’El ot soient §2 ’ §3 9 eee s En les autres valeurs caractéristiques
qui scnt aussi celles du mineur principal Bmm de B . Les éléments de la dia-
gonale principale de Bmm sont 811 5 8pn 5 ees 5 8 “1,m-1

cee s 8 d'autre part, les sommes des modules des éléments non

am+1,m+l ’ n
diagonaux de chaque ligne de Bmm sont au plus égaies a

Ri 3 ese Ré—l , R'm+l s ses 3 RA , donc
n

n
L B L R R R D P
>‘?{m,k /\f-k

et 11 en résulte que §2 , §3 s eee §n se trouvent dans lc domaine délimité
par les circonférences d'équations (17) . Introduisons alors un paramdtre réol t

compris entre zéro ct un et posons
Py (t) = by (k#m) , b (t) = b
bm/\‘ (t):tamh (A?{m)’

puis faisons varier t de fagon continue de zéro a un. Les &léments de la matri-
ce B, ainsi que les coefficients de son équation caractéristique, varie d'une
maniére continue, chacune de ces dernidres sc déplagant sur une courbe continue
allant d'un point §,; & unpoint A,(v=1, 2, ... » n) représentant une
valeur caractéristique de la matrice A .

Tous les points de ces courbes doiwent sc trouver dans 1'un des cercles
(16) ot (17) , puisque la somme des modules des éléments non-diagonaux de la
m-iéme ligne reste inféricure 2 R'm et que les sommes des modules des 41éments

non diagonaux des autres lignes demeurent inchangées.
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I1 s'ensuit que chacune des courbes joignent 'Bx,é Ay (V>2) doit
rester extérieure a la circonférence d'équation (16) , alors que la courbe joi-

gnant 31 a 31 demeure dans cette circonférence.

Ainsi la circonférence d'équation (16) ne contient qu'une, et une seule,

valeur caractéristique de A .

Corollaire 1. Si 1'élément a - ot les coefficients de 1'équation caractéristi-

que de A sont des nombres réels et si (15) est satisfaite, la valeur caractéris-

tique située dans la circonférence (16) est réelle.

Corollaire 2. Si tous les éléments de la diagonale principale de A , ainsi que

les coefficients de son équation caractéristique sont réels et si pour chaque k

\akk - aA>\ :>~R£ + R% s

toutes les valcurs caractéristiques de A sont réelles et distinctes.

et ) ,ona

Application & un probléme d'algébre.

On sait qu'étant donné un polynome de degré n
n n-1
flx) = x + a, X *aeeta X tag (an £0)

dont tous les coefficients sont des entiers réels, ce polynome est irréductible
sur le corps des nombres rationnels quand les modules de (n - 1) de ses zéros

sont inférieurs a 1'unité. [25]

Nous trouverons donc des conditions d'irréductibilité du polynome caractéris-
tique d'une matrice régulidre A = (aij) d'ordre n , & éléments réels entiers,
en exprimant que (n - 1) de ses valeurs caractéristiques se trouvent dans le
cercle-unité.

Les valeurs caractéristiques de A sont solutions de 1'équation
ia-2zli= o

et dans le plan complexe, elles se trouvent & 1'intérieur du domaine 1limité par
les n circonférences

(1e) |7 - ayg ) <Ry

D'aprés le théoréme 10, le polynome caractéristique de la matrice A sera irré-
ductible si (n - 1) des circonférences d'équations (18) sont situdes tout

o\ S o o . . . . ~
entieres & 1l'intérieur du cercle-unité ot si le n-idme est extéricur i ce cercle

(et ne le contient pas).
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On remarque [23] qu'étant donné la matrice A = (aij) , il est loisible
de lui associer une matrice carrée également réguliére C = (cij) d'ordre n
3 éléments réels, pour former la matrice

-1 : .
:(bij)zc AC (1,3:1,2,...,n),
qui posséde le méme polynome caractéristique que A ¢t dont le spectre se
trouve 3 1'intéricur du domaine limité par les n circonférences
z—bi.l\,é |b (i,j=1,2, ... ,n).
iﬁj
En appliquant & B le théoréme 10, on peut alors énoncer la proposition

suivante [26] :

13‘

Le polynome caractéristique de la matrice carrée réguliére d'ordre n,

(a ) , 3 éléments entiers est irréductible sur le corps des nombres ration-

nels, s 11 est possible de déterminer une matrice réguliére C = (c ) d'ordre

n, a éléments réels, telle que le spectre de B = C_1 AC  se trouve a 1'inté-

ricur du domaine 1limité par les n-1 circonférences situdes tout centiércs dans

le cercle-unité, la n-iéme étant & 1'extérieur de cette circonférence et ne la

contenant pas.

Ainsi des conditions suffisantes d'irréductibilité du polynome caractéris-

tique de A s'éerivent

Z:hu\<l i,3j=1,2, .. ,n3i#m)

\bmm1>1+3“ (j=1,2, ... ,n).

g
.‘..—.j mji
J#m

4.- Dans divers problémes de Mécanique quantique et de la théorie des petits
mouvemonts, on est amené i considérer ces équations de la forme
1 (O) O (1) m-1 .
(19) {la + Jk) Foee. agk (m) =0 (j,k=1,2, ..., n),
le déterminant étant d'ordre n et ses éléments constitués par des polynomes
en 2z dc degré m .

Lés conditions suffisantes pour que 1'dquation (19) ait ses racines a
1'intérieur du cercle-unité sont [24]
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(o)‘>i—; 20 5 el e s ;la(m)\(,],k_l 2, v0uy ).

On en déduirait immédiatement des conditions suffisantes pour que les
racines de 1'équation (19) soient inférieures, en module, & un nombre donné M
positif,

De méme, les conditions suffisantes pour que 1'équation (19) ait ses raci-

nes i l'extérieur du cercle-unité sont

m m (—1 (c
’a§3)3>%\()\ e | )‘,+--~+4_1_{_\ O\ (5,x=1,2, ooy n)

et 1'on peut en déduire immédiatement les conditions suffisantes pour que les
racines de 1'équation (19) soient supérieures, en module » & un nombre donné
m>O0 .

Les quantités m et M étant donndes (0 {m <« M) on pourra caracté-
riser les équations (19) dont les racines sont en module comprises entre m
et ¥,

5.~ On peut aussi appliquer aux matrices d'Hadamard les théoremes précités et

obtenir ainsi les résultats sur les valeurs caractéristiques.

On appelle matrice d'Hadamard, ou matrice H , une matrice carrée d'ordre
n dans laquelle tous les éléments sont + 1 et dont le déterminant a la va-

leur nn/2 .

Si A est une matrice H d'ordre n , on sait [27] que
AA' = nlI
n
ou A' est la matrice transposée de A et In est la matrice unité d'ordre n.

Ishag [28] a démontré les théorémes suivants :

Théoréme 11. Les valeurs caractéristiques d'une matrice H ont des modules
égaux.

Théoréme 12. Si A est une valeur caractéristique de la matrice H d'ordre
n, il en est de méme de n/> .
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