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Exposé ~~ 14

1.- Soit A = (a..) une matrice carrée à éléments réels ou complexes et soit I

la matrice unité. La matrice A - À I est dite matrice caractéristique de A ;

le déterminant ~~ A - 1 I ‘~ de la matrice caractéristique est dit déterminant

caractéristique de A ; Inéquation = 0 est dite équation carac-

téristique et les racines de cette équation sont dites valeurs caractéristiques
ou valeurs propres de A (les Allemands disent Eigenwert). Cette équation a

acquis une importance fondamentale dans l’analyse algébrique moderne et a reçu
pas mal d’attention ces dernières année; .

Si A est une matrice diun type particulier 3 on sait définitivement la

nature de son spectre. * Par exemple, si est une matrice hermitique, ses va-

leurs caractéristiques sont toutes réelles ; 9 si A est une matrice skew-hermi-

tique réelle, ses valeurs caractéristiques sont toutes imaginaires pures ou

nulles ; si A. est une matrice orthogonale (ou unitaire réelle), ses valeurs

caractéristiques ont des modules égaux à 1 . 0 lorsque A n’a pas un type
spécial, nous ne pouvons rien affirmer, en général, en ce qui concerne la na-

ture de son spectre.

En 1900, Bendixson [1] démontre l’énoncé suivant :

Théorème 1. Soit a + i ft une valeur caractéristique de la matrice réelle A

et soient 03C11  03C12  ....  03C1n les valeurs caractéristiques (toutes réelles)
de la matrice symétrique ’ (A + A’ ) . On a alors Pi ~~. ~C >, ~ . Si, en plus,
k = max ) (a.. - a ,.. )/ ~ i , on a 

~1 r n

j -LJ J-L j 
> 

r.~r._ 

.

L’extension au cas où les éléments de A sont complexes a été donnée par
Hirsch [2] en 1902. En 1904, Bromwich [3 ] donne la généralisation suivante :
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Théorème 20 Soit une valeur caractéristique de la matrice A à élé-

ments réels ou complexes~ et soient ... ~ ~ les valeurs caractéristi-

ques (toutes réelles) + A *) et ... , i ~ les valeurs

caractéristiques de 1 2(A - A *) ; dans ces conditions, 03B1 se trouve entre les

maximum et minimum P et max ~ ~~ ~ ... ~ 
Les théorèmes précités donnent dans certains cas de très bonnes limites

pour les valeurs caractéristiques d’une matrice, tandis que, dans les autres

cas, les limites ne sont pas assez nettes. Pour la matrice orthogonale, ces

résultats énoncent tout simplement que le spectre se trouve dans le carré

x = I 1 , y = ± 1 .
’ 

Pour une matrice réelle A ~ Pick [4] donne une démonstration du théorème
de Bendixson avec l’extension de Bromwich et démontre, en plus, que la relation

(1) peut être remplacée par

ce qui donne , en générale une meilleure limite.

En 1927~ Browne [5] démontre l’énoncé suivant : i

Théorème 3. Soit ~ une valeur caractéristique de la matrice carrée A et

soient 03C12  ... 03C1n les valeurs caractéristiques (toutes  0) de

AA* . ° On a alors °

2.- Lorsque A est une matrice carrée à éléments réels ou complexes, Autonne [6]
a démontré qu’il existe deux matrices unitaires (orthogonales, si A est réel)
P et Q telles que

où N possède des éléments positifs (ou nuls) dans la diagonale principale et
zéro ailleurs. En envisageant le produit

il est évident que les éléments de N figurant dans la diagonale principale de
N sont les racines carrées positives (ou nulles) ~r ~i , ... , ~ ; _ des valeurs

caractéristiques de e

L’équation (2) donne



n

c’est-à-dire les éléments de N sont de la forme ) a.. x. y. , où

(x1 , ... , x ) et (yi , ... , y ) sont les ensembles des nombres tels que

grâce au caractère unitaire dos matrices P et Q .

Soit À une valeur caractéristique de A. Il existe un ensemble des nom-

bres (x , ... , xn) , non tous nuls, et que nous pouvons supposerdivisé par
un facteur non nul convenablement choisi tel que 03A3 x. x. = 1 et 

,

Autrement dit, À est une valeur caractéristique de A si et seulement s’il

existe un vecteur x tel que xx* = 1 et

En prenant la conjuguée transposée de deux membres ei-dessus, on a

L’ensemble de tous les nombres complexes xA Z~ où zz* = 1 s’appelle le corps
de valeurs [7] de la matrice A . Il s’ensuit que le spectre de A appartient
au corps de valeurs de A o

Soient x et y deux vecteurs tels que xx~ = 1 = yy~ et soient X et

Y les matrices unitaires ayant respectivement x et y comme premier vecteur
ligne. On a alors

où U est une matrice unitaire. En outre, si x x* = 1 et y = xU , U étant
une matrice unitaire, on a

Il s’ensuit donc que A et UAU* admettent le même corps de valeurs e t le
même spectre pour toute matrice unitaire U . On peut démontrer [8] que le corps
de valeurs de A est identique avec l’ensemble de tous les éléments diagonaux



de la matrice UAU~ où UU* = l . Si A est une matrice hermitique, il existe

une matrice unitaire U telle que UAU* = ... , 03BBn} , où
1 03BB2  ...  03BBn n sont les valeurs caractéristiques (toutes réelles)

de A . Il s’ensuit immédiatement que le corp s de val eurs d’une matrice hermi-

tique est le plus petit segment de l’axe réel contenant le spectre de A .

(3a) et (4) donnent

Des relations (5) , (6) et (7) , nous obtenons deux théorèmes bien connus i

(i) Soit A ~ A~ , on a Donc les valeurs caractéristiques d’une
matrice hermitique sont réelles.

(ii) Soit A A = I , on a alors ~ ~~ = 1 . Donc les valeurs caractéristiques
d’une matrice unitaire ont des modules égaux à 1 .

La relation (7) donne le théorème 3.

En 1930, Browne [9J a obtenu une limite pour les valeurs caractéristiques
de la matrice A en termes de sommes des modules des éléments des lignes et
colonnes de A , Ecrivons

et soient

R = max (R. ) , T = max (T . ) , S = max (S . ) 0
. 

i j i 
°

1= j=1,...,n 1=1,...,n



Browne a démontré que + T) . Parker [10] a amélioré ce résultat
en démontrant que

Une autre amélioration du théorème de Browne est due à Farnell ~ 11 ~ qui

démontre que 
1

Barankin [12] améliore encore ce résultat en démontrant que ~! ~ max (R. T.)~.
On notera que les deux premiers de ces résultats (ceux de Browne et Parker)
sont tout simplement les limites pour le corps de valeurs de A . Supposons que

~ = x A x appartienne au corps de valeurs de A . En écrivant

x == (x~ ... ~ x ) ~ on a

si x . ~ ~ . 9 il s’ ensuit que1 1

Soit ~ =max (-Si) ; d’après (3) , on a

On obtient d’une manière semblable que

On obtient ainsi le théorème suivant :

Théorème 4. Soit À une valeur caractéristique de la matrice A et définissons
R et T par les relations a alors ~ ,~ ~ ~ min (R , T) .

’ Ce théorème a été démontré par Frobenius [13] pour le cas où tous les éléments
sont positifs. a Parker [14] a démontré ce résultat pour a.. réels ou

complexes 0 Il a été par la suite établi par Barankin [12] et plus tard encore



par A. Brauer [15] . Dans le même mémoire [15 IL on trouve le théorème suivant

qui donne une meilleure limite :

Théorème 5. Soit M le maximum de sommes des modules des éléments dans chaque
2014201420142014201420142014 20142014 y ~ 

~~’~ 

ligne de la matrice A . Toute valeur caractéristique de A satisfait à

l’inégalité

Nous allons voir maintenant que l’on peut définir dans le plan complexe un

ensemble de domaines circulaires à l’intérieur desquels se trouvent le spectre

de A.

D’après (3) , on a

et l’on en déduit

On démontre de la même façon que

On a donc le théorème suivant [15] ?

Théorème 6, Soit A =. (aij) une matrice (carrée) quelconque et définissons R’

et T’ par les relations (10). Toute valeur caractéristique de A se trouve

à l’intérieur au moins d’un des cercles |z - akk|  I ’ et à l’intérieur au

moins d’un des cercles |z - amm|  Tm , .

Les équations (3) s’écrivent

Nous supposons maintenant que la valeur caractéristique ,~ t a. ~ ~ de sorte que
0 . 

kk



De même, on a

pour quelque s m et q 9 d’où le théorème [16]:

Théorème 7. Etant donné une matrice carrée A = (a..) d’ordre n, ses valeurs

caractéristiques se trouvent à l’intérieur du domaine formé par les -(n -- 1)
ovales de Cassini

et aussi dans celui formé par les ovales

Il est à remarquer que ce théorème donne une meilleure localisation des

valeurs caractéristiques que celles obtenues par les considérations du théorè-
me 6, car l’ovale (12) se trouve dans l’un des deux cercles

Notons que si akk = l’ovale (12) dégénère en circonférence

Remarques,

1°) Ce théorème permet de donner une limite supérieure des modules des valeurs
caractéristiques d’une matrice d’ordre n ~ A = (a..) , elle s’écrit [l6]lJ

2°) Avec l’hypothèse supplémentaire

on peut également donner ~~6~ une limite inférieure des modules des valeurs
caractéristiques de A , elle s’écrit



3°) On peut appliquer aux matrices stochastiques le théorème 7 et améliorer

ainsi un résultat de Fréchet [19, 20] . .

La matrice A = (a..) s’appelle matrice stochastique lorsque tous les
j-j

éléments sont non-négatifs et

Lorsque tous les éléments sont positifs, A est dite matrice stochastique po-
sitive. Les propriétés de spectre des matrices stochastiques jouent un rôle im-

portant dans la théorie des processus stochastiques.

Selon un résultat bien connu, le spectre d’une matrice stochastique se

trouve à l’intérieur ou sur la ci.rconférence d’un cercle-unité. Le point z = 1

est toujours une valeur caractéristique. En particulier, le point z = 1 est

une valeur caractéristique simple, lorsque A est une matrice décomposable
[21 , 22] . Aucun autre point sur la circonférence de cercle-unité ne peut être
valeur caractéristique à moins que tous les éléments de la diagonale principale
ne s’évanouissent.

Soit akk le plus petit élément de la diagonale principale. Fréchet

[19 , 9 20] a démontré que le spectre d’une matrice stochastique setrouve à
l’intérieur ou sur la circonférence de cercle

En outre, il établit qu’aucun autre point différent de 1 sur la circonfé-

rence de cercle-unité ne peut être valeur caractéristique à moins que deux élé-
ments au moins de la diagonale principale ne s~évanouissent.

On dit [21] qu’une matrice A est décomposable si l’on peut la mettre, par
une permutation identique des lignes et des colonnes, sous la forme

où P , Q , R , S sont des sous-matrices, P et S étant des matricos carrées
et Q et R des matrices rectangulaires, et où l’une des matrices Q et R

au moins est égale à zéroo La matrice A est indécomposable si nous ne pouvons
pas la décomposer de la manière indiquée. a Frobenius [22] emploie les mots
"zerfallend" et "zerlegbar".



En utilisant la; théorème 7 , on peut [19] améliorer le résultat de Fréchet
sous la forme suivante :

Théorème 8. Soient a. , et a.. les plus petits éléments de la diagonale_ ~ .~_... 11 - J J
principale d’une matrice stochastique A à savoir aii  a .. ; , Son
a-1 J J kk

spectre se trouve à l’intériour ou sur la frontière rie l’ovale

0n notera que si a.. # a .. , l’ovale (14) se trouve à l’intérieur duii jj 
’ "’

cercle (13). Les frontières des deux courbes ont le point z = 1 on commun.

Donc (14) donne une meilleure localisation de spectre que (13).

4°) Dans son troisième mémoire [17] , Brauer démontre comment les théorèmes
précités peuvent être appliqués aux polynomes matriciels ie à afin d’obtenir
les meilleures localisations de spectre. Il donne, en effet, le théorème :

Théorème 9. Soit A = (a..) une matrice (carrée) d’ordre n et
f1(y) , f2(y) , ... , fn(y) les polynomes quelconques. Désignons los éléments(fr)du polynome matriciel f (à) par posons---... ------~ r -- ij

UI -

Toute valeur caractéristique x d= à satisfait au moins l’une des n

inégalités

et au moins l’une des n 2(n - l) inégalités

3.- Nous allons voir maintenant une application du théorème suivant à un problème
d’algèbre.

Théorème 10. Etant donné la matrice carrée d’ordre n , A= (a..) ; si pour un
entier m donné (1  m  n) , on a



pour tout  différent de m ~ le cercle

contient une, et une seule, valeur caractéristique de A [15] .

En premier lieu, remarquons que la condition (15) implique que la circon-
férence (16) n’a aucun point commun avec les circonférences

Ceci posé, considérons la matrice B , d’éléments b.. définie comme suit :

Il est clair que a 
mm 

est une valeur caractéristique de B ; représentons-
la par 03BE1 et soient 03BE2 , 03BE3 , ... , 03BEn les autres valeurs caractéristiques
qui sent aussi celles du mineur principal B de B . Les éléments de la dia-

mm

gonale principale de Bmm sont aii , a22 , .. * , 

~~’m+1 ,m+1 ’ ° ° ° ’ part, les sommes des modules des éléments non
diagonaux de chaque ligne de Bmm sont au plus - égales à

~ i ’ . t ° ° ’ i ’ 
~ t 

g~ ~i ’ ° ° 
° ’ , donc

et il en résulte que ~ ~ -~3 ~ ... , ~ se trouvent dans le domaine délimité
par les circonférences d’équations (17). Introduisons alors un paramètre réel t
compris entre zéro ot un et posons

puis faisons varier t de façon continue de zéro à un. Les éléments de la matri-
ce B , ainsi que les coefficients de son équation caractéristique, varie d’une
manière continue, chacune de ces dernières se déplaçant sur une courbe continue
allant d’un point ’~ à un point 1~~ ( 1) = 1 , 2 , ... , n) représentant une
valeur caractéristique de la matrice A .

Tous les points de ces courbes doivent se trouver dans l’un dos cercles
(16) ot (17) , puisque la somme des modules des éléments non-diagonaux de la
m-ième ligne reste inférieure à R’ m et que les sommes des modules des éléments
non diagonaux des autres lignes demeurent inchangées.



Il s’ensuit que chacune des courbes joignent ~~ à ~~ y ( y > 2 ) doit

rester extérieure à la circonférence d’équation (16) , alors que la courbe joi-

gnant 03BE1 à À1 demeure dans cette circonférence.

Ainsi la circonférence d’équation (16) ne contient qu’une, et une seule,
valeur caractéristique de A .

Corollaire 1. Si l’élément a et les coefficients de l’équation caractéristi-
que de A sont des nombres réels et si (15) est satisfaite, la valeur caractéris-
tique située dans la circonférence (16) est réelle.

Corollaire 20 Si tous les éléments de la diagonale principale de A , ainsi que
les coefficients de son équation caractéristique sont réels et si pour chaque k

et £ , on a

toutes les valeurs caractéristiques de A sont réelles et distinctes.

Application à un problème d’algèbre.

On sait qu’étant donné un polynôme de degré n

dont tous les coefficients sont des entiers réels, ce nolynome est irréductible
sur le corps des nombres rationnels quand les modules de (n - 1) de ses zéros
sont inférieurs à l’unité. [25]

Nous trouverons donc des conditions d’irréductibilité du polynome caractéris-
tique d’une matrice régulière A = (a.. ) d’ordre n , à éléments réels entiers,
en exprimant que (n - 1) de ses valeurs caractéristiques se trouvent dans le
cercle-unité.

Les valeurs caractéristiques de A sont solutions de l’équation

et dans le plan complexe, elles se trouvent à l’intérieur du domaine limité par
les n circonférences

D’après le théorème 10, le polynôme caractéristique de la matrice A sera irré-
ductible si (n - 1) des circonférences d’équations (18) sont situées tout
entières à l’intérieur du cercle-unité et si le n-ième est extérieur à ce cercle
(et ne le contient pas).



On remarque C 23 ~ qu’étant donné la matrice A = (a..) , il est loisible

de lui associer une matrice carrée également régulière C = (c..) d’ordre n

à éléments réels, pour former la matrice

qui possède le même polynome caractéristique que A et dont le spectre se

trouve à l’intérieur du domaine limité par les n circonférences

En appliquant à B le théorème 10~ on petit alors énoncer la proposition

suivante ~26] :

Le polynôme caractéristique de la matrice carrée régulière d’ordre n ~

A = (aij) , à éléments entiers est irréductible sur le corps des nombres ration-

n , à éléments réels, telle que le spectre de B = C" AC se trouve à l’inté-

rieur du domaine limité par les n-1 circonférences situées tout entières dans

le cercle-unité, la n-ième étant à l’extérieur de cette circonférence ôt ne la

contenant pas.

Ainsi des conditions suffisantes d’irréductibilité du polynôme caractéris-

tique de A s’écrivent

4.- Dans divers problèmes de Mécanique quantique et de la théorie des petits
mouvemonts, on est amené à considérer ces équations de la forme

le déterminant étant d’ordre n et ses éléments constitués par des polynômes
en z de degré m . o

Lés conditions suffisantes pour que l’équation (19) ait ses racines à
l’intérieur du cercle-unité sont [24]



On en déduirait immédiatement des conditions suffi santes pour que les

racines de l’équation (19) soient inférieures, enmodule, à un nombre donné M

positif.
De même, les conditions suffisantes pour que l’équation (19) ait ses raci-

nes à l’extérieur du cercle-unité sont .

et l’on peut en déduire immédiatement les conditions suffisantes pour que les
racines de l’équation (19) soient supérieures, en module, à un nombre donné

’ 

m ~ 0 .
Les quantités m et M étant données (0 ~ m ~ M) on pourra caracté-

riser les équations (19) dont les racines sont en module comprises entre m

et M . .

5.- On peut aussi appliquer aux matrices d’Hadamard les théorèmes précités et
obtenir ainsi les résultats sur les valeurs caractéristiques.

On appelle matrice d’Hadamard, ou matrice H , une matrice carrée d’ordre
n dans laquelle tous les éléments sont ± 1 et dont le déterminant a la va-
leur .

Si A est une matrice H d’ordre n 9 on sait [27] que

où A’ e st la matrice transpo sé e de A et I n e st la matrice unité d’ordre n.

Ishaq [28] a démontré le s théorèmes suivants :

Théorème 11. Les valeurs caractéristiques d’une matrice H ont des modules
égaux.

Théorème 12. Si ~~ est une valeur caractéristique de la matrice H d’ordre
n , il en est de même de n/~ .
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