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§ 7
SUR L'APPROXIMATION SIMULTANEE DE DEUX NOMBRES REELS
par G. POITOU.

Un titre plus précis pour cet exposé serait "Sur 1'approximation simulta-
née de deux nombres réels par des fractions de méme dénominateur." En réalité,
il s'agit aussi du probléme de 1'approximation simultanée de n nombres réels,
mais le probléme pour n > 3 est & peine dégrossi. L'exposé sera en grande
partie historique, car il s'agit d'un probléme déja ancien et qui n'a toujours
pas recu de solution satisfaisante, mais qui a progressé lentement au cours

des décades.

De résultats de Dirichlet, Hermite, etc..., généralisés par Kronecker
(1884) résulte que, quels que soient les nombres réels O 5 Ay s eve s dh ,

il existe une infinité de systemes d'entiers 1z , X1 9 Xg oy eee 5 X tels_que
n
|z “Xi - “izt <1

La borne inférieure des constantes par lesquelles on peut remplacer 1 au second

. . 1 .
membre de cette inégalité sera notée o (avec Cn >1). En un sens restreint,
n

le probléme de l'approximation simultande de n nombres réels consiste dans
la déterminatiogagg cette congstante Cn ; c'est 3 cet aspect, particulier mais
crucial, que nous$:limiterons ici. On sait que ce probléme est résolu depuis
longtemps pour C1 qui vaut ‘ﬂ; (approximation d'un seul nombre réel par une

fraction).
Un important progrés est dfi & Minkowski qui, dans "Geometrie der Zahlen",

1,8 C e
prouve que Cn > (1 + ﬁ) en considérant dans Rn+l le corps connexe défini
par les inégalités
o I'T 4

bx, - X 2]+ |z lal
En particulier, on a C2 P 7= 2,25,

Le méme Minkowski, dans son mémoire de Gottingen (1904), utilise son ré-
sultat sur le déterminant critique d'un octaddre (ou, ce qui revient au méme
sur le minimum de la somme des valeurs absolues de trois formes lindaires

. . . N 19
ternaires) pour porter la minoration de 02 a 02 2;3; =2,37 ...
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Ce résultat n'a pas été amélioré pendant plus de quarante ans, les métho-
des de Blichfeldt (Transactions Am. Math. Soc., 1914) n'apportant qu‘une faible

amélioration & la minoration de C, s qui devient

C > (1 + %)n [+ By ]

Par contre, on a obtenu dans lcs années vingt des majorations de Cn .

Aprés un premier résultat assez grossier de Perron (Math. Annalen 1921), Furt-

widngler donne en 1927-28 aux Math. Annalen la majoration Cng. \Dn+1 , ol
D
n+l . . I d I d
en valeur absolue. En particulier, on a cz.g V23 = 4,79 ... (ce qui avait été
annoncé par Blichfeldt en 1922 dans le Bulletin Am. Math. Soc.), CB-S V275 ...
Les valeurs de Dk pour k > 5 sont inconnues, on doit se contenter d'une

- . . k
majoration Dk <L2k 1 kk tirée de la considération de 1'équation x - 2= 0 ;

est le discriminant d'un corps algébrique réel de degré n+1 , minimum

remarquons que les travaux de Mr. Pisot sur les nombres entiers algébriques
dont les conjugués sont inférieurs & 1 en module permettent de remplacer 1'ordre
de grandeur (2 k)k par (l_i_ii k )k . On notera que le discriminant minimum
D2 d'un corps quadratique réel est 5 , ce qui montre que 1'inégalité de Furt-
wéngler s'écrit, pour x =1, CléZVg., et est ainsi la meilleure possible,

puisqu'on sait par ailleurs que Cy =\5 .

On pouvait se demander si 1'inégalité de Furtwangler ne donnait pas tou-
jours la borne exacte ; supposition renforcée par la démonstration en 1935 dans
les Monatshefte par Hofreiter d'une indgalité analogue pour 1'approximation
simultanée de n nombres complexes par decs entiers d'un corps quadratique ima-
ginaire, sans idéaux non principaux, de discriminant -d ; selon cette indgalité
la constante Cn(d) d'approximation simultanée de n nombres complexes sur
ce corps (définie de fagon tout a fait analogue 2 Cn) ne surpasse pas
\/%Dn+l(d){, ol Dk(d) est le discriminant relatif d'un surcorps de degré re-
latif k du corps de Vg s minimum en module. Naturellement, les constantes
d'approximation vraiment simultanée étaient aussi inconnues sur ces corps, mais
on connaissait en 1936 les constantes Cl(d) dans les quatre cas les plus

simples (d =3, 4,7,8), et on constatait qu'elles étaient toutes égales

a \/Dz(d).

Le réle des discriminants de corps algébriques dans ces questions parut en-
core s'accroitre en 1946, aprés la démonstration par Davenport et Mahler dans le

Duke Math. J. du théoréme suivant : "Quels que soicnt les nombres rdels o et/S
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il existe une infinité de triplets d'entiers x , y , z tels que
iz\ {(x -ch)z + (y - j?'z)2 ég’ , ¢t la constante du second membre est

e V23

la plus petite possible". De ce théoréme résulte évidemment 02 > = 2,39...

Les suppositions sur le r8le du corps cubique de discriminant -22 dans
1'approximation simultande ont été infirmées., Déja en 1950, Descombes et moi-
méme avions démontré, en reprenant les problémes d'approximation de nombres

complexes, que Cl(11)<ZVGE(ll) (Comptes-Rendus) , et la méme annde, Mullender
’ 1 9

‘ 4 .2
avait démontré dans les Annales que 022,32—ﬁ2-, quantité de trés peu supérieure

oY 2
Y Y%?i . Davenport, reprenant la méthode de Mull;nderj obtint en 1952
/4
(Proceedings London M, Soc.) 1'inégalité Cp > 46 = 2,60 ... qui constitue

la meilleure minoraEion actuellement connue de 02 . Enfin, la majoration de
Furtwéngler ngg'VQB a elle-méme été améliorée par Cassels en 1955 (Journal
London M. Soc.) qui obtient 02.§ % = 3,5 . Le résultat de Cassels a été intédgré
par Davenport dans le fasciculc suivant du méme journal A un exposé synthétique
dont nous donnerons plus loin une idée. Tel est 1'état actuel de la question.,

Nous allons examiner maintenant les méthodes utilisdes.

Les démonstrations les plus naturelles de 1'égalité Cl :‘JE‘ s'appuient
sur l'algorithme des fractions continues ; on a cherché pendant longtemps des
algorithmes analogues pour 1'approximation simultanée, mais en vain. Hermite
avait essayé d'appliquer & ce probléme la réduction continuelle de la forme
quadratique af(x -(}Z)z + by —-j?z)2 + 22 (a >0, b >0) , sans obtenir
"l'algorithme régulier" qu'il appelle de ses voeux dans cette lettre du 2 mai
1894 , adressée & Stieltjes, qui serait a citer longuement et dont j'extrais
cette phrase célébre : "La recherche des fractions g',~%n qui approchent le
plus de deux nombres donnés n'a cessé, depuis plus de 50 ans, de me préoccuper

et aussi de me désespérer”.

Les essais ultéricurs ont confirmé la difficulté de cette voie, et la plu-
part des algorithmes proposés en généralisation des fractions continues ne
fournissent pas dc bonnes approximations simultandes. L'algorithme de Jacobi,
par exemple, donne des enticrs gz , Xy 5 eee s X tels qu'il n'est méme pas
slr que ZA = X, tende vers 0, et la modification proposée par Chabauty et

Pisct, si elle écarte cette anomalie, n'assurec pas qu'on obtienne les meilleures
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approximations simultandes. D'aillecurs, le succés des fractions continues tient
aussi aux propriétés de périodicité qui sont ici,soit hypothétiques, soit méme
incompatibles avec de bonnes approximations simultanées. Pourtant, il me semble
que l'algorithme proposé par Furtwingler dans ses mémoires déja cités mérite-
rait d'8tre examiné plus A fond. Furtwéngler définit (par exemple pour n = 2)
e priori les triplets de meilleurs aporoximation (x , y , z) des deux nombres

o et fi par la condition que le systéme
\Zlé\z\ , max |X -d2z}, \Y—ﬁZ' < max \x -~z |, |y -3

est impossible en entiers X, Y, Z (avec des précisions pour les signes < )s
et il montre que si on range ces triplets par 3z croissants, 3 triplets con-
sécutifs ont toujours un déterminant de valeur absolue 0,1 ou 2., On re-
marque que Descombes et moi-méme nous sommes inspirés de cette idée pour défi-
nir les fractions continues complexes que j'ai utilisées dans ma thése. Notons
encore que davenport a récemment consacré un article A la généralisation, pour

n quelconque, de cette majoration de déterminant.

Devant 1'échec des méthodes algorithmes, ce sont les méthodes géométriques
qui ont formé les résultats mentionnés plus haut. Les progrés réalisés 1'ont
été, comme le montre clairement le dernier article de Davenport, tant en pre-
nant conscience de 1'égalité de la constante Cn avec un certain déterminant
critique, qu'en améliorant les procédés d'estimation de celui-ci (méme avant
que 1'identité précédente ait été démontréec). Cette identité de Cn avec un
déterminant critique n'est énoncé et démontré explicitement que par Cassels
(pour Cz) et Davenport (pour Cn) dans leurs articles cités de 1955, mais clle
était "dans l'air" depuis quelque temps, surtout depuis l'article de Davenport-
Mahler de 1946,

Nous allons donner une idée de la Aémonstration de cette égalité, en la
décomposant en deux inégalités dont aucune n'cst d'aillcurs dvidente. Précisons~

la d'abord en disant qu'il s'agit du détorminant critique de la portion de
n+l

R définie par ‘Xn+l) max & Xi}n {1 c'est-3-dire comme on le sait de la
l¢ign

borne inférieure du déterminant d'un réseau passant par O et n'ayant pas

d'autre point dans la région vrécédente. Désignons par Zln ce déterminant

critique.
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Démonstration de Cn 2,[3 . Si K<:£X1, des formes lindaires de détermi-

n
nant 1 ont toujours des valcurs telles que }Xn+1\ 1??§n ! Xil < }' ; c'est

le cas en particulier pour les formes Xi =X, -, 2 (1 £1i <n) Xi+1 =2z

donc tout serait démontré si l'on savait remplacer "des valeurs" par "une in-

. . . 3 . V' d 2’ ’
finité de valeurs". I1 suffirait de pouvoir satisfaire outre 1'inégalité préce-
dente, les indgalités KXi\ <€, ou £ est un nombre positif arbitraire et

i=1,2,...,n ; donc tout revient a démontrer que les régions

n
K : X max X, < 1 et
‘ n+1& l¢ien ‘ :Ls
. 3 ; n i=1....
kor Il me P L imlce @st

ont méme déterminant critique, soit A(K) = IA(Ka ) ; mais ceci résulte des

faits suivants

1°) d'aprés la théorie de Mahler (voir un exposé par exemple dans Chabauty,
Annales ENS LXVI) A(K&) — NK) quand ¢ —> o

2°) les K. se déduisent les uns des autres par des transformations unimo-

dulaires, donc ont le méme déterminant critique. Ces transformations sont défi-

nies par &4 £o n

X':'\.::X:i_-’?_ X;1+l:Xn+1kzI) ' (i:l’?""',n)-

Démdnstration de Cn :;{Xn . Elle est nécessairc parce que lecs formes Xi
qui interviennent dens 1l'approximation simultanée ne sont pas des formes quel-
conques ; leur matrice présentec, apres suppression de la derniére ligne et de la
derniére colonne, une matrice unité & n lignes et n colonnes ; la démonstra-
tion s'appuie sur un lemme de Davenport inspiré de Furtwangler qui dit qu'une
matrice d'ordre n+1 quelconque peut 8tre ramenéec, par une substitution uni-
modulaire des variables, & unc forme telle qu'apres suppression de la derniére
ligne et de la derniére colonne, on obtienne une matrice d'ordre n qui est
approximativement un multiple de la matrice unité ; précisément, & étant donné,
on peut trouve? N tel que la matrice ait la formg (aij) avec

84 - N| < n* pour i< n et iaij[ < N° pour i#j s 1et jgn.
A 1'aide de ce lemme, de démonstration assez technique, on prouve sans
difficulté 1'inégalité annoncée.



13-06

Théoréme de Furtwéingler. Etant donné un corps algébrique de degré k de
discriminant d , il existe dans ce corps et ses conjugués des formes lindaires
My, .., M de déterminant \}E telles que \Ml s eee s Mkl >1 pour tout

k
systéme de variables entiéres non toutes nulles. Si k=r+2s, r édtant le

nombre de conjugués réels du corps, et si M y M s +++ 4 M,  sont

2s+1 28+2 k o —
réelles, Mi et Mi+s dtant imaginaires conjugués , posons Xi + Xs+i \{~1=Mi\2
pour i <s et X, = Mi pour i 3> 2s+1

Les formes X, , ... , X, sont réelles et ont pour déterminant \{d\ ,

et on a évidemment
|y 1

=

k-1
X max ) X.) S \M, , ..., M
K leiek-1 1 - ! k
pour des valeurs entiéres non toutes nulles dgs vagiables, puisque -
2' uﬁii =M M

2
\Xi\ 4 \Xs-:-l 2 i i+s

Donc Ak 1 S \idl : c'est 1'inégalité de Furtwiingler.

Théoréme de Cassels. Dans le corps cubique réel de discriminant 49, il

existe trois formes linéaires L1 s L2 s L3 de déterminant 7 telles que

lL l pour tout systéme de variables entiéres non toutes nulles,
Posons |

X3 =13

L1 + L2
Xl =
2
- Ll - L2
5 =
}

Alors lX] max (Xl,X) (\Ll \L L, 3\ . Dans les

mémes condltions ;s comme X 3 ont pour déterminant % » ceci prouve

X
1 b
que A 2 et par suite C é%




