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Expose n~ 10

Nous nous proposons d’étendre aux demi-groupes réductifs certains résul-
tats de P. Dubreil ([4J) et, R. Croisot ~~ 1 ~ ~ ~ ? 1 ~ ~ 3 ~~ concernant les auto-

morphismes intérieurs dos semi-groupes. 0

1.- Demi-groupe réductifs.

Un demi-groupo est un ensemble da ns lequel est défini une opération uni-
voque associative. Un est un demi-groupe vérifiant la règle de sim-
plification des deux côtéso Un demi-groupe D est réductif à droite si la re-

lation ax = bx pour tout :w: {;. D entraîne a == b. Par exemple, 9 les demi-grou-
pes possédant un élément-unité à droite les semi-groupes sont des demi-groupes
réductifs ià droite. 0 Tout demi-groupe D réductif à droite est isomorphe au

demi-groupe dos translations à gauche de ’~ 9 ~;n faisant correspondre à l’ élé~
ment a la translation à gauche définie par V (’) a (x) = ax .

Un complexe H de non vide de D) est réducteur à
droite si la relation ah = bh pour tout h E. H a = b . 0 Tout com-

ploxe contenant H est aussi réducteur à droite. En pnrticulier, la réunion
de complexes réducteurs à droite est un complexe réducteur à droite. S’il en

existe, les complexes réducteurs à droite do D formés d’un seul élément sont
les éléments simplifiables à droite do D . 4 Si H et K sont des complexes
réducteurs à droite, le produit h~~ (ensemble des produits hk, où he.H, 9 
est un complexe réducteur à droite. En effet, si ahk = bhk pour tout 
et tout on a ah = bh pour tout h t:: H et a = b o Il en résulte que
l’ensemblo des complexes réducteurs à droite d’un demi-groupe réductif à droite
est un domi-groupe pour la multiplication des complexes. Si le produit MN
des complexes ~~ et N est réducteur à droite, le complexe M est réducteur
à droite. o En effet de am = bm pour tout suit amn = bmn pour tout

et a = b . o
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Proposition 1. 0 Si 03B1 est un automorphisme du demi-groupe D , le complexe H

est réducteur à droite si et seulement si (H) est réducteur à. droite.

Si H est réducteur li droite et si = bo(h) pour tout h 6 H , il

existe c d tels que l’on ait a== ~’(c) ~ b~ a (d) et =c(dh).
D’où ch=dh pour tout h c== d et a== b .

Inversement, si ost réducteur p droite et si ah = bh pour tout

o(ah) = = ~(b) o(.(h) . D’où et

a = b .

On définit d’une manière symétrique un demi-groupe réductif à gauche, un

complexe réducteur à gauche. 0

Un demi-groupe réductif D est un demi-groupe réductif à droite et à

gaucho. Par exemple, les demi-groupes possédant un élément-unité, les semi-
groupes sont des réductifs. Un complexe réducteur est un complexe
réducteur à droite et à gauche. Tout complexe contenant un complexe réducteur
est aussi réducteur. S’il en existe, les complexes réducteurs formés d’un seul
élément sont les éléments simplifiables de D o Si le produit UN de deux com-

plexes est réducteur, le complexe M est réducteur à droite et le complexe N

réducteur à gauche. Le produit de deux complexes réducteurs est réducteur. Donc

Proposition 2. des complexes réducteurs demi-groupe réductif D
est un demi-groupe pour multiplication des complexes. 

’ 

Dans la suite, nous désignerons par G" le demi-groupe des complexes ré-
ducteurs de D.

Un complexe H do D est s’il est réducteur et si pour
tout il existe b , c ~ D tels que l’on ait ha = bh et ah = hc pour
tout hG. H . Les éléments b et c ainsi définis sont uniques, puisque H

est réducteur. Tout complexe r-intérieur est contenu dans l’intérieur de D
c’est-à-dire l’ensemble des éléments tels que xD = Dx . Nous désigne-
rons par (V l’ensemble des complexes r-intérieurs do D et nous l’appellerons
le r-intérieur de D.

Théorème 1. - S’il n’est pas vide, le r-intériour ~ du déni-groupe réductif
D est rn sous-demi-groupo unitaire du demi-groupe E des complexes réducteurs

Pour tout couple H , il existe un couple H. , K tels

que l’on ait °



Rappelons qu’un sous-demi-groupe S d’un demi-groupe T est unitaire à

droite dans T si las relations xs é S , s e S , x w T entraînent x é S . Un

sous-demi-groupe est unitaire dans 7 s’il est unitaire des deux côtés.

/ _ > 
.Soient alors Il e Ù , K é, 0 Le complexa HK réducteur. Si e é D,

il existe b e.t c tels que l’on ait k? = bk pour tout ké K et hb = ch

pour tout h G H . D’où hka = hbk a chk pour tout hk ~ HK 0 On montre de môme

qu’il existe d vérifiant ab-k = hkd pour tout hk ~ IIK . Donc HK é Ô 
.,.x

est un sous-demi-groupe de O . 0

P , p 
1~’~ ~ ’ ~ ’ ~’~ ~"’~ ° Il existe ~ l l 

tels on

ai t amn = mnb1 et nb1 = c1n pour tout m E Î.i , ri C Î’ . D’où amn = mc1n et,
puisque 11 CSt réducteur, am * mci pour tout m~M o D’autre part, il existe

b2 et c2 tels que l’on ait an::: nb2 et mnb2 = c2mn pour tout ID E.. M ,
n ~ 

N. D’où man = mnb2 = c2mn et ma = c2m pour tout m~ M . Donc M ~l

et F est unitaire Et droité. On montre de môme que F est uni taire à gauche.
Soit Hi l’ensemble des éléments h1 de D pour lesquels il existe

h é’ H vérifiant hk * kh1 pour tout k é K . On à HK * KH1 et KH1 est ré°°°°
ducteur. Donc Hi est réducteur à gauche. o Soit ahi = bhi pour tout hi e xi .
On ’3o, pour tout k É K > °==° kbh1 Gt il existe a ’ ct b ’ tels que
ka * a ’ k , kb * b ’ k . D ’ °’i-. a ’ = b’, ka = kb et a = b * Donc

H1 est Comma KH1 ~ F, K É ’l£" Hi ~ ° , on a Hi " Ô . On mon-
trC de môme l’existence de K1 .. é-, Î tel que l’on ait HK = K1H.

Si le contre Z de D (ensemble des éléments de D permutables avec
chaque élément d0 D ) n’est pas vide,, l’ensemble g des complexes réducteurs
contenus dans Z est, ;l ’il n’ist pas .vide, un sous-demi-groupe de Ô .
L ensemble G Sera appela le r-centre ie D .

1> 
’ 

-°°°°°’~ 

Proposition 3 > S’- OE £§j? Un automorphisme dQ D , le aJ mplexe H est r-inté-
rieur si et seulement si iN (H) est r-intérieu:r: e

Si H est 03B1 (il) est réducteur d’après la proposition 1 et
la. proposition symétrique. o Si -~ i-- D , il existe a ’ tel que a = ce (a ’ ) et
b et C tels que lia’ . lih ot a’bi = i"iç pour tout yi ~ H . 0 D’où

* OE (h)? * ’ (bh) * CK (b) ~R (h) > 1 (a"h) = a,a (h) = =«(h)lX(c)
pour tout OE ’i (H) . Donc CÀ (Iij r-intérieur.

Inversement, si Cx (x) est x est réducteur. Il existe b’



et c’ tels que r~ (a) = b’ ~~.(h) et ~,~‘ (a) ~~.~(h) ~ ~~t (h~c’ pour tout

h cH. Si b’ == ~c (b) et c’ = ~~ (c) 9 on a ’~,(ha) ~ 
D’où ha = bh et = hc pour tout et Il est r-intérieur.

2.- Automorphismes intérieurs.

Soit D un demi-groupe réductif dont le r-intérieur Î n’est pas vide,
et soit H La correspondance a ~ b définie par ha = bh pour tout

h ~~ H est une application biunivoque de D sur D . , C’est de plus un automor-

phisme de 0 . , En effet, si a ’ .~..-.~ ia’ 9 on a b’h pour tout 

D’où haa’ = bha’ = bb’h pour tout 0 Nous désignerons par cet au-

tomorphismo et nous dirons que c’est un automorphisme intérieur de première
catégorie. ° L’application inverse b .r--~-~ a définie par bh = ha pour tout

h ~ H est aussi un automorphisme de D que nous appellerons automorphisme
intérieur de deuxième et que nous désignerons par 03B2H .

La notion d’automorphisme intérieur de première ou deuxième catégorie dans
un demi-groupe réductif D coïncide, lorsque D est un semi-groupe, avec la
notion d’automorphisme intérieur de première ou deuxième catégorie introduite
par P ° Dubreil ([4], ch. ° II) dans cette catégorie de demi-groupes. ° Lorsque D

est un groupe, on rctrouve la notion classique d’automorphisme intérieur.

Rappelons quelques définitions qui nous seront utiles dans la suite. Soit
T un demi-groupe quelconque. ° Une équivalence R de T est régulière à droite

si la relation a = b (R) entraîne ax ?- bx (R) pour tout x e T . Une équi-
valence S de Test simnlifiable à droite si la relation ay ~ by (S) en-

traîne a ~ b ( S) . On a les définitions symétriques. ° Si V est un complexe
quelconque de T 9 on désigne par l’ensemble des éléments x de T tels

que ax ~ V et par ’V’’, a l’ des éléments y de T tels que ya ‘ V ,
Au complexe V on peut associer l’équivalence principale à droite R.. et

l’équivalence principale à gauche VR définies respectivement par
a x b a = a ~ b ~ ) ~~..~~ ~T’ o a ~ V ° e b .

Les équivalences Ry et VR sont respectivement régulière à droite et régu-
lière à gauche. Le complexe V est net à droite dans T, si V . ’ a ~ ~
pour tout Il est net, s’il ost not à droite et à gauche. ° Le complexe V
est fort dans T , si entraîne V . ° a = V .’ 

‘ 

b . Il est

équirésiduel dans T si V. 
° 

a = Ø entraîne V’ , a = Ø ct inversement.
Le complexe V est réversible,, si, quels que soient a 9 il existe

x , y , z , t  V vérifiant ax = by , 



Désignons par I. l’ensemble des automorphismes intérieurs de première
catégorie et par I2 l’ensemble des automorphismes intérieurs de deu-xième

catégorie de D . o

Théorème 2. L’ensemble I. des automorphismes intérieurs de première catégo-
rie de D est un semi-groupe homomorphe au r-intérieur F de D . L’équiva-
lence régulière V définie par cet homomorphisme est simpliftable et~ s’il

n’est pas vide, le r-contre G de D est une classe mod T" .
~

L’ensemble I. est du groupe A des automorphismes de D .

et -~~~1~ j, =~uy ’ ° Par conséquent I. un

sous-demi-groupe de A ; comme A est un groupe , I. vérifie la règle de sim-

plification, c’est donc un semi-groupe. En faisant correspondre à H ~ F
03B1H~I1, nous voyons I. 

i 
est homomorphe à F .

L’équivalence 03A3 est simplifiable, puisque I. est un semi-groupe. S’il
n’est pas vide, le r-centre L.’ est une classe mod 03A3, car à tout G2 C

c--! 2014 ~
correspond l’automorphisme identique, et inversement tout complexe r-intérieur

engendrant l’automorphisne identique est un élément de Q .
Théorème 3. Le semi-groupe I. groupe si et seulement si I. = I2.
Pour qu’il en scit ainsi, il faut et il suffit que le r-centre Q soit non
vide et net dans F . L’équivalence }_ coïncide alors avec l’équivalence
principale à droite R;o définie dans F et on a l’isomorphisme I. 

La première partie découle du fait que I2 est l’ensemble des automor-
phismes inverses de ceux do !.. 

Si I1 est un groupe, le r-contre g n’est pas vide et Q est la clas-de 0-" . Comme 03A3 est ré-
gulière et simplifiable, on a, d’après un théorème de P. Dubreil ([4] , th. 21),
03A3 =Rp et I1

Inversement, si G n’est pas vide, g est une classe mod r" et un

de ~~ . ° Donc e de I. correspondant à cette
classe idempotent et par suite est élément-unité de I1, car dans un se-
mi-groupe un élément idompotent est toujours l’élément-unité. Si de plus Q
est dans F, l’élément e est not dans I. qui est alors un groupe.



Théorème 4. Tout demi-groupe T peut être plonge dans un demi-groupe réductif
D tel que tout automorphisme de T soit induit sur T par un automorphisme

intérieur de première catégorie de Do

Associons à T le demi-groupe T* défini de la façon suivante : si T

possède un élément-uni té, rp T’~ ~ sinon, T~ s’obt,ient à partir de T en lui

adjoignant un élément--unité. Désignons par e l’élément-unité de T~ , Le de-
mi-groupe T~ 

, 

est réductif et isomorphe au demi-groupe @ des translations

à gaucho de T . Soit A le groupe dos automorphismes de T~ o Les demi-

groupes A et ’~~ sont des sous-demi-groupes du demi-groupe P des applica-
tions de T* dans lui-même. Désignons par D le sous-demi-groupe do P engen-

dré par A et 0 . Le demi-groupe D est réductif, puisqu’il contient un

élément-unité, l’automorphisme identique ~ . Si 03B1 ~ A et 03B8 ~ 0398, il existe

)’f @ tel que l’on ait ~~ ~ ~ ex ~ ~ . En effet, si ~~ est la translation à

gauche correspondant à t E:. T* , si t = ci (t’ ) et si 6 est la translation

à gauche correspondant à t’ , on a ~~ ~.‘~ (x) = = ~c ~t’x) ~ ~( ~~~~x) . 0
Comme ~ ~ A ~ 0398, il résulte do ce qui précède que tout élément de D

est de la forme c~. a Dans le demi-groupe D, les éléments de A sont

simplifiables, donc sont des complexes réducteurs de D. . Ces éléments appar-
tiennent de plus au r-intérieur de D. En effet y on c,, si S e D

Identifions maintenant dans le demi-groupe D les éléments de 0398 avec

les éléments correspondants do T~ . Los demi-groupes T et T~ sont plonges
, 

dans le demi-groupe réductif D . L’automorphisme 03B1 de T* est induit sur

T* par l ’automorphisme intérieur ~c ~, de première catégorie de D défini par

Si T ~ = T , le théorème est démontre ; si T c T* , le théorème découle du
fait que tout automorphisme do T est induit sur T par un automorphisme de
~ . 0

-3.- Relations de conjugaison et d’équiconjugaison.

Ces relations, introduites d.Bns les semi-groupos par R. Croisot ([3])
peuvent être aussi définies dans les demi-groupes réductifs.



Nous considérons toujours un demi-groupe réductif D dont la r-intérieur

ÉÀ n’est pas vide. Un complexe Y de D est dit conjugué à droite d’un com-

plexe x , s’il existe x é 1,9 que l’on ait = Y . Nous avons alors

= x et x est dit conjugué à gauche do Y ; Le r-normalisateur d’Un
complexe X est l ’ensemble d=s éléments H de F tels que 03B1H(X) = X . N,us
le désignerons par NX . Si le n’est pas vide, on a G NX .

Nous appelons relation de conjugaison la relation suivante défi.nie dans D
et notée Ô :

a Ù b £----mk> est conjugué il droi te de a .

Proposition 4. La relation C est transitive.

Soient a @ b et b g"c Il existe jj K g Ç? tels que OE (a) - b
03B1K(b) * C . D’où * C .

Pour a £ D , on ci a ÉÎa si et seulement si jÎÉ / jlÉ . C’est immédiat.
?

Donc

Proposition 5. La relation d est une relation 4e préordre si et seulement si
Na / # pour tout a t D .

C’est le cas en particulier lorsque la r-centre n’est pas vide.

Théorème 5. 0 Pour que C 1.imit une relation d’éq uivalence, il faut et il suffit

qUe le r-normalisateur Na de Il soit non vi de »t net à. gauche dans i-’
pour tout a ~ D .

Si ÉÎ est un> relation d’équivalence, f est réflexive et on a ÙiÉ / /
pour tout a fl. D . Si H é F Ct Si b = 03B1H(a) , On a a Ù b et b (§ Î .
Il existe K~ F tei qUe a = o D’où «ma> = = «Kb> = Il .
Donc KH E’ Na G a qui est net à gauche.

a 
~ ~

inversement, soit (,.l’) / §É et net Éx gauche pour tout a é D . D ’après
la proposition 5, la relation Ci est réflexive et transitive. Il faut montrer
qu’elle est symétrique. Soit a F§b . il existe Ii , K e ( tels que cz a> - b
c ’ est-à-dire hl = bh pour tout h ~ " q , et KH e ’Ù)ÉÔ a ’ c t e st-à-dire kha= akh
pour tout h £ H et k e K . D ’ où kbh = akh et kb = ak pour tout k ; K .
Donc CÀ ~(b) = a et b ÔÎa .

relation Ô est Un° équivalence on particulier lorsque le r-centre G
n’est pas vide ct es t net à gauche dO,ns F.

La relation d’équiconjugaison à droite du complexe X de D est



définie dans le r-intéricur par

Cotte relation 03C1X est évidemment une équivalence. ,

Théorème 6. L’équivalence Px est régulière à gauche et simplifiable à gau-
che. Les classée de F mod Py correspondent biunivoquement aux différents

complexes conjugués à droite de X o

Au complexe Y conjugue à droite de X faisons correspondre la classe

mod ~y. constitue des éléments H de "’ tels que = Y . Nous
, définissons ainsi une application biunivoque.

Théorème 7. S’il n’est pas vide, le r-normalisatour du complexe X est

un sous-demi-groupe unitaire et réversible de F et de G . De plus, NX
est fort et équirésiduel dans F; c’est une classe mod py et l’on a

où ~ R est 1/équivalence principale à gauche associée ~ cj~ . Si en outre~~ ~’~ 20142014201420142014201420142014

!~ est net à gauche dans ~~ on a

Soient H , De =X et 03B1K(X) =X suit

03B1HK(X) = 03B1H03B1K(X) = 03B1H(X) = X . Donc HK ~ NX et est un sous-demi -

groupe de F .

Si avec T ~ F , on = X = = 03B1T(X) .
Donc Si 

avec on a =X = 03B1H03B1V(X) , ce
qui exige o( (X) = X et conséquent, HX est unitaire dans F,
et aussi dans &#x26; , puisque cr est unitaire dans E (th. 1).

D’après le théorème 1, il existe H1 , K.ëJ" tels que KH. = K H .
Mais KH. = K.H ~ NX . D’où, puisque est unitaire dans F , H, 
K1 &#x26; NX et NX est réversible.

Soit NX . T=03C6 avec T Si ’. T , on a VT&#x26;X . Il
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existe V, 6. F tel que VT = TV1 é NX et qui est impos-
sible. Donc T = 0 . On démontre de même l’inverse. Par conséquent, 
est équirésiduel dans F .

Le r-normalisateur est évidemment une classe mod ry . Comme py
est régulière a gauche et simplifiable à gauche, on a, d’après un théorème de
P. Dubreil ([4] , th. 21), ~~ et ~ est fort dans Si 3~
est net à gauche , l’égalité PX=RXR découle du môme théorème.
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