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GEOMETRIE INFINITESIMALE NES COURBES ALGEBRIQUES
PLANES OU GAUCHES SUR UN CORPS NE CARACTERISTIQUE p .

par Luc GAUTHIER.

La présentc étude de Géométric Infinitdsimalc m'a été suggérée par la lec-
ture de la conférence faite au Séminaire 4'Algebre 1l'an dernier par M. P. SA-
MUEL, sur les courbes plancs en caractéristique 2, et les travaux publiés avec
ses éléves : M, P. BOUGHON et Mlle J. NATHAN. La préscntation du théoreme 2,
concernant la classe d'unc courbe planc avait beaucoup choqué mon sens géomé-
trique ; bien entendu la définition de 1'équation tangentielle, et dc la classe
en géométric sur un corps de caractéristique p # O est purement convention-
nelle, et le résultat obtenu par M. SAMUEL cst incontestablement correct : c'est
donc simplement 1'habitude de conventions différcentes qui a provoqué mon
dissentiment. Comme les conventions auxquelles je suis habitué ont 1'avantage
d'8tre uniformément les mémcs quelle que soit la caractéristique du corps de
base, et quelle que soit la naturc du contact cnvisagé, j'ai pensé qu'il était

peut-étre intéressant de vous présentor mon point de vue.
Mon exposé comprendra trois partics :

Dans la premiérc partie, je rappellerai les notions A'algébre qui permettent
de définir ce qu'd mon avis il y a licu d'appeler "Géométrie infinitésimale en

caractéristique p".

Dans la seconde partie, je vous cxposcrai le moyen technique que j'ai mis
au point pour 1'étudier, c'est une transformation birationnelle que j'ai appelée

"perfectionnement" dec la courbe.

Dans la troisiémc partic, j'indiquerai quelques résultats. (Nous retrouve-
rons cn particulicer, dans lc cas de la caractéristique 2 et du contact ordinai-
re, les résultats dc 1'Ecole de M. SAMUEL).
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Rappel de la notion dc Place.-

Considérons dans un plan projectif (xl ) Xy x3) une courbe algébrique
F(x1 s Xy x3) =0

F étant un polyndme & cocfficionts dans un corps k .

~
Nous associons & k 1le corps k(t) des séries formmlles :

()
f::z_:_ a 'bh
h=«w

ol ahé.k ’ aQ)# 0 ; w ocnticr rationnel (positif, négatif ou nul) est appe-
14 1'ordre de f .

Un ensemble (El R §2 , §%) qui vérifie

¢st défini & un facteur prés, et donne a toutc fraction rationnelle

Rek (x1 » Xy s x3) mod F , définie sur la courbc, unc ‘valcur", Rek(t) ce

qui permet de passer aux courbes gauches.

N
En prenant pour r unc puissance convenable de t , on veut fairc cen

~v ”~~ . L3 ~
sorte que les X, €k [t], 1'unc au moins ayant un ordre nul : soit X5 (per-
. < e N , A-1
mutation éventuclle des indices). En prenant pour ? son inverse X3  , on
est ramené i la géométric affinc :
~s ~
x,y5y,1)
. n/ ’\‘ .
Si x, y¢k , on a obtenu un point dc la courbc.

~~

S'il n'cn cst pas sinsi, on dit que ¥ , vy définissent une "représenta-
~

tion paramétrique localc'. L'application f —>a, définit un point de la

courbe qu'on appelle "centre" de cctte représentation.
La possibilité d'effcctucr un chiangement de variable
t = g(t)

~
g appartcnant au groupe des sérics formelles d'ordre 1, définit unc relation
d'équivalence dans 1l'cnsemble des représcntations paramétriques locales con-

centriques. On montre qu'on peut toujours trouver un représentant de cotte
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classe, de la forme :

e
i
e
+
C'.

<
1
tq
(@]
+
™
3]
ct
’—a

les a; tous £0 .

Soit :
d=(n, ny , N, ceved)
Si d =1 1la représentation cst dite irrédductible. Si d > 1 , le changement
de variable : - a
t=t
a un sens, ot la nouvelle représcntation est irréductible.,
Ceci étant ranpeld, on appclle place unc classe d'équivalence de représen—

tations paramétriques locales irrdductibles.
On démontrc au sujet des places lc théoréme fondamental suivant

Sur un corps k algfbriquement clos, tout point de la courbe ¢st centre d'au

moins une place (et au plus d'un nombre fini).

On appellc Riemanniennc de la courbe 1l'enscmble de ses places. Si n > 1,
les dérivées partiellos premiéres de F s'annulent au centre de la place, qui
est un point singulier. En un point simple on a donec toujours n =1 . Une
place pour laquelle n = 1 est appelée simple : c¢n ramenant 1l'origine des

coordonnées au centre de la place, nous écrirons

X = x
~ &x h
y‘:Z: ahx

Choix d'une topologie dans lc corps des sérics formelles.-

Les séries forwelles formant un espace vectoriel il suffit de définir un

voisinage de zéro. Nous poserons par définition
n
t'"—=0 ‘quand n .—o00

et nous aurons un systemc dénombrable dc voisinages de zéro, cn appelant n-iéme

voisinage de zéro l'ensemblc Vn des sérics formelles d'ordre

w 2n+1
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. La considération de Vn définit dans z(t) une rclation d'équivalence,
f et § dtant équivalentes si leur différence est dans Vn . La‘fopologie
que nous avons définic est compatible avec la structure du corps k(t) car
cotte équivalence est un homomorphisme : elle conserve en effet 1l'addition et
la multiplication puisqu'on peut cncore 1'oxprimer en disant que T et E

. . n+l
sont équivalentes si clles sont congrues modulo t .

Notre topologie est également compatible avec la dérivation : on vérifie
en effet aisément que :
-~ 1’5)' _ ~
£t +4n) £(t)

Fn

> ’:\f:'('t)

~
ot Y £V et n -—o0 .
n-n

Elément dc contact d'ordre n .

On peut, avec ce qui précédc définir le contact de deux courbes algébri-
ques c¢n un point commun A.; je me bornerai, pour lcs besoins de la suite au
cas de deux places simples de centrec A

Soient deux places simples concentriques (appartenant & des courbes dis-
tinctes ou non), dont nous prenons le centrc comme origine de coordonnées

affines, munies d'un paramétre commun x @

~
1 §1 =x I x,=x
~ h ~ h
=S 5 -
I oy, =08, x I y,=}_b, x

Nous dirons que ces deux plagas ont un contact d'ordre n si la série
~ ~
formelle Yy - ¥p cst dans le voisinage Vn de zéro. Deux courbes algébriques
sont localement équivalentcs (n donnéd) en un couple de places simples concen-

triques, si ces deux places .ont un contact d'ordre n .

Nous appellerons "élément de contact d'ordre n" la classe d'équivalcnce
ainsi définie.

Remarque : le contact d'ordre 1, dit ordinaire, signific que :

!

Y1 = Y5

c'est-a-dire que les deux places ont la méme tangente.
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Mais jc ne vais pas au-dcla dec l'ordre 1 dans cette voie, car la défini-
tion du contact par 1'‘galité des dérivics successives, qui est traditionnclle
en caractéristique zéro, perd son scns psur n » p en caractéristique p

~ ~
(en caractéristique 2, par exemplec, y" = C ).

Les considérations qui prdécedent s'étendent suns aucunc difficulté aux
variétés algibriques dc dimensions quelconques, cn utilisant dos anneaux de

sérics formelles & plusicurs indétormindes.
L'ordrc de contact d'un hyperplan :

L=zu, x, + veeve +u_x_ =0
L 11 % r T

l'origine des coordonndes

n
o

avec unc place simple d'une courbe gauche contrée

X %, = x
1
|
~ h .
i X, = L agy, X i=2, ...,r

est n= W -1, ot Wecat 1'ordre de la série :
~ ~
= X + u, X,
L Uy Z-- i x5

Définition :

La géométric infinitdésimale en coractéristicue p ost 1'étude des 14—

ments de contacts de tous ordres, au sens que nous venons do préciser.

- I ~

Nous supposerons désormais lc corps do basc k de caractdristique
p# 0, parfait (tout él4ment de k est la puissancce p-iéme d'un élément de
k) : en l'abscnes de cotto dernidre propriété, il y aurait licu, dans 1'étude
de certains polyndmes, d'envisagor 1'extension finie du corps k dans laqucl-

le tous les cocfficicnts sont dcs puissances p-iémes.,

Perfectionnement d'unc courbe algébriquc

Considérons un plan projoctif P (xl > Xy s x3) ¢ Nous lui associons V
plans Pi : (xil » Xig o XiB) et sur la varidté de SEGRE produit dec ces W)+ 1
plans projectifs, nous envisageons la surface rationnellc (strictement édqui-
valente au plan P) d'équations :
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~ y-1 N -1 \
x? X?l seses x?l N \
p o p _
Rang X5 Xip eeees Xin eeees Xyo = 1
w=-1 N -1
2 By By xy,

Toute courbe algébrique

F(x1 » X5 XB) =0

admet sur cette surface unc transforméc birationncllc, que nous appelons son

¥ -ieme perfectionnement.

Cette transformation, csscntiellement 1ide a la caractéristique du corps

de base et & la relation
D

&

y=xX

fournit pour les courbes algébriques des modéles particulidrement commodes

pour 1'étude dos questions que nous avons 2n vue.

Pour simplifier, j'exposcrai cc point par voie purement algébrique en

coordonnécs affines.

Prolégoménes. -

I) si f(x , y) ost un polyndme €k [x , y], alors fFf = F est un polyndme
€k [’S, ”)] » ol g‘—‘ Xp s v) = yp , et réciproquement.

En effet
- o 3
f= E MQ{E = 2 %5j3 X y

3
FefPo (CM)P=T 1P =5 P P P

i --L_adﬁ X
. q 3
=L Ay B i)

N _ P
ou Aaq%" a°‘53
ct réciproquement puisque k ost parfait.

Corollaire : Cette propriété cst Zgalement vraic pour une fraction rationnelle
r(
IT) Soit f(x , y) un polyndme do k [x , y]:

1]

o

s Y) & k(x s Y) : I‘pek(g,")) o
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effectuons la division par p des cxposants @

i=pqg +* £ X <p
j=pa'+ 0z 3<p
On pcut mettre f sous la forme :
— I 1 2 of J's
- 3 ‘i =1 X P ,
f= E:; ® PR )x y =5 %}’ﬂ?x y
53 4,9 o5 f ]

(V']

c'est-a-dire d'un pelyndme & coeffici:nts B €k | ,/7] et & exposants dans

Ay
le corps des restes modulo p .

III) Soit r(x , y) wunc fraction rationnclic dec k(x , y) :

p_l =
r = £ = -f—D—-- = ,; G X yﬁ
g P = o,
g af

¢st un polyndme & coefficionts Cd.ﬂe k( &, 1) et & exposants dans le corps
"D

des restes modulo p .

Théoréme de Cldéture :

Lemmc : Si x est algébrique sur k ct si f(x) est son polynéme minimal
£'(x) #£ 0

En effet ¢ si f(x) =0, avec f'(x) # 0, 1'équation f£'(x) = 0 est une
équation de degré moindre vérifidc par x , en contradiction avec le fait que
f(x) est minimal. Si f'(x) = O , 1'utilisation du prolégoméne II montre que

4 . . A . 0]
f(x)ek [5] , et d'aprés I c'ost une puissence p-iéme : méme contradiction.
Théoréme : Si x ocst algdbrique sur k , il cst rationncl sur k(T).

Ce théoréme requicrt quelque minmutic : je nc donncrai ici qu'une bréve

indication sur sa démonstratiorn.
Soit f(x) 1le polyndme minimsl de x .

En caractéristique p = 2, lc nrolégoméne IT permet d'éerire f(x) sous la
forme d'un polyndéme a cocfficients dans ¥ Egj , dont les cxposants de x
sont 1 et O 5 1le coefficicnt de x n'est pas nul car c'eost f'(x) £ 0 d'aprés

le lemme.

En caractéristique p > 2, i1 y a lieu de Adterminer un multiplicateur g(x)

tel que
£(x) glx) = A(T) x + B(T)
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et on montre que ce multiplicateur g(x) a lcs propriétés suivantes :
(application du théoreme dc Wilson)

glx) = £'P7° nmod £

Ay = o7

i

mod £

I1 résulte alors du lemme quc 1'équation fg = C définit bien x rationnel
sur k(¥) . Bicn cntendu 1'existence du factour g introduit, on caractéris-
tique p » 2 dos solutions étrangéres, mais cola cst sans importance ct si-
gnifie seulemont qu'il y & plusicurs polyndmes f(x) qui conduisent 2 la méme

expression rationnclle sur k(i) pour cxprimer leurs racines.

Exemplc : Considérons 1'équation

X2~€L=C' (1)
en caractéristique p = 5.
On écrit successivement :
4 2
X = a
2
x5 =2~ x
X = is (2)
a

1'équation (2) cst vérifiéc non sculcment par les solutions x = iVF; de (1)

. . \
mais aussi par x =0 et x =1 V-a .

Premicr perfectionncment (en pro jection) d'uue courbe planc.
! P

Soit f(x , y) = O unc courbec plane, éventucllement réductible, mais
privéedc composantc p-uple. On a alcrs grad £ # 0 (démonstration analoguc au
lemme précédent). En un point non singulicr grad f # 0 , il cxiste au moins
unc des coordonnées pour laquellc la dérivdéc vartielle de f n'est pas nulle,
soit y .

D'aprés le thdorémec de cldture, on peut tirer
y = R(x)

o Rek(x ;N)) est rationnelle cn x & coefficients dans k(W)) . D'aprés

le prolégoméne III on peut 1'exprimcr sous la forme :
y = P(x)

o P est un polynéme cn x , & cxvosants dans le corps des restes mod P,

et & coefficients dans le corps k('&,fv).
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C'est cette repriscntation de y comme polyndme en x dc degré p - 1
au plus, dont lcs cocfficients sont des puissances p-iemes parfaites de frac-

tions rationnclles, qui constitue 1. nromier perfoctionncment de la courbe.

Réitération du proccssus.-

Considérons un coefficient A('g,n)) de P 3 on 8levant 1'expression

perfectionnde de y & la puissance p , on obticnt (prolégoméne I) :

‘) = Px) = P(T)

~
o

1

o P*ek(t? ;mP)il.

En reportant dans 4, on obticent une coxpression rationnclle en g s 2
coefficicnts dans k('sp ;fqp), qui ¢'apres le prolégoméne III pcut cncore
3tre mise sous la forme d'un polyndme cn 'g , A coefficicnts dans ce méme

corps, et a exposants pris dans les rcstes modulo v .

) '
En posant -gp =% , nP= M dans les cocfficicnts, puis § = xb

fob Y4

1'expression de y prend alors la forme d'un polynéme 6]{(§g/ﬁ)[x] CXpo-

. . 2
sants pris dans l'anneau des rostes medulce p~ .
Ceci cst le principe d'une récurrence qui conduit au résultat suivant

Il cst possible dc ropréscenter la courbe planc

flx,y)=0
par unc équation de la forme :
y = P(x)
ol P est un polyndme cn x de degréd p' - 1, au plus, & coofficients dans

by
le corps k(xpv P7y,

Perfectionnement des courbes gauches.

Nous définirons une crurbe gauchc comme transforméc rationnclle d'une
courbe plane :
1 Xi:Ri(u’ V) i: 1 i) 2 ] ©ceeocoe 9 r
I flu,v)=0

o feklu, v] ot les Riek (u, v).
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Bn offectuant un porfectionnement réitéré de f ct cn raisonnant sur les
fractions rationncllos Ri commc noug venons de le faire sur ‘A(E ,~7) on
obtient la représcntation :

v = P(u)

1
i

!
1 X, = Pi(u)

ou P ct les Pi sont dos polyndmes =n u de degré pY - 1 au plus, a coef-

~} .
ficients dans k(uP , v ).

Remarque :
I1 n'y a pas de difficulté essenticlle d étendre le processus précédent

aux variétés algébriques de dimension quclconquc.
- 11T -

Courbes plancs en caractéristique 2.-

Nous utiliscrons l¢ premier perfectionncrent pour étudicr le contact du

premier ordre. L'équation d'unc courbc ='éerit
y=Mx + N

oh M, N<£k(x2 s y2) ; ou bicn, con rendant 1'dquation cntiérc et on tenant
compte du prolégomenc I

A2x+82y+02:0 (1)

o 4, B, Ceklx, y].

L'équation de la tangente au point (XO 5 yo) de la courbe est

2 2 2
AO X + BO y o+ CO =0

secs coordonnées tangentiellces sont des carrés parfaits : nous retrouvens le
résultat de SAMUEL sur le point ual,

Les tangentes issues d'un point (xl s yl) ont leurs contacts qui doivent
vérifier, outre 1'équation (1) de la courbe, 1l'équation dec sa premiére polairc:

A2 X+ B2 v+ 02 =0 (2)

Cette courbe est "double” et passc par les évontuels points singuliers de la
courbe donnée, qui vérifiont A=B=0C=0C ,
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On pout convenir, avec SALUEL, on spécialisant (xl 5 yl) dans le corps
de basc, ou cn adjoignant lcs racinis de scs coordonnées, que la classc d'une
courbe de degré n sans singularité ost z n (n - 1) ; on peut aussi lui con-
sorver la valour n(n - 1) obtsnuc con caractéristique p # 2 ot convenir,
conformément au caractérc "double" de la polairc que dans lo faisccau des tan-

gentos issues 1'un peint, toutes los tongontes ont unc multiplicité paire.
ivece cettc convention, la forme adjointo (équation tangenticlle) cst

toujours un carré parfait on ceractiristique 2.

Exemple ¢

Reprenons le calcul classique de 1'dquation tangentielle d'unc conique ¢

2 2 2 a -
ay Xy +a, X, + 2 x3 + b1 %, %3 + b2 x3 x, + b3 xy x2 =0

Les coordonnécs tangenticlles de 1o tangente au point courant :

b3 X, b2 X, = P u
b3xl+ +b1X3:PV
by ¥y * by %y =pw
WXy +V X, +WXy= 0

sont lides par la condition expriment que ces équations sont compatibles pour
lcs velcurs (x1 s X5 5 X3 P) non toutes nulles. Le déterminant classique,
symétrique, cst en caractéristique 2, cn mdmc temps, antisymétrique, donc carré

parfait :

D= (b,u+h v+ bau) =0
2

2

Courbes planes cn caractiristique 3.-

Daps le but d'étudinr los points d'inflexion cen caractéristique 3, nous
utiliscrons lc premier porfectionnement. Une courbs de degré n , dont 1'équa-

tion réduitc d'aprés lc proldgoméne II cst @

2 L
A Ly +3, ,¥y+C = 0

. 3 .
ol A, B, Cék[x, y 1 avee dos degrés ¢gaux aux indices (en variables
homogéncs) s'exprime succegsivement sous lus formes s

(hy-B)R=B°-240
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puis, par élévation au carré et réarrangcment des termecs :

” - 2
(hay-3°y=a’By +B2ca4+0°a

. - ’
ct, lc sccond membre étant a son tour r duit en x, nous obtcnons cn coordonnées
homogénes
]
n.—

(y -B)Y’ y=%g 2z2+M;__lx+I-:“ z

bis
2
Par deux dérivations succucsives nous obtenons :

(4 y—-B)) y' = - H3 X +I~13
(47 -B)° y" = -
Ainsi lcs points d'inflexion sont obtcnus, (lcs points singulicrs éventuels

étant mis & part), par 1'interscction dc¢ la courbe donnéc, avee sa Hessienne :

32
H , =0

Cette courbe cst "triple” : nous convicndrons de dire qu'il y a encore, comme
cn caractéristique p # 3,
i=3n(n-2)

points d'inflexion, chacun ayznt une multiplicité multiple de 3.
La tangentc en un point d'inflexion (xo ; yb) a pour équation :

3 3
(Ao o - BO) y =¥yx + Ng z

3 3
Xo s yo)-

Nous voyons ici apparaitrc un. premiére généralisation des résultats de

ses coordonnées tengenticlles appartiennent au corps  k(

M. SAMUEL on peut, enoffet démontrer lc théoréme suivent :

Théoreme : Dans un cspacc projoctif a p coordonnécs homogénes, une courbe
algébrique sans singularité, d'ordrc n 5 dc genre g , admet des hyperplans
osculateurs & contact d'ordre p - 1, on nombre

pln+ (p-1) (g-1)]

et si la caractéristique du corps de basc cst p , ils ont tous la multiplicité
p (ou un multiple de p), et leurs coordonnées tangentielles apparticnnent au
corps k(x?). 11 pout également arriver, que le contact d'ordre p - 1 ait
licu en tous les points de la courbo.
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C'est cec qui aurait lieu, cn caractéristique 3, pour les courbes véri-

fiant H =% 0 , dont tous lcs points sont d'inflexion.

Courbes gauchcs cen carcctéristique 2.-

Dans le but d'étudicr Ass contacts dont 1'ordre dénmassc la caractéristi-
que du corps de buse, nous utiliserons le second psrfectionnement. Considérons

dans l'cspace &4 trois dimcnsions la courbe :

y = A4 x3 + B4 x2 + C4 X + D4
) (1)
z = L4 x” + M4 x2 + N4 X + P4

que nous allons couper par lc plan
u(x - xO) + v(y - yo) yw(z - zo) =0

passant par le point (xO s Vo o ZG) de 1la courbe. En prcnant pour paramétre

local : o
X=Xy 4 t
les premiers terme:z des séries formellcs ’§ ,'; sont
4, .2 4 .3
y yo-(.(A +C)t+(1 ‘+B0)t+AOt + see0oo

ot analogucs. Ils permcttont de former sans difficulté 1'équation du plan
osculateur au point (xo s Yo o zo) ot doc constater que ce plan a en général

un contact du sccond ordre avee la courbe.

Les points ou le plan est surosculatour, c'est-a-dirc préscnte un contact
d'ordrc 3 au moins sont obtenus cn cesociant aux équations de la courbe (1)
la condition :

A4X+B4 L4x+}14 4
K 4 = (AM+BL) =0 (2)

et si (xo s g o zo) cst un tel point, le plan osculateur a pour équation :

4 4 4 4
(AO N, + G LO) x+Lyy+Ayz+ (AO P0 + Dy LO)

Ainsi les é1émonts de contact 4! ordrv 3 ont leurs coordonnées tangentielles
qui apparticnnent au corps (xo , yg 5 zo) » ot la surface quadruple (2) qui
les déterminc (cn supposant A M + B L 4 0) montre que lour nombre, détormi-

né par un procédé canonique valsble en toutp caractéristique, est donné par une
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formule valable cn toute caractéristique, & condition de convenir qu'en carac-

téristique 2, ils ont tous la multiplicité 22 = 4.

Co résultat fait apparaitre une nouvelle géndralisation des résultats pré-

cédonts ; on peut, on effet, démontrer le théoréme suivant @

Théoréme : Si une courbe algébrigue définic sur un corps de caractéristique p
admet un nombre fini A'éléments do contect d'ordre n , ¢t si p” est la plus
hautc puissance dec p qui divise n + 1 , ces éléments de contact ont tous la
multiplicité p° (ou un multipl. 4o p' ), et leurs coordonnées tangenticlles

(ou grassmannicnnes) appartienntnt au corps k(x?) .

Cec résultat généralise a unc courbe de genrc quelconque celul obtenu sur

ce méme sujct par HASSE, pour lus courbes de gonre un.,

BIBLIOGRAPHIE

P. SAMUEL

Courbcs plance cn caractéristique 2.
Séminairc P. DUBREIL. Algébre et Théorie des Nombres, 8,

1934/55, exoosé 13,

P. BOUGHON. J. NATHAN. P, SAMUEL : Courbes planes en caractéristique 2,
Bullctin Société mathématique de France, T. 83 (1955)
p. R75,

H. HASSE

oo

Zur Theorie der abstrakten elliptischen FunktionenkSrper,
Jeurnal fiir die reine und angewandte Mathematik (Crelle),
t. 175 (1936) p. 55, 65, 193.




