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SYSTEMES MINIMAUX DE RELATIONS FONDAMENTALES
DANS LES GROUPES D+ RANG FINI,

par J. PETRESCO.

Deux groupes étant définis par deux systémes de générateurs et deux sys-
tdmes de relations fondamentales, le probléme se pose de reconnaitre s'ils

sont isomorphes ou non - c'est ce que Kurosch [4] appelle le probléme de 1'i-

somorphie. I1 s'agit en fait de développer une théorie des relations fondamen-
tales, autrement dit une théorie des systémes d'équations en upe seule opéra-
tion. Les résultats connus dans cette direction se réduisent A un théoréme de

Lévi [1] et & un théoréme réciproque de Magnus [ 3], traitant de grouves libres

et de systémes minimaux de relations fondamentales. Nous nous proposons de

généraliser la relation de Lévi-Magnus, aux grounes quelconques de rang fini.

1.~ Construction des suites de générateurs.

Considérons un groupe G de rang fini, c'est-a-dire un groupe admettant

une suite finie A =ja, , +.. , &
1 n

le groupe libre engendré par n éléments et notons A = §a1 s eee s 8y i la

de générateurs. Soit d'autre part F ,

suite de ses générateurs. D'aprés le théoréme de Dyck, il existe un sous-grou-
pe normal N de F tel que G soit isomorphe & F/N ; c'est 1'ensemble des
é1léments de F qui correspondent & 1'unité 1€G dans 1'homomorphisme de G
sur F établi par 1l'application Ei > 8y 1 =is<sn . Pratiquons 1'identi-
fication G = F/N , en posant Ei = ai.N , et si a«F , notons a la classe
aNeG ,

1.1.- 81 X = iil s eee s Em} est une m-suite de générateurs de G , et

X = ixl s eee s X ] une m-suite de représentants xjgij y 1 €£j sm, il

existe une n-suite i«l s vee 5 x_{ d'é1éments de N, telle que

nj

F = [X 3 dl , o e , unja

Si G =(Xx], Ei € G entraine

a,N =§i =f(5£j) =f(xjN) :f(xj) N,1sisn,
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+1
ol f(ij) est un produit d'éléments de la forme xj_ de sorte que
= J
ay = f(xj).mi S
et endéfinitive F=[al, oo e ’au] =[X1, cew ,Xm,‘xl, ces ’O(n]o

. €G , considé-

o § ) — .
Si V= (V10 oo ,‘vms est une m-suite de variables vJ

rons la m-suite L{/‘V = %vu?vl s ey YV }, définie par :
g \¥VJ = Vj 5 3 # jo
) ¢

v. =398,(v.) . v.
(.. i g 7 1 Jg

ou Sl(vj) et Sz(vj) sont deux produits d'éléments de la forme
+

1
() .Sz(vj),gzil

vj avec J 75 jo . On a évidemment
(2) [v] = [yv]
car

(3) vj0

-1 -1 £ £
[Sl (vj) -k%vjo ° 82 (vj)] = Pl(vJ)-(\?ij)o P2(vj) =

<
P (gvy) -(Lyvjo) « Pylyvy)

1]

ol Pl(vj) et P2(vj) sont également des vroduits d'éléments de la forme
+

-1 .
vy avec i # g -

Soit maintenant %m(G) l'ensemble des m-suites }E de générateurs de
G . A chaque X on peut faire correspondre la m-suite l?X , qui s'obtient
4 partir de @V en remplagant vy par :—cj , pour tout j ; d'aprés (2) ,
$X est également une m-suite de générateurs de G . La correspondance
J-{.M;Q}—( , détermine donc une application ¢ de EFGm(G) dans lui-méme, que nous

appelons transformation simple. (3) implique qu'il s'agit en fait de transfor-

mations de ﬁ(m (G) sur lui-méme et que 1'inverse d'une transformation simple
est une transformation simple. En définitive, 1'ensemble (Jg((}) des produits

\%/ de transformations simples “? est un groupe que nous anpelons groupe de
Nielsen d'ordre m attaché &3 G .

Nous avons démontré dans un exposé précédent [ 5] que, dans le cas o G
est un groupe libre, ‘a’bm(c) est transitif sur O (G).

Dans le cas d'un groupe quelconque G de rang fini, considérons 1'ensem-
ble %im(G) des {m + n-suites de la forme

—-1 — — —
X =ix,1\, ...,1}

ol X est une m-suite de générateurs de G .
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1.2.- Le groupe de Nielsen "Cfg‘nm(G) est transitif sur n){;n +n(G) .

Considérons deux {m + n-suites de %xim((}) , soit

Sl = PR R ;
S AR B S SRS U

U st

7 n
avec X , ie‘lél(e). Si X et Y sont deux m-suites (d'é1léments de F)

composées avec des représentants Xj eSZj et yj eij des classes appartenant
4 X et Y respectivement, on peut, d'anrés 1.1, déterminer

o €N et }SieN (1€ 1isn), tels que

F:[X,okl, ...,dn]=[Y, )31; -u,ﬁn]'

Le groupe de Nielsen Dl%m(F) dtant transitif sur 1'ensemble S(;inm(F)
des (m + n-suites de générateurs de F , il existe donc une transformation
13 M{n +n(F) telle que

(4) ‘*’Ex’dl’ v ST B e B )

J
Si maintenant  est une transformation simnle ¢ %mn(F) , c'est-a-dire
une transformation de %mm(F) définie par (1) , ol les variables
vjé‘F et 1€ j<m+n, considérons la transformation L? de %mm(c') ’
définie par (1) ol 1'on a remplacé vy par ;j €G et qui est évidemment une
transformation simple e k}({nm(G) . Ona

Cf‘—’.'] =‘§=\?Vj ’ J?‘JO

s= iz ot =y z _
§v; = Sl(vj)‘ vjo . Sz(vj) "Sl(vj)’ vjo . Sz(vj) = &(ijo

0
c'est-a-dire, pour tout j ,
5! PV, = . e
(5") PV = Py
Plus generalemint, Oil peut attacher a chaque P o= k?r eoe g et)'(&m(F) ,
la transformation ¢ = P, ... P € Mﬁwu(G) et 1'on a d'aprés (5') ,

(5) \PVJ. = &% \(/l VJ. = cFr \{)2 \.?1 Vj =:Fr @3 ‘?Z‘Pl Vj =\(>r ...@117.j =
= \kvj .
On a par conséquent, en appliquant (5) , dans le cas de ¢ e%m((})

attachde & la transformation S ﬁfzonm(F) de (4)

‘}ia:‘l’xa:i; y 1€ jsm,

I:\L&.:\‘;Q{i:ﬁi:i s 1 £ia&an ,

i

3
et en définitive gl - ¥ .
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On peut, en utilisant 1.2, construire & partir d'une suite de générateurs

de G , toute autre suite de générateurs.

L'utilisation de la représentation de G comme groupe quotient F/N de
F est nécessaire uniquement pour la démonstration de 1.2 , de sorte que dé-
sormais nous pourrons noter les éléments de G par a , X , ¥y , VvV, ... au
lieude @ , X , ¥ , V5, «.. et de méme les suites d'éléments par 4 , X,
Y, v, ...

2.- Transformation des relations par le groupe de Nielsen.

2,1-V = }, 1 £j £m, étant une m-suite de variables appartenant a
G et W,eJG(G) , on peut associer A chaque j un produit f, (vk) , 1lsksm,

d'éléments de la forme vil tel que

,=f.(v.) .

¥ Vs J(k)

Si \g est une transformation simple on a évidemment, d'anrés (1) ,
quj = fj(vh) , 1l shsm ,

D'autre part si la propriété est valable pour tout produit de r trans-
formations simole et si nous considérons ¥ =\ . ;. ... §; s Ona d'aprés

1'hypothese
\eroo-\?]-vh:fi;(vk>,lsk$m,

et par conséquent
AP Tpa1 p oo ﬁﬁvj = fé(f} cev th) f'[f"(vk)] f, (vk)
Notons fgl(vk) le nroduit associé & qx—l et & chaque j , tel que
ervj = ffl(vk) .

Si maintenant R(v ), 1 €3 <m, est un vroduit d'éléments de la forme

+
vg ! , nous appelons transforme par v de R(v ) , le produit d'éléments de
la forme (\yv )=l , suivant :
[Rev) 1Y = AT yw) D 5
on a
R(v,) = ROy yv,) = ReT (yvy) 1= [R(v) T V.
J J J k J

donc

(6) R(v,) = 1 & [R(vj)]‘i’ -

c'est-a~dire qu'une relation entre les éléments de V se transforme en une

relation entre les éléments de V¥V, qui lui est équivalente.
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2.2.- 51 R (v.) =1, 1 st =8, est un systéme de relations fondamentales

pour V , [R (vJ) 7Y= 1 est un systéme de relations fondamentales pour WV ;

si Rt(vj) 1 est minimal, [R (v YW= 1 est également minimal.

a) D'aprés (6) : si R(x{_ij) = 1 est une relation entre les éléments de
vV, LR(u{v IV 1 st une relation entre les éléments de V et si
R (vJ) =1 est un systéme de relations fondamental«,s pour V
Ry(vy) =1 —> [R(WV)]‘V s

mais alors, toujours d'aprés (6)

[Rt(vj)]‘*; 1> Rlyv) =1 .

b) Si Rt,(\pv )=1, 1< t'ss", s'«< s est un systdme de relations
fondamentales pour YV , [Rt.(\yv )]‘“(’— est d'aprés a) , un systéme
de relations fondamentales nour V , ce qui contredit 1'hypothése que
Rt(vj) =1, 1<t s, est minimal,

3.- Systémes minimaux de relations.

X édtant une m-suite de générateurs de G , notons ?(X) =m, et soit
+(X) 1le nombre des relations d'un systeme de relations fondamentales pour X .
Considérons 1

X =LX, ‘];‘, 30051} erﬁﬂ"'n(G)
autrement dit la (m + d-suite de générateurs de G :
1 s ~ .
X" = Z~X , 51 5 eee ’Bn} avec les relations 31 =1, cu0 4 Bn

Si Rt(xj) =1, 15t cy(X), est un systéme minimal de relations fondamen-

tales pour X ,

Rt(xj) , L=t s X)) gi-_— l1,1=isn,
est un systéme minimal de relations fondamentales pour X1 .
Si maintenant y EJQM(G)
Yo -
(7) [RyGe)Tt= 1, (g t=1

consilsitue , d'avrés 2.2, un systéme minimal de relations fondamentales pour
VX~ . Supposons que Wy soit telle que

T .
v =1, 1<gisn

X est alors une m-suite de générateurs de G . Soit R',(\Px ) =

1 st s ry(\}/X) un systéme minimal de relations fondamentales pour % X .11
s'ensuit que

RU(yxg) =1, 95y =1
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est un systéme minimal de relations fondamentales pour ﬁ’X et comme il en

est de méme pour (7) , on déduit (X) + n = o($X) + n, et par conséguent

(8) (X)) =(X)

3.1.- le_nombre o (X) est le méme nour toute m-suite de générateurs de Gi

Si en effet Y1 =<iY s lml—J}L_L,1§ est une suite quelco?que ?e
o o . 2 n = - X
Qk%+n(G) , il existe d'apres 1.2, \ke»%h+n(G) telle que WX" =Y -, et

puisque \yﬁi =1, 1€is<n, onad'aprés (8) , ~(¥) =qo{(yX) = (X) .

Soit maintenant r(G) 1e rang de G , c'est-3-dire le nombre d'éléments
d'une suite minimale de générateurs de G , soit A=E?1 s ece s ar(G)} et
s(G) , le nombre Ae relations d'un systeme minimal de relations fondamentales
pour A , qui d'apres 3.1, est le méme quelle que soit la r(G)-suite de gé-

nérateurs de G .
3.2.- Quelle que soit la suite X de géndrateurs de G on a
P() - (%) = () - a(c) .

Considérons en effet la P(X)—suite

A ?(X) :{al 9 eee ar(G) 5 l’I’(G) 10 00 g?(x)l

de générateurs de G , avec Sr(G)+l =1, .0 B (X) =1 . Si Rt(aj) =1,
1 =j =8(G) , est un systéme minimal de relations fondamentales pour A ,

-

Rt(aj) =1, E’I‘.(G)+1 =1, ..o, S?(X) =1
est un systéme minimal de relations fondamentales pour A §(x) de sorte qu'en
appliquant 3.1 on a
o-(X) = s(6) + p(X) - r(a) ,
d'olu 3.2,
Si o(X) est infini, 3.2 reste valable, car on sait que dans ce cads, G

ne peut pas 8tre défini avec un systéme fini de relations fondamentales. B.H.
Neumann [2] a donné un exemnle de groupe de cette espeéce.

Dire que G est libre équivaut a woser s(G) = 0 » de sorte qu'on déduit

comme cas particulier de 3.2

Théoréme de Levi [1].8 G estun groupe libre, on a pour toute suite de

générateurs X , ©(X) - ¢ (X) = r(G) .

Théoréme de Magnus [ 3] . Si pour une certaine suite de générateurs X , on a
PX) - ¢(X) =r(G) , G ost un groupe libre.
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