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Exposé n° 1

_ w ~.. ~. * ~.

Deux groupes étant définis par deux systèmes de générateurs et deux sys-
tèmes de relations fondamentales, le problème se pose de reconnaître s’ils

sont isomorphes ou non ’ c’est ce que Kurosch [4] appelle le problème de l’i-

somorphie. Il s’agit en fait de développer une théorie des relations fondamen-

tales, autrement dit une théorie des systèmes d’équations en upe seule opéra-
tion. Les résultats connus dans cette direction se réduisent à un théorème de

Lévi [l] et à un théorème réciproque de Magnus [3] ~ traitant de groupes libres

et de systèmes minimaux de relations fondamentales. Nous nous proposons de

généraliser la relation de Lévi-Magnus, aux groupes quelconques de rang fini.

1.- Construction des suites de générateurs.
Considérons un groupe G de rang fini, c’est-à-dire un groupe admettant

une suite finie A = {à. ~ ... , a ~ de générateurs. Soit d’autre part F ,

le groupe libre engendré par n éléments et notons A = ~a. ~ ... , la

suite de ses générateurs. D’après le théorème de Dyck, il existe un sous-grou-

pe normal N de F tel que G soit isomorphe à F/N ; c’est l’ensemble des
éléments de F qui correspondent à l’unité 1 ~ G dans l’homomorphisme de G

sur F établi par l’application ai  ai, 1  i ~ n . Pratiquons l’identi-

fication G = en posant a. = ai N , et si notons a la classe

aN~G . 0

1.1.- Si X = {x1 , ... , xm) est une m-suite de générateurs de G . et

X = {x1 , ... , xm) une m-suite de représentants xj~xj, 1 ~ j ~ m , il

existe une ... , d’éléments de N , telle que

Si G ~ ~ X ~ , â . 1 E G entraîne



Il
où f(x.) est un produit d’éléments de la forme x." de sorte que

J J

et en définitive ... , = ... , x ~c~ ~ ... ~~ D*

Si V = {v1, ... , vm} est une m-suite de variables considé-

rons la m-suite = {03C6v1 , ... , 03C6vm }, définie par :

où S.(v.) et sont deux produits d’éléments de la forme
+1 

J J

v. avec j ~ j0 . On a évidemment

où et sont également des produits d’éléments de la forme
~ 

J J

v-1j avec J ~ j0 .

Soit maintenant Wm(G) l’ensemble des m-suites X le générateurs de
G . A chaque X on peut faire correspondre la qui s’obtient
à partir de ç V en remplaçant v . par x . , pour tout j ; d’après (2) ,

- J J
yX est également une m-suite de générateurs de G . 0 La correspondance

1 ->qX , détermine donc une application 03C6 de (G) dans lui-même, que nous
appelons transformation simple. (3) implique qu’il s’agit en fait de transfor-.
mations de sur lui-même et que l’inverse d’une transformation simvle
est une transformation simple. En définitive, l’ensemble ()§g(G) des produits

j> de transformations simples 03C6 est un groupe que nous anpelons groupe de
Nielsen d’ordre m attaché à G 0

Nous avons démontré dans un exposé précédent (5] que, dans le cas où G

est un groupe liÉre, est transitif sur Xm(G).
Dans le cas d’un groupe quelconque G de rang fini, considérons l’ensem-

ble des (m + n-suites de la forme

où X est une m-suite de générateurs de G o



1.2.- Le groupe de Nielsen Xm+n(G) est transitif sur X1m+n(G).
Considérons deux pi + résultes de ~~~(~) ~ soit 

avec X, Si X et Y sont deux m-suites (d’éléments de F)

composées avec des représentants x . e x . et y. E. 00FF. des classes appartenant
- - J J J J

à X et Y respectivenent, on peut , d’anrès 1.1, déterminer

N et N (1 ~ i ~ n) , tels que

Le groupe de Nielsen Hm+n (F) étant transitif sur l’ensemble Xm+n(F)
des (m + résultes de générateurs de F ~ il existe donc une transformation

e’ (F) telle que 
, ,

Si maintenant 03C6 est une transformation simple ~ Xm+n(F) , c’est-à-dire
une transformation de défini.e par (l) ~ où les variables

et / considérons la transformation LP de Xm+n(G),
définie par (l) où l’on a remplacé v. par v. fG et qui est évidemment une

transformation simple ~ ~ (G) . On a
m+u

c’est-à-dire, pour tout j,

Plus généralement, on peut attacher à chaque = t~ r ... ‘~~ g. +n (F) ,
la transformation 03C6 = 03C6r ... 03C61 ~ Xm+u (G) et l’on a d’après (5’),

On a par conséquent, en appliquant (5) , dans le cas de 
attachée à la transformation y E ~’(m+~(F) de (4)

et en définitive ~ X~ = Y~ .



On peut, en utilisant 1.2, construire à partir d’une suite de générateurs
de G , toute autre suite de générateurs.

L’utilisation de la représentation de G comme groupe quotient F/N de

F est nécessaire uniquement pour la démonstration de 1.2 ~ de sorte que dé-

sormais nous pourrons noter les éléments de G par ...au

lieu de a ~ x ~ y ~ ~ y ... et de même les suites d’éléments par A ~ X ~

Y , V , ...

2.- Transformation des relations par le groupe de Nielsen.
2.1- V == étant une m-suite de variables appartenant à

G et ~e36(G) ~, on peut associer à chaque j un produit 1 ~ k$ m ~
~~, ’ m ’  

~ " "2014’ - ’" ’ ’ " ’’ " ’ " ’ ’" j **-

d’éléments de la forme v. 
~- tel que

Si est une transformation simple on a évidemment, d’après (1) ,

D’autre part si la propriété est valable pour tout produit de r trans-

formations simple et si nous ... on a d’après
l’hypothèse _

et par conséquent

Notons f. (v.) le produit associé à 03C8-1 et à chaque j , tel que

Si maintenant R(vj) , 1 ~ j ~ m , est un produit d’éléments de la forme

v±1j, nous appelons transformé par 03C8 de le produit d’éléments de
la forme (03C8vj)±1, suivant :

j

c’est-à-dire qu’une relation entre les éléments de V se transforme en une

relation entre les éléments qui lui est équivalente.



2.2.-Si R (v.) =1 ~ 1 ~t ~s ? est un système de relations fondamentales

pour V , [Rt(vj)]03C8= 1 est un système de relations fondamentales pour 03C8V;
si Rt(vj) = 1 est minimal, [Rt(vj)03C8= 1 est également minimal.

a) D’après (6) , si R(03C8vj) = 1 est une relation entre les éléments de

~V 3 LR(~v.)]~ 1 est une relation entre les éléments de V et si

R (v.) = 1 est un système de relations fondamentales pour V
t J .

mais alors, toujours d’après (6)

b) Si Rt’ ( ’v .) = 1 , 1  t’  s’ , s’ : s est un système de relations

fondamentales pour 03C8V , [Rt,(03C8vj)]03C8-1 =1 est d’après a) , un système
de relations fondamentales pour V , ce qui contredit l’hypothèse que

= i , est minimal.

3.- Systèmes minimaux de relations.
X étant une m-suite de générateurs de G , notons y(X) = m , et soit

g-(X) le nombre des relations d’un système de relations fondamentales pour X .

Considérons

autrement dit la (m + (+suite de générateurs de G :

Si = 1 , 1 .~ t ,.~ (x~ 9 est un système minimal de relations fondamen-

tales pour X,

est un système minimal de relations fondamentales pour X
Si maintenant ~ ej~ (G)

~ m+n

constitue, d’après 2.2, un système minimal de relations fondamentales pour
Supposons que ~i/ soit telle que

tX est alors une m-suite de générateurs de G . Soit 1 ,
1 ~ t’ ~ ~-~ un système minimal de relations fondamentales pour ~ X . Il

s’ensuit que .



est un système minimal de relations fondamentales pour et comme il en

est de même pour (7) 9 on déduit ;~ (X) + n = ce( + n , Qt par conséquent

3.1.- Le nombre est le même pour toute m-suite de générateurs de G.

Si en effet Y 1 == ~ ( Y ~ ,l,.j;_... ~~j_J- ~ est une suite quelconque de

X1m+n(G), il existe d’après telle que 03C8X1 = Y1 , et
puisque 03C803BEi = 1 , 1 ~ i d’après (8) , rr(Y) = = 03C3(X) .

Soit maintenant r(G) le rang de G , c’est-à-dire le nombre d’éléments
d’une suite minimale de générateurs de G , soit A=~a. ~ ... ~ et

s(G) , le nombre de relations d’un système minimal de relations fondamentales
pour A ~ qui d’après 3.1~ est le même quelle que soit la r(G)-suite de gé-
nérateurs de G . 0

3.2.- Quelle que soit la suite X de générateurs de G on a

Considérons en effet la 

de générateurs avec ~.~)~i = 1 .... , ’ ~~ = 1 . Si R~(~) = 1 ,
1 ~j ~ s(G) , est un système minimal de relations fondamentales pour A ~

1 
- .

est un système mi-nimal de relations fondamentales pour A 03C1(X) de sorte qu’en
appliquant 3 .1 on a

d’où 3.2.

Si a-(X) est infini, 3.2 reste valable, car on sait que dans ce cas, G
ne peut pas être défini avec un système fini de relations fondamentales a B.H.
Neumann [2] a donné un exemple de groupe de cette espèce.

Dire que G est libre équivaut à noser s(G) =0 , de sorte qu’on déduit
comme cas particulier de 3.2 :

Théorème de Levi [1] . Si G est un groupe libre, on a pour toute suite de
générateurs X , p (X) - ~- (X ) _ r(G) .

Théorème de Magnus [3] . Si pour une certaine suite de générateurs X, on a
~~X) - ~- f X) ~ r(G) , G est un groupe libre o
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