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Exposé n® 22

DEMI-GROUPES RESIDUTIFS,(l)
par I. MOLINARO

Par groupoide ou demi-groupe résidutif nous entendons un ensemble muni

d'une nmultiplication, éventuellement associative, d'une relation dfordre

(partiel) pour laquelle la multiplication est isotone
X Ly entraine ax L ay et xb {yb,

et ou existent, pour tout couple d'éléments x , y , un résiduel & droite
X .y et un résiduel & gauche x ", y (plus grands éléments q et qf

vérifiant respectivement yag x et q’yag x)

Nous nous proposons de mettre en évidence lfexistence de demi-groupes
résidutifs particuliers en nous appuyant sur les propriétés de trois types
d'équivalences pouvant &tre définies dans un groupoide résidutif quelcongue.
Pour simplifier 1l'exposé nous nous bornerons au cas abdlien. Rappelons d'abord
quelques formules,

G étant un groupoide résidutif abélien, on a, quels que soient les é1lé-
ments x et y de G

(1) y&xs (xs3y) (1) xiy=x:[x:(xzy)]
(2) x(y : x)¢ ¥ (27) yix=x(y e x) 2 x
(3) YL x (3¢) xy =x(xy ¢ x)

Ces formules sont fondamentales ; il est aisé de voir que (1?) , (2') et
(3!) entrafnent respectivement :

1°-0na a=x3s (x1:a) sietsoulemont si a est résiduel de x
(ctest-3~dire s'il existe y tel que a=x: y) .

(leet,exposé résume une partie de la thése de 1'auteur, préparée sous la
direetion de Mme Dubreil-Jacotin. On trouvera dans cette thése un exposé
Flus systématique (cas non abélien, étude des divers types particuliers
de demi-groupes nomaux) , et des démonstrations plus détaillées,
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20~ 0Ona a=ax: x s&i et sculement si a est résiducl par x .

(c'est-a~dire s'il existe y tel que a=y * X ) .

3% -0na a=1x(az: x) siet sculement si a est multiple de x .

Signalons encore les formules ci-dessous, faciles & établir et qui nous
serviront dans la suite :

a:b):(azh)

(4) as:a g
(5) bs:b i_(a : b): (a: D)
(6) a:ag abs abo

l.~ Equivalences du type A .
Soit G un groupoide résidutif abélien,
Dans G , nous appellerons équivalence du type A associée & 1'é1lément

X , et nous désigncrons par AX s la relation définie par

a<35b(AX) si et seulement si x s a=x: b,
Propriété lao-~ Les classes modulo une équivalence du type A sont convexes.

Propriété 2%~ Dans G , les équivalences du type A sont FoRoSo(Z)
Toutes les classcs modulo AX étant convexes, il suffit de montrer que
satisfait & la propriété S, Or, a< b, a~#.b(AX) entrainent

: (x:a)< x: (x:b); pour tout a'= a(AX) ona x: (x:af)=

x: (x: a); d'autre part b = x: (x : b) est tel que b’ = b(Ax) , et 1'on

a a'< x: (x:a!')<x: (x3 b) =b,

A
X
X

Théordme 1%, Si a appartient 2 la classe A modulo A, 1'élément

a=x: (x2: a) estéquivalent &4 a ot est maximun dans A .

Conséquence des formules (1!) ot (1) .

Corollaire la° Tout résiduel de x est maximum dans la classe modulo A

a laquelle il appartient.

(Q)Fortement régulidres supérieurement, c'est-a-dire : régulidres par rapport &
la relation d'ordre et satisfaisant & la propriété S suivante : a < b ,
a % b ecntrainent que pour tout a'= a il existe b' = b tecl que a' £ b' ,
Voir M.L. DUBREIL-JACOTIN, L, LESIEUR, R, CROISOT, Théorie des Treillis .
Paris; Gauthier-Villars, 1953, p. 178, paragraphe 2.- Voir, cn particulier,
le théoréme 3, qui est utilisé ici, et le théoréme 5, qui servira plus loin
(théorséme 2).
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En effet, si x : # appartient & la classe A modulo Ax , 1'élément

maximum de la classe de A est a=x:[x: (x s p )]:X:/u, .

Corollaire 28'. Toute classe modulo Ax contient un résiduel de x % un seul.

Corollaire 3a. Pour qulun élément a goit maximum dans sa classe modulo Ax

11 faut et il suffit que a=x3 (x: a) «

'-rq“ 2 o« N N
Théoréme ?.a, Dans G , si une équivalence ("0, réguliére par rapport a la
multiplication et F,R.S. , est telle que 1tune des classes modulo :/?J

admette un élément maximum w , o est contenue dans A -

Si a = b(R) on peut écrire a(w : D)= blw v) () 5 or
b( 1y ¢ b) & o) montre que la classe de b( ¢y ¢ b) coupe la section commengante
(w) dew; cela entrafne a(w :b) & w, dol w 3 b Lw: a . On verrait

de méme que w: a ¢ ws: b par conséquent w :a=w b, clest~a~dire
a E:: b(A (e ) b

Corollaire 4", Pour que dans G , l'équivalence (R:} , satisfaisant aux condi-

tions du théordme précédent, soit égale & A, , il faut et il suffit que

toute classe modulo ’ﬁa contienne un résiduel de w .

Sinon, en effet, unc classe au moins modulo A,, se décomposcrait en
plusieurs classes modulo f{y et par suitc contiendrait plusieurs résiduels

de i,

2, \ a P d 3 2 by (3
Théoréme 3, Pour que dans G , unec éguivalence s a classes convexes soit

égale & Ax s 11 faut et il suffit que toute clasge modulo (Bﬂ contienne un

résiduel de x , et un scul, et que cet élément soit maximum dans sa classe.

La condition est nécessaire ; elle est suffisaunte, car clle entraine que
pour tout a il existe un élément de la forme x : M5 €0 un geul, tel que
azx: pa() ot a $x 1 po; cette indgalité entraine a ¢ xs(majg x e
d'ol x :(x: a) =x :fu(if?c) done x:(x:a)=x:pm.0r agx s(x ¢ a)(Ax),
donc a = x :/,(,(Ax) . On en déduit que si a = b( 75) ,ona a= b(Ax) .

Par conséquent Mo = A ; mais sl Mo n'était pas égale & A_ une classe au
moins modulo Ax se décomposerait en plusieurs classes modulo J;-.’g o

Corollaire Sa. Pour que Ax = Ay il faut et il suffit que tout résiduecl de
X goit résiduel de y et inversement,

Supposons que G soit un demi~groupe résidutif abélien .

v 7 ’ a 2’ 3 2 \ -
Propriété 37 .~ Toute équivalence du typec A est régulidre par rapport & la
multiplication,
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Corollaire 6ae Pour que AX = Ax;a il faut et il suffit que toutc classe

modulo Ax contienne un multiple de a »

D'apres le corollaire Sa i1 faut (et il suffit) que tout résiduel de
x soit résiduel de x : a , done, qu'a tout Py ON puisse faire correspon-

dre v tel que x:/u.=(x:a) ¥ , d'ol ‘/u_;.:a\)(Ax) .

2.~ Equivalences du type F .

G étant un groupoide ordonné abélien, nous appellerons édquivalence du

type F associéed 1'6lément x , et nous désignerons par Fx , la relation

définie par
a = b(Fx) si et seulement si xa = xb .

La propriété suivante cst immédiate.

Propriété 1f.— Les classes modulo une équivalence du type F sont convexes.

Dans ce qui suit nous supposerons que G ost un groupoide résidutif.

Propriété 2f.— Dans G , toute équivalence du type F est_ F.R.S.

Montrons que F_ satisfait & la propriété S; a <b et a jib(Fx)
entrainent xa : x ¢ xb ¢ x ; pour tout a'=z a(FX) ona xa': x=xa: X3
d'autre part b' = xb : x est tel que b' =z b(Fx) et 1'on a

a'sxa‘2x<xb:x=b'o

Théoréme lf. Si a apparticnt & la classe A modulo Fx , 1'élément

a=ax : x est équivalent 3 a et est élément maximum dans A ,

Conséquence des formules (3) et {3') ,

Corollaire l‘f° Tout résiduel par x est é1lément maximum dans la classc

modulo Fx a4 laguelle il appartient.

Si /LL ¢ x appartient & la classe A modulo Fx s 1'é1lément maximum
dans A est, en effet, a = X(/u.: x) @ X = gt X (formule (2')).

Corollaire 2f. Toute classe modulo Fx contient un résiduel par x et un scul.

Corollaire Bf. Pour qu'tun élément a soit maximum dans sa classe modulo Fx: ’
il faut et il suffit que a =xa ¢ x »

’ N f » N I
Théoreme 3~ . Pour gque dans G une équivalence i 3 classes convexes soit

égale a Fx s 11 faut et il suffit que toute classe modulo fﬁ& contienne un

2 , 14 I} -
résiduel par x et un scul ct que cet élément soit maximum dans sa classe.
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La condition est nécessaire ; elle est suffisante, car elle entraine
qu'd tout a correspond un et un seul élément. de la forme poEx
tel que a = aut x( Rs) et axg Mt x, cequi entrafne a¢ax:x g m: X
d'ol ax ¢ x Ry x( ;) et par conséquent ax : x = fet X Or on a
a = ax @ xiFX) , donc a = ae x(FX) . On en déduit que a z b(#y) entraine
a = b(Fx) 3 clest-a-dire }, < F .+ 81 alors 71 n'était pas gale 2 F_
une classe modulo FX_ au moins se décomposcrait en rlusieurs classes

modulo Gb °

1

Corollaire 5f. Pour que Fx = Fy il faut et il suffit que tout résiduel

par x soit résiduel par: y et inverscment.

Supposons que G soit un demi-groupe résidutif abélien,
Toute équivalence du type F est alors réguliére par rapport i la
multiplication. Ci-dessous, nous allons éiudier les équivalences B,
[a = b(Bx_) e=2a:x=b: x]; compte tenu de leur définition, on a :

Corollaire 6f. Pour que Fx: = Fax il faut et il suffit que toute classe modulo

Bx contienne un résiduel par a .

En effet, il faut et il suffit qu'a tout M+ on puisse faire correspondre

<) tel que pot x = Y ax , dfol /u,zxiza(B"X).

3.~ Equivalences du type B .

Nous supposerons que G est un groupoide résidutif abélicn.
Nous appellerons équivalence du type B associde & 1'élément x ., ot nous

désignerons par BX ,la relation définic par

a = b(Bx) si ot sculcment si a : x=b s x
On a d'abord
* /’ ’ b I .
Propriété 1°,~ Les classes modulo une égquivalence du type B sont convexes.

Propriété Zb,— Toute équivalence du type B est F.R,I.(B)

Toute classe modulo B, étant convexe, il suffit de montrer que B
satisfait & la propriété S' , Or a <b et a # b(Bx) entrafnent
x(a ¢ x) ¢ x(b: x) ;5 pour tout b' = b(BX) ona x(b':x)=x(b: x) 3

(3)

?ortement réguligre inférieurement, c'est-a-dire régulidre par rapport

a la relation d'ordre et satisfaisant 3 la propriété S' suivante : a b,
az b entrainent que pour tout b! = b s 11 existe a'z a tel que

a< b,
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d'autre part a' = x(a ¢ x) cst tel que a' = a(BX) et 1'on a

x) £ b,

a' = x(a : x) < x(bt

Théor‘eme,lb° Si a apparticnt & la clagsse A modulo ELX s L'é1ément

a=x(a ¢ x) est équivalent & a ot cst élément minimum dans A .

Conséquence des formules (2) et (2') .

Corollaire 1b@ Tout multiple de x est élément minimum dang la classec modulo

Bx a laquelle il appartient,
En effet, si x 4 appartient & la classe A modulo B_, 1té1ément

minimum dans A est a = x(xps X) =X f4 o

Corollaire 2b. Toutc classc modulo Bx contient un multiple de x ¢t un seul

Corollaire Bb'., Pour qu'un élément a soit minimum dang sa clagsc modulo Bx

il faut et il suffit que a = x(a ¢ x) .

Théoréme v3b. Pour que dans € une équivalence %5 3 classes convexes soit
’ N . ,\")‘;i N

3 > : a i e
egale & Bx s 11 faut et il suffit que t?u:be classe modulo conticnne un
multiple de x et un seul et que cet élément soit minimum dans sa clasgse.

La condition est nécessaire ; elle est suffisante, car elle entraine qu'a
tout a ¢ correspond un et un seul élément de la forme x /4 tel que

a = x pu (#) et x . & a5 cette indgalité entrainc T & x(a s x)¢ a,

°o

dloli xa = x(a x)(ﬂ') , par conséquent, x =x(a ¢ x). Or, on a

az x(a:x)(B) , done az X/LL(BX) . On en déduit R, < B, . 81 alors
A, n'était pas égale & BX , une classe modulo le au moins se décompose—

rait en plusieurs classes modulo R, .

Corollaire 5be Pour que Bx = }3y il faut et il suffit que tout multiple de

x soit multiple de y et inversement .

Supposons que & soit un demi-groupe résidutil abélicn,

Propriété 3b. L'éguivalence BX est réguliére & droite par rapport & la

résiduation, c'est—-a~dire : a :-_r_b(BX) entraine a :/u, : b P Al (Bx) ’ V/u— .

Corollaire 6b. Pour que Bx = Bax il faut et il suffit que toute classe modulo

Fx conticnne un multiple de x ,

Il faut et il suffit qu'a tout AL on puisse faire correspondre Vv tel
que prx = Y ax, dol /LLsﬂq(FX) .
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4.~ Equivalence (. -nomale - Demi-groupe (4 -nomal .

Dans tout ce qui suit, G est un demi-groupe résidutif abélien,

Dens G , l'équivalence A , sera dite équivalence { -nomale si elle

est telle que

A[ = A-,- (J..éG_.

& & /Uk' /

. a .
Comme conséquence du corollaire 6 , on a d'abord

, 7

Théordme 4%, Pour gue dans G une équivalence A g soit {1, nomale i1 faut
et il suffit gue toute classec modulo A , contienne un multiple de tout élément

de G , en dlautres termes, solt un complexe net.

Unc équivalence f7,-nomale pour L'élément & sera représentée par
7} P (1'emploi de la lettre ronde 5 , au lieu de A , est destiné & rappeler
la nomalité), 2 ost appelé élément (4 -nomaloide et lc demi-groupe G ,

qui contient un élément (% -nomaloide est dit demi-groupe (L —nomal,

Nous dirong quiun élément & ost (L ~nomal , 8'il est (& -nomaloide

et s'il est maximum dans sa classe modulo (97& ¢° On voit que ¢

1°- 8i & est (Ql-«nomaloi'de} les résiducls de & sont (A -nomavx.

2°= Pour qu‘un é1ément @~nomaloi’de‘ ¢ soit (L-nomal il faut et il
suffit qu'il existe k tel que 2 = & 1k ,

Théoréme 5%, Pour que dans G un élément X soit | ‘l-nomal il faut et il

suffit qu'il satisfassec 4 la relation
(1) Y= e:)(:p(;;(,;;(/&,.l) s Y &G

La condition est nécessaire, car si X ocst l-nomal il est maximum dans

sa classe modulo 4 ” : o

(2) c(:(q-,’w)g[(e(:f»):s«],

» quel que soit 4. ; donc on a (corollaire 3%)

d'olr (1) . Inversement. supposons que X vérifie (1) ; d'abord il cst maximum
dang sa classe modulo A_}{ ; puis, en écrivant (1) sous la forme (2) , on

voit que ¥ est maximum dans sa clagse modulo A
théoréme 2 quc A

a(.. /uJ i1 résulte alors du
e ,U

< Ad. s dfol L'égalité, puisque Ay & A
Théoréme 6>, Pour que dans G un élément X soit % -nomal, il faut ct il

D(:ft. =

suffit qu'il vérifiec simultendment les deux conditions suivantes :
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10 i1 existe k tel que ¥ = X + Xk ,

20~ Lo résiduel par lui-mémec dc tout résiducl de X cgt épal & X ¢ X ,
autrementdit,(-f)(\:}m)g(0(:/«(—): L, V}* & G,

Si X est (A-nomal, on a (1) ; en remplagant, dans (1) , M par X
et en posant k = A ¢ & 2 ,ona X = X & & k; d'autrc part, (1) écrite
sous la forme (2) entrafne [(« : M ) s X Je [(o /“) :y J=sx; on
en déduit, compte-~tenu de la formulc (4) , ( (' *L) ( o ¢ IW) 3( tY .

Inversement, d'aprés 2° on a, on partlculier (& :¥ M )e(X e ) =%sY
Si k est 1'6lément du 1° on peut éerire [( X ¢ fb) k)]s (¥ s }/WL)
=X sx(kj;or (X3 f:{,LL):k..(-f(.,‘k) /L.=Q’ P donc
o tu A sp)=
Corollaire . Si & est @-—nomal on a /U« /u, )( A V/J < G

oo
e® 0o

Conséquence du 2° du théoréme précédent et de la formule (5) .

Théorsme 7%, Pour que G soit un demi-groupe &4 -nomal, i1 faut et il suffit
que l'ensemble des éléments /3 ["' . ol e &G, rdmebbe un é1lément maximum ;

cet é1lément est élément (4-—nomal

La condition ;g% nédessaire, d'aprés le corollaire précédent. Pour voir
qu'elle est suffisante, on vérifiera que, s'il existe n, tel que, pour tout
s pt e $ons R, 1'élément X = *i : n satisfait aux conditions du théo-

' e , . ol
réme précédent, et, par conséquent, est L -nomal,

Théoréme d'unicité, Si, dans G , il existe une éguivalence % -nomale, elle
est_unigue.

Soient '91 et @ 5 deux éléments (1, -nomaloides de G s ")( 1 et"nt un ré-

siduel de &, on a ﬁ 0, = 4@ . , et aussi Ly X
: : . ¢ H
1 8, " X CRE P s 1

%4 /u & G 3 de méme si X , ©st un résiduel de ¥, , on a
, = ’:(l = (1. Log AL LK e o
B, = %, = Ypa, o0 i/t s% Xy, 9]

il en resu1t§ Ky o ‘&1 = ‘Jg : 0(2 , d'ou fi, o = 'J‘l)( w2 et ,
par conséquent, (1, = (7 P T2

¢

Corollaire, Si o/ est U-nomal, les seuls éléments (A -nomaux du demi-groupe

sont A et ses résiduels.

N & I . .
Si -941 est un élément (‘{t-nomal autre que A, on g (%(1 = “‘C}L-: <

°
H
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1 ) cst donc €élément maximum.dans sa classe modulo ar X et par conséquent,

est un résiducl de X .

R . £ » .
Théoreme 8a, Dans un demi~-groupe (’~nomal G , toute équivalcncc du type

A ost contenue dans l'équivalence (4 -nomale.

On montre quc, quel que soit x , on a, s X est un élément Q-—nomo.l,
x 3 =xs[x ()], Il en résulte que X s ¥ est é1lément masimum

dans ma classc modulo A, donc A <M (théoréme 2),

fj( 3‘-:\/
Corollaire . Pour que X soit C’Z—nomal il faut et il suffit qu'il vérifiec la
relation X = pg (pr2X ),V /u

On a, en effet, ¥ = /u..,:(/-'-»~ X )(A/- ) , done W = /-‘b (/A" x )N L& ) )
ce qui entrainc X = o :( ¢ Y ) ., Inverscment, s& l'on remplacc /u, par

o :/‘u.;onobtientc.:(z '/u,(d’g' { )

Théoréme 9, Si, dans G , une égquivalcnce o , F.R.8,. et régulidre par rapport

4 la multiplication, est telle que G/ R soit_un groupe ¢t que > soit

. rq 7 i )
maximum dans sa classe modulo 1.7{9 , @ c¢st élément ('fc -nomal et 0\1 = QA w

Montrons dabord que w : w cst 1"é1lément maximum de la classe-unité
de G/R, ; si & appartient & cettc classe on a £ w oz w (R), dod
fw

£ w

w ? E g on en déduit € éw(wgw)é w, d'ol
w (wiw )H{K) etenfin € ¢ we w (k) .

TEA

’ . ’ , * ’ ’
Cela etant, soit a un élément d’,une classe A modulo [Pu g a~ un élement

de la classe inverse 3§ on a  x
5 ag 1 st (KD d'oﬁ ¢ w s w,

S y . - v y
a g (e tew) t 9, aaXSa{(W;w)- al g w » On cn déduit

(1) a[(wgm):a]"aw:w(ﬁ))

Cette relation montre que si a fliA s (we w) 2 a eA“l , donc que
(wsw) s [(werw) :a]e (A7 ) = A , Il en résulte que toute clasee

modulo s contient un résiducl w , donc (corollaire 4) M = A w o Mais
alors « ost maximum dans sa classe modulo A  , donc (1) s'éerit

w :alw:wa) = w, Il s'ensuit que w est Cz—nomal et, par suite,
que ﬂ{, est 1l'équivalence (4,~nomale.

Théoréme 10, Si X est élément CfL-nomal, G/@ est un groupe.

Si X est {4 -nomal on a < =A (o s A ), d'od A 2 p=Y (J(HJ())M,
c'est-a-dire ,_L (X Ty )/u (@, ) , ce qui montre que la classe de & q
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est classe-unité dans G/ @q » D'autre part, d'aprés le théoréme 58
ona (A s M )= A s ( @‘d) » ce qui montre que la classe contenant
/J admet pour inverse la classe contecnant «f ¢ [»

A partir des deux théor™uns précédents, on démontrc

Pourwguo G/Ax soit un groupe, il faut et il suffit que x soit
é1ément € -nomaloide.

™

. C .
5.~ Equivalence </ —nomale, Demi—-groupe f% ~nomal,

Dang un demi-groupe abélien G , 1lféquivalence F. cst dite équiva-
lence ('(]f/ -nomale si elle est telle que

F = F VN~ 6 G a
T F",M- 3 /

Dans ce qui suit, nous supposerons esscntiellement que G est résidutif
Diaprds le corollaire e on a dfabord :
4 b f 4 2 . . C}‘ s
Theoreme 4~ . Pour que dans G une équivalence qu soit */!-nomale il faut

et il suffit que toute classc modulo B e contiennc un résiducl par toud
élément de G ,

Une équivalence /% -nomale pour 17'élément 7 sera représcntée par
c/' .- 3 ¥ est appelé élément j /—nomaloide , ct le doml-groupo G , qui

3
contient un élément I -nomaloide, est dit dcmi-groupe ® / -nomal, .

{j—a—-‘
Théoréme d‘unicité, Si dans G , il cxistc une équivalence e ~nomale, clle
est _unique,
En effet, si 7, et 3’2 sont deux éléments q‘%:nomaloi'des , On a

1 71 W T2

’ Y f Ve » —ag™ o "/J‘- 9e s
Theoreme 5°, Pour que dans G un élément A soit /! -nomaloide, il faut et

il suffit qu'il vérifie la relation :

1

1 R - a 4 o At 'i 1] . o
(1) axs:y LEEN 5 ,Ya et/u & G .
La condition e % nécessairc (théoréme lf) 3 on montre quiellc est

suffisante en s'appu ant sur le théoréme 4f,,

Vd \ f r'd 1 d i:"m‘l (X}
Théuréme 6, Pour que dans G un élément o goit <A -nomalolde, il faut
et i1l suffit que lion ait

(R) a/&:/\A~$aT,V:“(f,Vaet/:JéGc
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En effet, la relation (1) , compte tony de la formule . (6) , entrafne (2) »

Inversement, si l'on a (2) on a a7 prryp L aTry o, ar o (1) .
i i

Théoreme '7fo Pour que dans G un élément ¥ soit / —nomaloide, il faut ct

il suffit qu'il vérific la relation

(3) a:v:(a:b’),&z[d-, W a ot HéGo
On obtient (3) on remplagant dens (1) a par a :y ot en tenant

de la formule (6) .
Inversement, on remplagant dans (3) a par a ¥ on verrait que (3)

entraine (2) .

Ka) I , .
Théoreme 8° . Dans un demi~groupe FC.7:-nomal, toutc équivalence du type F

est contenue dans 1'équivalence o/ —nomale,

Théoreme 11, Tout demi-groupe Thnomal cst &-—nomal.

En cffet, si ¢ ocst <Jc-nomaloide on a (2) 3 on on déduit

a/u.:a/.u,gaazazf $ mais on a ,b:lu,ea/b:a/u, , donc
peo P 4 at¥tsal ,V},‘E_Gc Le théoréme 7% domne alors le résul-

tat et indique en outre que a7 : a T cost élément (“4-nomal,

Corollaire. Si 1'on pose £ = X: & , ou ¥ est un élément (%, ~nomal

quelconque, on & a #d s af =&, Ya , pour bout élément / —nomaloide ¥ .
On sait, en effet, que & ost tel que p & M <t L,V /) ; done,
d'abord a g : a ¥ < £ ; mais on vient de voir quc e <'al osalW o,

‘v'/w ; en particulier, £ = & : € &L a Tt a ¥, dion 1'égalité,

Corollaire., Si ¥ ; est multiple dfun é1ément 7 -nomaloide ¥, l'ensemble
des éléments (X —nomaux n'est autre que 1'cnsomble des résiduels de %, par

ses multiples.

o7 O
Corollaire. Dans un demi-groupe “* -nomal, 1l!'équivalence ?J;"'—nomale est con-

tenue dansg l'équivalence (4 -nomale,

i 73 5 s . , -
Si a = b (t;//_a,) s clest-d~dire si ¥ a= Ub, on a, puisque '(“Q‘X
est simplifiable ( G/p y est un groupe) , a = b( (L ) .
| E
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6.~ Equivalence (ﬁ ~nomalec, Demi-groupe fﬁ-nomal.

Nous désignons toujours par G un demi-groupe résidutif abélien,
Dans G , une équivalence Eg sera dite équivalence ’éﬁ-—nomale si elle

est telle que

Bp =BQ s \vlfléu(}c

=

. b
Comme consequence du corollaire 5 on a

Thé ordme 4b, Pour que dans G unc équivalence B o soit ]D) -nomale, il
faut ot il suffit que, quel que soit m multiple de & , tout multiplec de €

soit multiple de m .

Une équivalence 75 —nomalc pour 1félément A sera représentée par (fi)g;
o est appelé élément R —nomaloide et Le demi~groupe G , qui contient un

’ I 13 ge . . /1
é1lément {3-nomaloide s est dit demi-groupe f}'j—nomal 0

* rd - . .Ih s
Nous dirons quiun élément /2 est !"B—nomal s'il est b—nomalo:.de et
7

s'il est élément, minimum dans sa classe modulo /D x On voit que

si € est ‘fknomaloi'de, les multiples de @ sont {B—-nomauxo
Pour gu’un élément -’jﬁ~nomaloi'de £ soit {B—nomal, il faut ot il suffit

qu'il existe k tel que € = &k .

Théoréme diunicité , Si dans G . il existe une équivalence A -nomalc, elle

gst_unigue,
En effet, si @ ; et o 5 sont deux éléments % -nomaloides, on a
hoo= A ot 3. = I s atoh B = B
. - Ire) . F s - . 2 ’ 4l - £ @ [
%1 1 5 6o 818, 1 2

Corollair: . S1 & est ﬁ—nomal, les sculs éléments ﬂj-nomaux du demi-groupc

gont /5 et ses multiples.

Théoréme 5bo Dans G , un élément /3 ost B -nomal si, et seulement stil vérific

la relation,

(1) pBo=pp (fefip) ,Yiec.

La condition est nécessaire (corollaire Bb). Inversement si m est mul-
. i
tiple "de 44, on a ﬁ = m( ﬁ: m) , cc qui montre quc tout multiple de /3
est multiple de m ,
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Théoréme 6b. Dans G un élément /A3 est OB—-nomal gi et seulement s'il

vérifie la relation.
(2) p=plfip), Y ea.

(1) entraine, en effet, A = /}/u[( pap) s p] & pl P& B, et
par suite (2) . Inversement, cn remplagant dans (2) , f- par f3 peosom

retrouve (1) .

Théoréme 8b. Dang un demi-groupe c’ﬁ—nomal, toute équivalence du type B

est contenue dans 1l'équivalence A —nomale .

Théoréme 12, Tout élément Jj—nomal est ‘J"Jf -nomaloide ; par conségquent, touts
demi-groupe ﬂ -nomal est ~:€Z:nomal (et par suite @-—nomal)c

Si A est (B-—nomal,, ona (2) , d'ol, quel que soit ¢,
asf=[a: (f3 ']L")]')a-; si Lion posc a: (P °/’u) =b , la formule
= (b s ) ¢ /\v-— b e JI montre que ﬂ vérifie la rclation
aﬂp:,b(a:ﬂ) ru,‘da et/u.éGcDapresletheoreme'7 /:‘.est
&% ~nomaloide.

Corollaire., Si l'on pose &€= ¢ : X , o ¥ est un élément (Q« -nomal quel-
conque, on a At A = £ et B E€=06 , pour tout J& @—momalo

La premiére égalité résulte du corolleire relatif au théoréme 11, puis-
que A est Lj" ~nomaloide et est multiple de lui-néme. Elle cntraine la se-
conde,

Ce corollaire (selon lequel pour tout X 7l nomal et A2 4ﬂ—nomal ’

oh a ¥ Y = Al \/‘5, ) pormet de démontrer le théordme suivant,

P . A
Theoreme 13, Dans un deml-groupe P -aomal G @

- Toute classe modulo / C’ contient un élément Lﬁ—nomal ot un seul.

2% Toute classe modulo /g) /3 conticnt un élément Cf]wnomal et un seul.

Corollalre . 81 g est élément = -nomal, on peut définir 1'équivalence

~nomale (7{ J(_p_g__,: a z b( Cﬁ,q,) si et seulement si fAa= (b,

Si a«b(C{ ),ona /-Sa';_ﬁsb( (Q,o() mais pBa et [@3Db sont
Z) -nomaux, d'oll /5a = /~7b inversement e = /3> b entrafne a = Bb( (2« ).

.o

D'aprés ce corollaire, on a (Q B 4 3 or cela est vrai pour tout
élément JS—nomal RosC 'est~a-dirc pour les é1éments /3 oK v/ /‘L » Done
(._Q, =F et par conséquent s

/ﬁ Fre
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. ‘ o o
i 8 est ﬁ% -nomal, l'équivalonce F/5 est l'équivalcnce mﬁ'unomale

et clle est égalc a l'équivalence { —nomale.

On montre d‘aillcurs lc théorémec sulvant s

I d 3 (/’_—‘
Théoreme 14. Dans un demi-groupc ¢ /4—nomal G , l'équivalencc k/’—nomale est

. )
égale & l'équivalence éé—nomale, oi et seulcment si G _est sf)—nomale

7.- Cette étudc mot on évidence d*étroites analogics entre les trols types
d'équivalences, analogics qui se prolongent asscz loin pour les équivalences
nomales (le numérotage des dnoncésmontre bien le parallélismc de certaincs
propriétés). La raison profonde de ces analogics a été donnée par P, Dubreil,
ot R, Croisot, qui mottont en évidence le lien étroit qui cxiste entre la

notion de correspondance de Galois et celle dec r631duat10n(4)c

Au cours de cet oxposé, nous n'avons pas parlé des demi~groupes nomaux
particuliers, obtenus en imposant aux demi-groupes éﬁ—nomaux H/'—nomaux,
AFS -nomaux, des conditions de plus en plus fortes. Disons simplement qu'on

obtient de la sorte le tableau d'implication ci-dessous :

(4)PropriéFés générales de la résiduation cn liaison avec les correspondances
de Galois, per P, DUBREIL ot R. CROISOT, Collectanca Mathematica (Bareelone).
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demi~groupe résidutif abélien
&

demi-groupc
(7, -nomal \
demi-groupe
~ oml—group

\fl -nomal

demi-groupe (

<y demi-groupe
(. —nomalement formé

mi-groupc {5 -nomal
alement ferme

~g demi~groupe

demi—groupéf\\ (% —nomalcment fermé

(R ~totalement fermé ~ I demi~groupe

™. —totlalemont fermé
~
Na
S
-
\«\‘-‘
.
\\\
demi-groupal “~¢h demi-groupe
(Q,—integralement fermé T demi-~groupe 4ly-bbt:\216ment fermé
¢/* ~intégralement
flermé

ok

4, demi~groupe
(15 ~intégralement fermé

4 Broupe ordonné abélien
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Par excmple, lcs demi~groupcs (Q -intégralement fermés, CG]:intégrale—
ment fermés ot ﬁ—m’t‘o gralement fermés sont respectivement dus demi-groupes
s -nomaux, J -nomaux et J{j—nomaux dans lesquels on a
o t = IS s ¥ o s avec £ =¢(so 5 o X est un élément (1, —nomal
quelconque.

Les implications considérdées sont strictes ; on peut donner des exemples
de chaque type du demi-groupe. Un procédé de fabrication de ces exemples consis-

te & considérer llensemble-produit E de deux ensembles El et E2 de

nombres le plus souvent entiers, ordonnés et munis d'une multiplication commu-
tative et associative ; sclon ce qu'on veut obtenir, E, ot E2 sont

bornés supérieurement, ou inférieurement, ou supérieurement et inférieurement.



