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DEMI-GROUPES RÉSIDUTIFS, (1)
par I. MOLINARO

Faculté des Sciences de Paris
-:-:-:-

Séminaire P, DUBREIL et G. PISOT
(ALGÈBRE et THEORIE DES NOMBRES)

Année 1955/1956
-1-1-1-

30 avril 1956

Exposé n° 22

_._°_0-
0 0 0

Par groupoïde ou demi-groupe résidutif nous entendons un ensemble muni
d’une multiplication, éventuellement associative, d?une relation d’ordre

(partiel) pour laquelle la multiplication est isotone :

et où exist.ent, pour tout couple d t éléments x 9 y 9 un résiduel à droite

x .’ y et un résiduel à gauche y (plus grands éléments q et, q"
vérifiant, respectivement x et qsy~ .,~ x ) n

Nous nous proposons de mettre en évidence Inexistence de demi-groupes
résidutifs particuliers en nous appuyant sur les propriétés de trois types
d’équivalences pouvant être définies dans un groupoide résidutif quelconque.
Pour simplifier 1~’exposé nous nous bornerons au cas abélien~ Rappelons d’abord
quelques formules.

G étant un groupoïde résidutif abélien, on a, quels que soient les élé,-
ment.s x et y de G ~

Ces formules sont fondamentales ; il est aisé de voir que ( 1 a ~ ~ (2~ ~ et
(ât ) entraînent respectivement :

On a a = x : ( x : a) s i et seulement si a est résiduel de x

existe y tel que a = x : y) o

Cet exposé résume une partie de la thèse de l’auteur, préparée sous la 
’

direction de Mme Dubreil-Jacotin. On trouvora dans ce.tt,e thèse un exposé
plus systématique ( cas non abélien, étude des divers types. particuliersde demi-groupes et des démonstrations plus détaillées.
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2°.- On a a=ax: x si e seulement si a est résiduel par x.

(c’est-à-dire s’il existe y tel que a = y : x ) 0

3°,~ On a x) si et seulement si a est multiple de x ,

Signalons encore les formules ci-dessous, faciles à établir et qui nous

serviront dans la suite :

1.- Equivalences du. type A .

Soit G un groupoïde résidutif abélien.

Dans G , nous appellerons équivalence du type A associée à l’élément

x , et nous désignerons par la relation définie par

a.~.b(A) si et seulement si x : a=x: b .

Propriété Les classes module une équivalence du type A sont convexes.

Propriété 2.- Dans G $ les équivalences du type A sont 

Toutes les classes module A étant convexes, il suffit de montrer que

il satisfait à la propriété S o Or, a  b , a ~ b(A ) entraînent

X? (x i a)  x: (x : pour tout a~.~a(A ) on a x : (x : a~)=
= x : (x : a) ; d’autre part b’ = x : (x : b) est tel que b’ ~ b(Ax) , et l’on
a a’  x: (x:a’) x? (x  

Théorème 1a. Si a appartient à la classe A module Ax , l’élément

a_= x : (x ? a) est équivalent à a et est maximum dans A .

Conséquence des formules et (l) e

Corollaire l_o Tout résiduel de x est maximum dans la classe module A
- 

’""’ ’~ ’’’~ x
à laquelle il appartient.

Fortement régulières supérieurement, régulières par rapport à
la relation d’ordre et satisfaisant à la propriété S suivante : a . b

b entraînent que pour tout a’ ~ a il existe b’ ~ b tel que b’ .
Voir M.L. DUBREIL-JACOTIN, L. LESIEUR, R. CROISOT, Théorie des Treillis .
Paris, Gauthier-Villars, 1953, p. 178, paragraphe 2.- Voir, en particulier,le théorème 3, qui est utilisé ici, et le théorème 5, qui servira plus loin
(théorème 2).



En effet, si x s ~ appartient à la classe A module l’élément

maximum de la classe de A est [x $ (x :~ )]= x: ~ .
Corollaire 2~. Toute classe module Ax contient un résiduel de 

Corollaire 3a. Pour qu’un élément a soit maximum dans sa classe module Ax
il faut et il suffit que a = x c

Théorème 2~. Dans G si une équivalence ~ . régulière par rapport à la

multiplication et est telle que l’une bes classes module R
admette un élément maximum ~ ~ ~ est contenue dans A ~ .

Si a ~ on peut écrire a( ~ ~ or

b( montre que la classe de b( b) coupe la section commençante

(03C9) de 03C9 ; cela entraîne d’où 03C9 : b, a c On verrait

de même que 03C9 : a . 03C9 : b ; par conséquent 03C9 : a = 03C9 : b , e estr-à-dire

b(A ,,, ) a _

Corollaire 4a. Pour que dans G , l’équivalence R, satisfaisant aux condi-
tions du théorème précédent, soit égale à A03C9 , il faut et il suffit que

toute classe module ’~ contienne un résiduel de 

Sinon, en effets une classe au moins module se décomposerait en

plusieurs classes module et par suite contiendrait plusieurs résiduels

de -~ .

Théorème 3a. Pour que dans G , une équivalence à classes convexes soit

égale à Ax , il faut et il suffit ue toute classe module R contienne un
résiduel de x , et un seul; et que cet élément soit maximum 

La condition est nécessaire ~ elle est suffisante, car elle entraîne que

pour il existe un élément de la forme x s /~. ~ et un tel que

a -~ x : A~ ( (/"b) et x ~ cette inégalité entraîne a ~ x s (x,a)~ 
d’où x:(xs donc x:(x : a)=x :~c Or 
donc x : ~(A ) . On endédui t que si b( ~~) ~ on a b(A ) . 
Par conséquent R ~ Ax ; mais si R n’était pas égale à A une classe au

moins module se décomposerait en plusieurs classes module ~ $
Corollaire Pour que A =A y il faut et il suffit que tout résiduel de

x soit résiduel de y et inversemento 

~ ’ "’

Supposons que G soit un demi-groupe résidutif abélien .

Propriété 3a. - Toute équivalence du type A est régulière par rapport à la
multiplication.



Corollaire Pour que A. = A il faut et il suffit que toute classe
- !!!"!!! !)!!!!!" ’~--~~" x x: a -- ->.->- -- . -- - 

- - -- -- 

...- ---------~

modulo A contienne un multiple de a o

Diaprés le corollaire 5~ il faut (et il suffit) que tout résiduel de

x soit résiduel de x : a , donc., tout on puisse faire correspon-

dre 03BD tel que x SAJL= (x s a) : 03BD , doù 

2.- Equivalences du type F.

G étant un groupoïde ordonné abélien, nous appellerons équivalence du

type F associéeà Isolément x et nous désignerons par la relation

définie par

a ~ b(F ) si et seulement si xa = xb .

La propriété suivante est immédiate.

Propriété 1B- Les classes modulo une équivalence du type F sont convexes.
Dans ce qui suit nous supposerons que G est un groupoïdo résidutif.

Propriété 2B- Dans G , toute équivalence du type F est F.R.S.

Montrons que F satisfait à la propriété S ; a  b et 

entraînent xa : x  xb : x ; pour tout on a xa’ : x ;

d’autre part b’ = xb : x est tel que l’on a

a’ xa~ 1 s xxbs x=b’o

Théorème 1 . Si a appartient à la classe A module F Isolément

x est équivalent à a et est élément maximum dans A .

’ Conséquence des formules (3) et (3’) o

Corollaire 1f. Tout résiduel par x est élément maximum dans la classe

module F à laquelle il appartient.

Si x appartient à la classe A module F ~ Isolément maximum

dans A en effet, ~=x(/u.: x) : x==~: x. (formule (2’)).
Corollaire 2 . Toute classe modulo F contient un résiduel par x et un seul.

Corollaire 3 . Pour qu’un élément a 
.- 

soit maximum dans sa classe module Fx ,
il faut et il suffit que a = 

Théorème 3 . Pour que dans G une équivalence classes convexes soit

égale à Fx , il faut et il suffit que toute classe module contienne un

résiduel par x et un seul et que cet élément soit maximum dans sa classe~



La condition est nécessaire ~ elle est suffisante, car elle entraîne

qu’à tout a correspond un et un seul élément de la forme A~ ,s x

tel que ,a .’=:. et a ~ p : x , ce qui entraîne a ~ ax : x ~ x,

d’où ax;: et par conséquent ax: x = ~ : x . Or on a

a o ax : x(Fx) , donc a ~ : x(F ) . On en déduit que a  b(R) entraîne

a ~ b(Fx) ; c’est-à-dire F . Si alors R n’était pas égale à F
une classe module F 

x. 
au moins se décomposerait en plusieurs classes

module ~ .
Corollaire 5 . Pour que F = F il faut et il suffit que tout résiduel

par x soit résiduel par y et inversement.

Supposons que G soit un demi-groupe résidutif abélien.
Toute équivalence du type F est alors régulière par rapport à la

multiplication. Ci-dessous, nous allons étudier les équivalences B

F"~ a : s x = b s x] ; compte tenu de leur définition, on a :

Corollaire 6 . Pour que F = F il faut et il suffit que toute classe module

B contienne un résiduel par a .

En effet, il faut et il suffit qu’à tout  on puisse faire correspondre

03BD tel que x = 03BD : ax , d’où  ~ 03BD : a(B. ) .

3- Equivalences du type B.

Nous supposerons que G est un groupoïde résidutif abélien.
Nous appellerons équivalence du type B associée à 12élmEt x, et nous

désignerons par Bx , la relation définie par
a ~ ~(~) si et seulement si a s x = b : x

On a d’abord

Propriété 1.- Les classes module une équivalence du type B sont convexes.
" 

Propriété 2 .- Toute équivalence du type B est 

’

Toute classe module B~ étant convexe, il suffit de montrer que B 
x

satisfait à la propriété S’ . Or a  b et a ~ b(B ) entraînent
x)  x(b ? x) ; pour tout b’ = b(B ) on a x(b’ : x) = x(b s x) ~

(3)Fortement régulière inférieurement, c’est-à-dire régulière par rapport
à la relation d’ordre et satisfaisant à la propriété S’ suivante : a  b

b entraînent que pour tout b’ ~ b , il existe a’ ~ a tel que 
" ’

a’ b’ . 
" ’



d’autre part a’ = x(a t x) ost tel que a(B) et l’ on a
x

a’ = x(a i x) ç x(b" : x) $ b’ .

Théorème 1b. Si a appartient à la classe À modulo B. , l’élément,
~~ .-.-=--~ x °°>°°-~--~

l = x(a : x) est équivalent à a ct cs£ élément minimum dans À o

Conséquence des formules (2) et (2’ ) o

Corollaire 1b. Tout multiple de x est élément minimum dans )a classe modulo

Bx à laquelle il appartient.

En effet, si x /v.. apparti.ent à la classe À modulo B ; l’élément
minimum dans A est il = x(x /1 i x) = x /,.i .

Corollaire 2b. Toute classe modulo B contient un multiple de x et un seul.
--- ~--~ x ---- ~

Gorollaire 3b. Pour qu’un élément. a soit minimum dans sa classe modulo BQ
1) , et il suffit que a = x(a : x) o

Théorème 3b. Pour ue dans §,gBe équivalence Éf,?§ classes convexes soit
égale à Bx , il £aut, suffit que toute classe modulo R contienne un

multiple de x et; ,un seul cet élément soit minimum dans sa alasse.

La condition est nécessaire; elle est suffisante, car elle entraîne qu’à
tout a : correspond un et un seul élément de la forme x  tcl quc
a 5 x %.j., ( fÎ°(.) et x /,L .( a ; cette inégalité entraîne, x/v £ x(a i a ,

à’où x /à £ x(a a x) (ÔÎ.» , par conséquent, x ~u, 
= x(a : x) , 0r, on a

a = x(a i x) (Bx) , donc a == x ce(B ) . On en déduit #( ,z B o Si alors
~ 

x .- 

/ x >. U --- x.

R n’était pas égale à B , une classe modula B’ au moins se décompose-
x x

rait en plusieurs classes modu-la $$, .

Corollaire 5b. Pour que B = B il faut et il suffit que tout, multiple de
X Soit multiple de _z et inversement 

SUPPOS.ons que G soit un demi-groupe résidutif abélien.

Propriété 3b. L’équivalence B est régulière à droite par rapport à la

résiduation, c’est-à-dire : a =: b(E) entraîne a i ,i , b : /£ (B ) , V /1 .
Corollaire 6b. Pour u© B = B il faut et il suffit, que toute classe modula- - x ax - ’ *-£* ’

Fx contionne un multiple de x .

Il faut et il suffit qU’à tout /i- on puisse faire correspondre Q tel

que /J-x = .&#x26; ax , d’o’a /L g 9 a(F ) o

, / 
~ 

x



4.- Equivalence Demi-groupe 

Dans tout ce qui suit, G est un demi-groupe résidutif abélien.

Dans G , l’équivalence A 03B8 sera dite équivalence Q-nomale si elle

est telle que

Comme conséquence du corollaire 6a , on a d’abord :

Théorème 4B Pour ue dans G une équivalence A 03B8 soit Q-nomale il faut
et il suffit que toute classe module A~ contienne un multiple de tout élément

de G , en d’autres termes, soit un complexe net.

Une équivalence Q-nomale pour l’élément 5 sera représentée par

(~,. (l’emploi de la lettre ronde 6~ au lieu de A ~ est destiné à rappeler
la nomalité). 03B8 est appelé élément Q-nomaloïde et le demi-groupe G ,
qui c’ontient un élément est dit demi-groupe

Nous dirons qu’un élément 0( est s’ il est Q-nomaloïde
et s’il est maximum dans sa classe module ~~.. On voit que :

1°- Si  est les résiduels de 03B8 sont 

2°- Pour qu’un élément Q-nomaloïde 03B8 soit Q-nomal il faut et il
suffit qu’il existe k tel que 03B8 = 03B8 :k.

Théorème 5~. Pour que dans. G un élément ’X soit il faut et il

suffit qu’il satisfasse à la relation

La condition est nécessaire, car si est Q-nomal il est maximum dans

sa classe module A 
.. loS 

, quel que soit  ; donc on a (corollaire 3a)

d’où ( 1 ) . Inversement, supposons que i’( vérifie ( 1 ) ; d’abord il cst maximum
dans sa classe modulo A , j puis, en écrivant (1) s.ous la forme (2) , on
voit est maXimUm dans Sa classe. modulo A03B1:  ; il résulte dU

thé orème 2 que Ag : ,u  à .«. , 
d où i ’ é galité, puisque À ;;x ° À « °: .

Théorème 6a. Pour quc dans G__ soit Q-nomal, il faut ct il
suffit qu’il vérifie simultanément les deux conditions suivantcs :



1 °- il existe k tel que ’ f_ _ ’/ ,:,_ié_ k . 

2°- Lc résiduel par lui-même àc tout résiàuel de « 91t égal à ,_,( : ii___,,
autrement dit, ( .È, i p ’l’ i ( £1 t ) = 03B1 : 03B1 , " f " G O

es t e1 -nomal , on a ( 1 > j en remplaçant, dans ( 1 ) , p Par ’X

et en pos.ant., k = 03B1 : 03B12 , on a, mr>. "X :. 4’ k .j d ’ autre Part , .( I ) é cri te

sous la forme (2) entraîne [ ( 03B1 : /A ) : .( ] t 1,( 6 : ) :03B1 ] * 03B1 : 1 ; on

en déduit, compte-tenu de la formule (4) , ( ce : p;) k ( 03B1 : y ) *’ ’/ ’ QV o 
Inversement, d’après 2° on a, en particulier ( fl :  1’ ) : (,4 :°% fiQ) = l lfi

si k es,t l’ élément du 1° on peut écrire i (, "j : .« /-À,) t k ] > l ’g : y ) =
= Cr : « k > or ( . : « jL ) : k = (  i ..;f k ) : #. = « : /> -. , donc .

.1( ’ /L ( /4 ~ ’i f’ ) 
* "Ô . 

.

Corollaire * Si q est Q-nomal, on e. > : ’À : ".i , V . f É G .
Conséquence du 2° du théorème précédent et de la formule (5) .

Thé orème 7a. Pour que G soi t gL, demi-groupe Q-nomal, il 1#u£ çy 1) suffit
que l’ensemble des éléments /" : /f , ,,of_ /-s Q., G admette un élément maximum ;

élément est élément -nomal .

La condition est nédessaire, d’ ;près lc corollaire précédent. Pour voir

qu’ elle est suffisante, on vérifiera que, s’ il exist.e n, tel que, pour tout

/z , /J- i jL j  : h, , l ’élément É.K = >.i, : tL satisfait aux conditions du théo-

rème précédent, et, par conséquent, est Q-nomal.

Théorème d’unicité. Si, dans G , il existe une équivalence Q-nomale, elle

est unique.

soient .g 
1 

et Q 
2 

deux éléments (L% -nomaloïdes de G . 03B1 
1 étant, un 

siduei de 5. 
i 

on a Q03B81 i 
= 2/u, . i = ÉZq 1 .. > ’ 1 , «t auxsi . ia- : , 

 wi : , i ,

w /J +, G ; de même si 03B12 est un résiduel de 03B82 , on a

il en résulte 03B11 : 03B11 = 03B12 : 03B12 , d’où Q03B11:03B11 = Q03B12 :03B12 , et ,par conséquent, == (?. 
" 

"~1 ’2

Corollaire. est les seuls éléments Q-nomaux du demi-groupe
sont ~ et s e s résiduels.

est un élément autre on a Q03B11 == Q03B1 :



~ 
1 
est donc élément maximum, dans sa classe modulo ’-~ ~ et par conséquente

est un résiduel de .’~ .

Théorème 8a. Dans un demi-groupe Q-nomal G , toute équivalence du type
A est contenue dans 1~ équivalence 

On montre que, quel que soit x , on a, si )( est .un élément CZ-nomal,
)( s 03B1 = x s [ x :(03B1 : 03B1)]. Il en résulte que 03B1 : 03B1 est élément maximum

dans sa classe module donc A ~ ~.~.y (théorème 2).
x x 

--. ." - 

~ 

Corollaire o Pour que soit Q-nomal il faut et il suffit qu’il vérifie la
relation ./ = ~. : ( ~~ : ~ ) ~ 

" 

e 

,

On a~ en effet~ ~ :: A~.s(~: ~ )(A ~ ) ~ donc ~ ~ ~ ï(/~: ’~)( ~ ) ~
ce qui entraîne 4’ = :03B1) o Inversement, si. l’on remplace  par 

~m. ~ on obtient ./ = ~ ( ~( ? ~ ~ ) r

Théorème 9. Si~ dans G . une équivalence F.R.S. et régulière par rapport
à la multiplication, est telle que soit un groupe et que 03C9 soit

maximum dans sa classe module R , jo est élément Q-nomal et R = Q03C9 .
Montrons d’abord que « g 03C9 est Isolément maximum de la classe-unité

de si 6 appartient à cette classe on a ~. (~) ~ 

~ , . F , 
~ s on en déduit ~.~(~s~)~ 

~ " w ~ ~ (~ :~ )(~) et enfin ~ ~ ~? c

Cela étant, soit a un élément d’une classe A mo,dulo a un élément

de la classe inverse : on a i 03C9 ’r 03C9 (R) ; -, . aa* x >;w ’; « , ’

a  (03C9:03C9) : a , aa*  a[(03C9:03C9) : a]  03C9:03C9 . On on déduit

Cette, relation montre que si a ~ A , (03C9:03C9) : a ~ A-1 , donc que
(oLj x uj ) ? [(03C9:03C9) : a] ~ (A" ) == A . Il en résulte que toute classe
module ~b contient un résiduel ~ ~ donc (corollaire 4) ~ = Mais

alors oj est maximum dans sa classe module A~ ~ donc (l) s écrit

U s a) = II s’ensuit que ’Uj est Q-nomal, et, par suite,
que R est l’équivalence Q-nomale.

Théorème 10, est élément Q-nomal, est un groupe.

Si 03B1 est Q-nomal on a 03B1 == Pf ;( 03B1 : 03B1 ) , d’ù 03B1 :  == QC s ( 03B1 :
c’ est-à-dire 

 ~ ( 03B1 : 03B1 )  (Q03B1) , ce qui montre que la classe de o( : c( 
{



est classe-unté dans Cr/(~. ~ D’autre part, diaprés le théorème 5~
on a /~ ( ~ ~ ) ~ 9~ s ~( ce qui montre que la classe contenant

la admet pour inverse la classe contenant ,y : ~ u.~ 
~

A partir des deux théorèmas précédents, on démontre s

Pour que G/A. 
x 

soit un groupe, il faut et il suffit que x soit

élément 
....-- .- ..m.--- ,--.. -.- 

.-- 

... --.. - - --. --; .-...+.°

5c- Equivalence F -nomale. Demi-groupe F-nomal.
Dans un demi-groupe abélien F03B3 est dite équiva-

lence F-nomale si elle est toile que

Dans ce qui suit, nous supposerons essentiellement que G. est résidutif

Diaprés le corollaire 6f on a d’abord s

Théorème 4 c Pour que dans’ G une équivalence F03B3 soit F-nomale il faut

et il suffit que toute classe module B~. contienne un résiduel par tout

élément de Go

Une équivalence pour sera représentée par
F03B3 ;’ ; 03B3 est appelé élément F-nomaloïde , et le demi-groupe G , qui
contient un élément F-nomaloïde, est dit domi-groupe -momal .
Théorème d’unicité, Si dans G , il existe une équivalence 
est unique.

En effet, si Tf. et PT~ sont deux éléments on a

F03B3
i 
= F03B31 03B32 = F03B32.

Théorème 5 . Pour que dans G un élément ’a" soit faut et

il suffit qu’il Vérifie la relation :

La condition o ..’; né cessaire (thé orèmo 1f) ; on montre qu’elle est
suffisante en ant sur le théorème 4f.

Théorème 6f. pour, que dans g,, un élément r soit F-nomaloïde, ii faut
et il suffit ue l’on ait



En effet, la relation ( 1 ) , .compte de la formule . ( 6) , entraîne (2) o

Inversement~ sillon a (2) on a a T ~ : ~j~- ~ aï! ~ ~ d~ où (l) .

Théorème 7 . Pour Que dans G un élément y soit F-nomaloïde, il faut et
il suffit qu’il vérifie la relation

On obtient (3) en remplaçant dans (l) a par a : y et en tenant

de la formule (6) c

Inversement, en remplaçant dans (3) a par a y on verrait que (3)
entraîne (2) c

Théorème 8"c Dans un demi-groupe F-nomal, toute équivalence du. type F

est contenue dans l’équivalence F-nomale.

Théorème llo Tout demi-groupe F-nomal est 

En effet, si 03B3 est F-nomaloïde on a (2) ; on en déduit,

a  : a   a 03B3 : a 03B3 ; mais on a  a  : a  , donc

 :   a 03B3 : a V , ~  ~ Gc Le théorème 7a donne alors le résul-
tat et indique en outre que a ~ : a 5" est élément 

Corollaire. Si l’on pose ~ = 03B1 : 03B1 où 03B1 est un élément Q-nomal
quelconque ~ on a a ?f :a’~ = ~ 9 ~/a 9 pour tout élément 

On sait, en effet, que ~ est tel que P s   ~ , ~  ; donc,d’abord a y : a y -~ ~ ; mais on vient de. voir que ~ 3~ ~ a"y : a"~ ~
B/  ; en particulier, ~ = ~ : ~  03B1 03B3 : a 03B3 , d’où l’égalité.

Corollaire. est multiple d’un élément F-nomaloïde ’y , l’ensemble
des éléments Q-nomaux n’est autre que l’ensemble des résiduels de 03B31 par

ses multiples.

Corollaire. Dans un demi-groupe F-nomal, l’équivalence F-nomale est con-
tenue dans; 1~ équivalence 

Si a~b(~~)~ c’ est-à-dire si ’~ a == ~b ~ on a~ puisque (2~ y
est simplifiable ( G/a ,{ 

est un groupe) , a ~ b( a03B1).



6 . - Equivalence B -nomale. Demi-groupe ’/$ 
Nous désignons toujours par G un domi-groupe résidutif abélien.

Dans G , une équivalence B , sera dite équivalence B-nomale sj_ £))£
est telle que

Comme conséquence du corollaire 5 on a

Théorème 4b, Pour que dans G. une équivalence Bg soit i/O -nomale, il
faut et il suffit que soit m multiple de 9 9 tout multiple 

soit multiple de m o

Une équivalence "M3 -nomale pour Isolément 6 sera représentée par 
03B8 est appelé élément ÉB -nomaloïde et le demi-groupe G , qui contient un

élément B-nomaloïde, est dit demi-groupe F-nomal .
Nous dirons qu’un élément j% est B-nomal s’il est B-nomaloïde et

s’il est élément minimum dans sa classe modulo B03B2. On voit que

Si 03B8 est B-nomaloïde, les multiples de 9 sont B-nomaux.
Pour qu’un élément soit B-nomal, il faut et il suffit

qu’il existe k tel que 0 = 

Théorème d’unicité . Si dans G «il existe une équivalence B -nomale, elle
est unique.

En effet, sont deux éléments on a

~~~ .~~ ~~=’~~, ~~ ~~= 
Corollairs. Si B est les seuls éléments B-nomaux du demi-groupe
sont /3 et ses multiples.

Théorème 5 o Dans G , un élément 03B2 est B-nomal xi, et seulement vérifie

la relation. ,

La condition est nécessaire (corollaire 3 ). Inversement si m est mul-

tiple ! de /3 , on a ~~ ~ m( f3 : m) , ce qui montre que tout multiple de /3
est multiple de m .



Théorème 6b. Dans G un élément /3 est B-nomal si et seulement s’il
vérifie la relation.

(1) entraîne, en effet, /9 = /~[( ~ ~) : ~ ~~(/~ ~/~ )~ ~ ~ et
par suite (2) . Inversement, en remplaçant dans (2) , /.L par /3 At. ~ 

on

retrouve (l) .

Théorème 8 . Dans un demi-groupe toute équivalence du type B

est contenue dans l’équivalence B-nomale .

Théorème 12. Tout élément ~8 cornai par conséquent, tout

demi-groupe B-nomal est F-nomal (et par suite Q-nomal).

Si /3 est on a (2) , quel que soit ~3 ..

a : /3 = [a : ( ~6 : /-~) D : ~ ~ si l’on pose a i ( /~ ? i ~) = b ~ la formule

i~(b:~-) :~=b:/~~ montre que /3 vérifie la relation

= jLL (a : 03B2 ) :  , ~ a et  ~ G . D’après le théorème 7f , 03B2 est
F -nomaloïde.

Corollaire. Si l’on pose ~ = 03B1 , ou 03B1 est un élément Q-nomal quel-
conque, on a 03B2:03B2 = é et /3 ~ = 03B2 , pour tout 03B2 B-nomal.

La première égalité résulte du corollaire relatif au théorème 11, puis-
que /3 est -nomaloïde et est multiple de lui-même. Elle entraîne la se-

conde.

Ce corollaire (selon lequel pour tout et /3 

on a ’~ s’~ = /5 : ~/5 ) permet de démontrer le 
, 

théorème suivante

Théorème 13. Dans un demi-groupe B -nomal G :

1~- Toute classe modulo ’~ contient un élément -nomal et un seul.
2 - Toute classe module B03B2 contient un élément Q-nomal et un seul.

Corollaire . Si 03B2 est élément on peut définir l’équivalence

Q -nomale a ~ b( si et seulement si 03B2 a= /$b.
Si a ~ b( (~ ) y on a /3 a ~ p b( ~Z. , ) ~ mais /3 a et /3 b sont

(/b -nomaux, d’où /3a= inversement /3 a = 03B2 b entraîne a ~ b(ad ).

D’après ce corollaire~ on a C~ ~ -: F~ ; or cela est vrai pour tout 
.

élément B-nomal 03B2 , c’est-à-dire pour les éléments /3  , ~  . Donc
== F 

> = F 03B2  et conséquent $ ’



.. y’
Si /9 est B -nomal, l’équivalence F . est l’équivalence F-nomale

et elle est égale à l’équivalence Q-nomale.
On montre d’aillours le théorème suivant :

07"" ~ ~r"
Théorème 14. Dans un demi-groupe F-nomal G , l’équivalence F-nomale est

égale à l’équivalence Q-nomale, si et seulement si G 

7.- Cette étude met en évidence d’étroites analogies entre les trois types

d’équivalences, analogies qui se prolongent assez loin pour les équivalences

nomales (le numérotage des énoncésmontre bien le parallélisme de certaines

propriétés). La raison profonde de ces analogies a été donnée par P. Dubreil,
et Ro Croisot, qui mettent en évidence le lien étroit qui existe entre la

notion de correspondance de Galois et celle de résiduation(4).
Au cours de cet exposée nous n’avons pas parlé des demi-groupes nomaux

particuliers, obtenus en imposant aux demi-groupes Q-nomaux, F-nomaux,
B -nomaux, des conditions de plus en plus fortes. Disons simplement qu’on

obtient de la sorte le tableau d’implication ci-dessous :

Propriétés générales de la résiduation en liaison avec les correspondances
do Galois, par Pô DUBREIL et R. CROISOT, Collectanea Mathematica (Barcelone).
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Par exemple, les demi-groupes ([¿ -intégralement fermés, F-intégrale-
mont fermés et à-intYlgralement fermés sont respectivement das demi-groupes

-nomaux, F-nomaux et B-nomaux dans lesquels on a

 : f =  , ~  , avec 6 où 03B1 est un élément Q-nomal
quelconque.

Les implications considérées sont strictes ~ on peut donner des exemples

de chaque type du demi-groupe. Un procédé de fabrication de ces exemples consis-

te à considérer l’ensemble-produit E de deux ensembles E1 et E2 de

nombres le plus souvent entiers, ordonnés et munis d’une multiplication commu-

tative et associative ; selon ce qu’on veut obtenir, E. et E~ sont

bornés supérieurement~ ou inférieurement, ou supérieurement et inférieuremento

-:-:-:-:-:-$-


