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Expose ? 20

Soit OE un nombre algébrique de degré n , c’est-à-dire la racine d’ une

équation irréductible,

à coefficients a n rationnels p supposons qu’il existe une infi-
nité de fractions p/q telles que s

où k est une constante fixe,

Il se trouve que cette constante k ne, peut être très grande, ce qui si-

gnifie que les nombres algéoriques s’ approchent assez; mal par des rationnels.
Le premier résultat de cette sorte est dû à Liouville, qui a démontré que
k ~ n e (Sur des classes très étendues de quantités dont la valeur n’est ni
algébrique, ni même réductible à des irrationnelles algébriques, C.R. Acad.
.Sc o Paris, 18 (1844), p.883-885 et p.910-911 ; Jo Math. pures et appl., 16

(1851), po133-142)o Ce résultat est intéressant historiquement, car c’est
la première démonstration de Inexistence des nombres transcendantso Par exem-

ple 03A31 2n s i approche par des rationnels mieux que ne le permet le résultat

de Liouville aux nombres algébriques, donc il est transcendante 
’

On sait par ailleurs que l’équation (2) a, pour k = 2 , une infinité
de solutions p/q , quel que soit le nombre 03B1 réel irrationnel (non néces-
sairemen t L’inégalité k  n ne peut donc être améliorée lors-

que n = 2 , c’est-à-dire pour les nombres: quadratiques ; pour ceux-ci, elle
résulte d’ailleurs de la périodicité du développement en fraction continue,
démontrée par Lagr ange en 1770 (Additions au mémoire sur la résolution des équa-
tions numériques, llémo Sc. et Belles-Lettres de Berlin, t e 24, Oeuvres,
t.2, p.581-652)
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Par contre, pour n ~ 2 ~, on a démontra successivement des majorations

de k de plus en plus fortes :

k  n 2 + 1 par Axel Thue en 1908 ; cfo notamment :"Über Annaherungswerte
algebraischer Zablen"? Journal de Crelle, 135 (1909), pc 2$4~305 9 les autres

mémoires sont peu accessiblesv

k ~ s + -Sy pour s = 1 ~ 2 9 eoo ~ n-1 (au mieux, de l’ordre de 2 

par Co Siegel dans sa thèse en 1921 s "Approximation algebraischer Zahlen",

Math. Zeitschrift, 10 (1921), po 173-213 ; "Uber Näherungswerte algebraischer
Zahlen", Math. Annalen, $4(1921) N pc 80-99o

k ~ ;/2n par Dyson en 1947 : "The approximation to algebraic numbers

. by rationals", Acta Math~ ~ 79 (1947), p~ 225-~240~ 

La démonstration de Dyson a été simplifiée par Màhler en 1949 : "On Dyson
improvement of the Thue - Siegel theorem"~ Proc. K. Akad, Wet. Amsterdam, 52

(1949), po 1175-1184.

Le résultat a d’ailleurs été retrouvé par une autre voie par Schneider :

eine Dysonsche Verscharfung des Siegel-Thueschen Satzes" , Arch. Math. 9
1 ( 194$/49 j 9 p o 2~ ~-295 , et aussi, apparemment par Gelfand (cf. son livre :
"Nombres transcendants et algébriques" , publié: à Moscou en 1952, chapitre 1 ) .

Siegel avait conjecturé l’inégalité k ~ 2 ; elle a été établie l’ an der-
nier par K.Fo Roth, dans le mémoire dont je vais parler : " Rational approxi-
mations to algebraic numbers" , Mathematika, 2, 1, p. 1--2Ue

On voit par là que le titre de cet exposé devrait être plutôt :

"Sur le théorème de Liouville - Thue - Siegel - Dyson - Ëoth".

Le résultat de Roth est évidemment définitif sous cette formee Sous cette

forme, car on peut encore s’interroger par exemple sur les développements en
fraction continue des nombres algébriques (cf. Ho Davenport - Roth :

Rational approximation to algebraic numbers, Mathematika, 2, 2, p o 160-167)
sans parler des généralisations à l’approximation des nombres algébriques par
les nombres corps algébrique, généralisations inaugurées par Siegel.

Avant de parler des démonstrations, je veux souligner l’importance de ces
résultats pour l’étude de certaines équations diophantiennes. Ainsi le. résultat
de Thue a pour conséquence le théorème suivant, qui explique l’intérêt qui s’est
attaché ensuite à ces questions ô



"Si f(x ~ y) est un polynome homogène irréductible à coefficients
entiers: de degré % 3 , l’équation f ~x ~ y) = a a au plus un nombre fini

de solutions en nombres entiers x ; 

avait une infinité de solutions, il faudrait qu’une des formes linéaires

x - ’~. 1 y prenne des va,leurs: arbitrairement petites; supposons que ce soit

x - y 9 les autres formes sont alors de lZordre de y ~ de sorte que

(x - resterait bornée et x y - 03B11  1 k aurait une infinité de

solutions: pour tout k  n , ce qui contredit le théorème de Thueo Le même

raisonnement pr ou~e qu’il n’y a qu’ un nombre fini de solutions pour une équa-
tion f(x , g(x , y) si g est un polyncmc quelconque de degré assez

petit 3 en fait, de degré n - 3 au plus? diaprés le théorème de Roth. On

peut naturellement chercher une estimation de ce nombre fini de solutions

(cf~ l’article cité de Davenport - Roth) :

Remarquons que, pour la démonstration d ~ une majoration de k ~ on peut
se limiter à considérer les nombres 03B1 algébriques entiers j car si 03B1 est

algébrique, il y a un entier M tel que est entier algébrique et

Examinons la démonstration de Liouville. Posons f(x) = é + ... + an ;
soit B une borne supérieure de la valeur absolue de la dérivée de f ~ de
sorte que = f(~) - f(c~) = (~-~)f~(~) f(~) ~ BJ/3-~ . Si,

en particulier, /3 = ~ ~ on a par contre B f(S) ~ ~ ( E n’est pas racine

de f) d t où 1 n  B 0( - et l’on trouve bien k  n .
q 
n". ~ "’ 

q 
.......

Les autres démonstrations sont. incomparablement plus difficiles, mais on y
retrouve des idées voisines~ Il y intervient des polynômes à coefficients- en-
tiers., qui, d’une part, ont des coefficients point trop grands, de sorte qu’ils
ne sont. pas trop grands pour des nombres voisins de et, d’autre part, ne
août pas de degré trop élevée de sorte que, s’ils ne sont pas nuls pour des
valeurs rationnelles des variables, ils ne sont pas trop petit.s. ; et la compa-
raison de ces estimations supérieure et inférieure sont la clef de la démons-
tration. Thue introduit des polynômes de la forme ~ Q(x) - P(x) , dont 0(
est une racine d’ordre assez élevée les autres auteurs cités utilisent en



général des polynômes à deux variables R~x ~ y) 9 nuls ainsi que certaines

d 1 ,:].1 ’ . , w .~ . 

u1 
p ~ 

_ 
p2

de leurs~ dérivées pour x = y = 0 ~ mais non nuls pour x = ~- ; 
q1 ~2

ces fractions étant choisies de façon à avec des ordres de

grandeur savamment dosés. Roth utilise, au contraire, des polynômes à un

nombre suffisamment grand de variables’ ce qui ne va pas sans quelques compli-

cations. Devant les difficultés ainsi soulevées, Dyson notamment avait échoué;
il semble que Roth ait obtenu là le succès décisif.

Voici comment on peut énoncer la partie finale de la démonstration :

S . ~ b .. t 
v 

. t 
p 1 pz pm 

dSoit .~ un nombre positif très petite et ~°~ , --~ ~ ~ . ~ ; 
--~ des~

q1 q2 qm
solutions de (2) telles que :

C étant une certaine constante ne dépendant que dE ~I .
Soient r1 , r2 , ... , rm des entiers tels que

r. > 10 log qm 03B4 log q1 et que les quantités q1 , 2 ,..., m

soient à peu prés égales.

Supposons qu’il existe un polynôme Q(x1 , x2 , e.. ? xm) possédant les

propriétés suivantes :

(A) j1 r1 + j2 r2 + ... + jm rm  S(n,m) + 0(03B4) pour les indices

~2 ~m
j1 , j2 , ... , jm tels que D 1 D 2 ... D m Q(03B1, ,.0 ,03B1) ~ 0

(B) les coefficients de Q sont majorés par q103B4 r1(1+0(03B4))
. p~ pm(C) Le degré de Q en x. est au plus r. et Q( , ... ,  ~ ) 0

" ’ q~ gm

Dans ~A) ~; désigne une fonction donnée9 et D. la dérivation

par rapport à la variable.

Dans ces conditions, on a l’inégalité k  m e .

L’ énoncé précédente et surtout les démonstrations, s ont grandement



facilités par la définition suivante : on appelle indice du polynôme

Q(x1 , ... ,) xm) en (03B11 , ...  ,03B1m) par rapport à (r1 , ... , rm)
le minimum de j1 + ... + jm r , pour les (j1 , ... , jm) t’els que

1 l m 

... ~ D~ Q(~~ ~ ... ~~) ~ 0 . Alors (A) ci-des s,us s ’ énonce : .
l’indice de Q en (03B1, ... ,03B1) par rapport, à (r1 , ... , rm) est au
moins 0+0(~) .

Démonstration : D ’ aprè s (C) , on a :

D’autro part, diaprés (A),

. 
on a ai1 ... im = 0 pour les i tels que i1 r1 + ... + im rm   + 0(03B4) ;

en particulier a0,0,...,0 
= 4 o Donc

d’après (2)

En comparant les inégalités précédentes, on trouve :

Pour achever la démonstration, il suffit donc de prouver l’existence
d’un polynome Q avec les propriétés ~A~ ~ (B) p (0) pour un s~~ :



convenable, par exemple = m 2 - 3n !/m , Naturellement. c’est la partie
difficile de la démonstration.

Voici une esquisse de cette partie: s

Considérons l’ensemble des polynômes W(x. ~ ,.. ~ x ) de la forme

r. r s~ s

T~" ... ~ C(s.... s )x..~o x 
m 

où les C sont tous les entiers
~20142014~ ~-’ /~ 1 ml m

s1=0 sm=0
compris entre 0 et B . Il y en a (B + 1)r avec r = (r.. + l) ... (r + 1)

Pour l’un d’eux., considérons les dérivées W.. ..o ~ x ) =m

leur nombre D est majoré par 2014?2014 ~ ce qu’on établit par récurrence.

Soit alors T.. (W ; x) le reste de la division de
~1 *" ~m

Wj1 ... jm (x , x , ... x) par f(x) . A chaque West ainsi associé

un ensemble de D restes ; comme les coefficients de ces restes sont majorés

par B ~ ~ ~ il y a au plus (1 + 2B ’) ensembles de tels restes,

nombre qui est inférieur à (B + l) pour c assez petit ; donc il existe
deux polynômes W ~ soient W et ayant exactement les mêmes restes ;
leur différence W* est telle que les dérivées W*j1 o .. 

(x , x , ... , x)

sont divisibles par f(x) , donc W*j1 
... 

. (03B1 , ... , o/) = 0

Donc l’indice de W en (03B1 , ... , 03B1) par rapport à (r1 , ... , r )
est au moins ~ . De plus., les coefficients de W~ sont majorés par B , de

sorte que W satisfait à (A) et (B) avec B = malheureusement,
il n’est pas assuré qu’il vérifie (C) et c’est même la principale difficulté.

Du fait que W~ est un polynôme à coefficients entiers, non identique-
ment nul, à coefficientsbornéspar B et de degré au plus r. en xi , on

déduit que son indice en (q1 q1 , ... , qm qm) par rapport à ... , r )
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est au plus 10m 03B4 (1 2)m ; cette démonstration, par récurrence sur m ,

peut sans doute être considérée comme la véritable nouveauté de cet article.

Il en résulte que W* a un dérivé : 

° ° k
m 

= Q tel quo

Par suite, le polynôme Q , qui a la propriété (C) ~ a encore les

propriétés (A) et (R) .

En effet, son indice en ( 0 ~ ... ~ ~ ) par rapport à (r. ~ ... ~ r )
est au moins


