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UN THEOREME DE CONSTRUCTION POUR LES RELATIONS FONDAMENTALES,

par J. PETRESCO.

Définir un groupe G avec des générateurs et des relations fondamentales,
revient d'aprés le théoréme de Dyck, a :

a) se donner un groupe libre [[4]] par une base libre : A = {ai} ;

b) se donner un sous-groupe normal NA[H] de [[Aa]] par une de ses bases,
en tant que sous-groupe normal : H = {hk(ai) %;

c) considérer [[A]]/NA[H} .

L'adaptation des procédés introduits dans [2] , permet 1'étude des bases
H de NALH] en étroite analogie avec les bases d'un groupe libre et finale-
ment la construction, & partir d'un systéme de relations fondamentales concer-

nant le systéme de générateurs A du groupe G , de tout autre systeme de re-
lations fondementales concernant A4 .

1l.- A-groupe libre.

Considérons un groupe K et deux sous-ensembles A et B de ce groupe.
Si R = ?rl > Ty s eee 5 Tp % est une suite ol 1l'on a, soit rie.At)A-l
(ce seront les A-é1éments de R), soit r, ¢BUB ™! (ce seront les B-&léments

de R) , notons RA et RB les sous-suites de R obtenues en supprimant,

soit les B-éléments, soit les A-éléments, respectivement. L'ensemble des pro-

duits R constitue le sous-groupe [A , B]; convenons de noter O , la suite

vide, et dcrivons O = 1 . Le sous-ensemble des R avec ﬁA = 1 est un sous-

groupe de [A , BJ], que nous appelons le A-groupe engendré par B et notons
N,[B].

1.1.- NALB] est le sous-groupe normal engendré par B dans [4 , B].

D'aprés 1.2 de [1], le sous-groupe normal N engendré par B dans
(A, B]=[[4a], [B]] est l'ensemble des T"aibi avec aie[A] , bie[B] ,
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. A~ . «."‘l —-H . —1
'ﬁai = 1 ; mais a; = g<}ij , uije,A\)A et b % 31 ﬁék ¢ BuUB ,
de sorte qu'on peut écrire
Magby = T (Yoyy § fiy) =R
- 4o _ B _ .
et 1'ona R, = '{ jdij = a; =1, done Haibie,NA[B] s NQNA[B]
Réciproquement si R éNkLB] , c'est-a-dire si RA = 1, on peut écrire

T
R = albl

o ay€ avatul «[a], b, & B B lut ¢[B] , et dans ce cas R, et 'Wal ne

différent que par un nombre de facteurs égaux a 1 , de sorte que 'nai =R, =1,

donc ReN , NJ[B]CN.

Nous allons appeler A-suite d'éléments de B UB—1 , une suite R avec

EA =1 ; R sera, dans ces mémes conditions, un A-produit et R = 1, une

A-relation entre les éléments de BuB~

Un sous-groupe K* de K sera dit A-groupe si tout A-produit R d'é1é-

ment de K~ appartient a K,

Supposons maintenant que :

(1) Les ensembles A , At , B, B! sont deux & deux disjoints.

1.2.- 81 R =1 ecst une identité entre les 4léments de (AUB) k!(A\JB)—l
-1

ﬁA = 1 est une identité entre les éléments de A UA
(1)

A-é1ément ry de R on peut rattacher de facon univoque Sf>(r.) 3 posons,

Soit fi la segmentation concordante et unitaire qu'admet R . A chaque
par exemple, SP(ri) = S(rirj) R S(r rs ) - RB est un segment de R, , et
puisque d'aprés (1), on a r, d-RB 5 rj = r éaRB , c'est un segment de mémes
extrémitds que S(r, rJ) . On déduit que SP(r ) - Ry est, de méme que SFKri),
un segment unitaire, et que 1'ensemble des P(rl) Ry avec r;eR, , de
méme que l'ensemble des SP(ri) dans le cas de la suite R , une segmentation

concordante de RA
Considérons les propositions :

() La A-relation R =1 est une identité.
(8) La A-relation R =1 est soit telle que w(R) = 2 , soit telle que
R contienne un A-segment SCR avec S=1.,

(1) pour les notations et les notions dont la définition n'est pas indiquée se
reporter a [2].
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On a (o )==g>(}6) , car si R= 1 est une identité avec «(R) >3
le cas (W(R) = 1 est exclu par (1), et si T, est un élément de R différent
des extrémités, S (ri)C;R , et d'autre part §P(ri) = 1 est une identité,
donc d'aprés 1.2, [Sp(ri)]A =1,

Notons (ENB ), (_ﬂ%) les propositions déduites df (), (3) en
affirmant qu'elles sont valables pour toute A-relation R = 1 entre les éléments

de BUB T .

1.3.~ On a 1'équivalence (tﬁBlé=:=>(j3B) .

Supposons qu'on ait (,ﬁB) et, de plus, (ch) pour toute A-relation
R=1 avec W(R) < n. Si maintenant R = 1 est une A-relation avec
3 € w(R) = n, considérons le A-segment SCR avec S = 1 dont 1'existence

est assurée par ()GB) 3 S=1 est une A-relation avec w(S) < n, donc, d'a-

prés l'hypothése, une identité.

Posons d'autre part T=R-S ; R = RA =1 et S= §A = 1 entrainent
T = fA =1, de sorte que T = 1 est une A-relation avec w(T) = n - «w(S) ¢ n,
donc également une identité.

Si Fg et ?% sont les segmentations concordantes et unitaires de S et
T respectivement, on voit que les segments de R ayant les mémes extrémitds
que ceux appartenant & fg ou PT , constituent une segmentation concordante

et unitaire de R , c'est-a-dire que R = 1 est une identité.

Par ailleurs, une relation R =1 avec W(R) = 2 est nécessairement une

identité, de sorte que (/@B)===@>(ch) est démontrée par récurrence.

8i (1) et (ch) sont valables, on dira que B est un A-systéme libre,

autrement dit :

(ALy) . B est un A-systéme libre, si 1'on a (1) et si les seules A-rela-

tions R = 1 entre les éldments de BuB”1 sont les identités.

Si B est un A-systéme libre, A et B sont des systémes libres ; en

offet si R=1 est telle que R soit exclusivement constitude, soit de

A-éléments, soit de B-éléments, on a

_ (R=1
R, =4 _
A 1 5

=1

c'est-a-dire que R = 1 est une A-relation, donc d'aprés (ALy ) , une identité.
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Si B est un A-systéme libre, on dira que NA[B] est le A-groupe libre
engendré par B et on édcrira NA[B] = NAL[B]] . Un sous-groure N de F est
un A-groupe libre s'il existe un sous-ensemble B tel que N = NAL[B]] et B

est dite a-base libre de N .

Un exemple simvle de A-groupe libre est le suivant ¢
Considérons deux ensembles A et B , disjoints, et le groupe libre

K=[[a, B]], engendré par les éléments de AUB : on a (1) et de plus :

(a) B est un iA-systime libre : en effet, toute relation R = 1 entre les
éléments de (AUB) U (A UB)“1

identité.

, et en particulier toute A-relation, est une

(b) Le sous-groupe normal engendré par B dans K coincide avec NA[[B]] ;

en effet, d'aprés 1.1, ce sous-groupe n'est autre que NA[B] et, d'aprés (a)
N3] = 1, (B]].

2.~ A-relations irréductibles.

Une A-suite R sera dite a-suite irrdductible si S # 1 , pour chaque

A-segment SCR ; dans ccs mémes conditions, R sera un A-produit irrdductible

et R =1 une A-relation irréductible. On déduit de 1.3 =

(ALz) . B est un a-systéme libre, si 1'on a (1) et s'il n'existe pas de
A |

A-relation irréductible R = 1 , avec wI(R) >3 , entre les éléments de BuB_l

2.1.- Pour toute a-suite R , il existe une A-sous-suite irréductible ng;R,

= -m
avec R =R,

Supposons que la A-suite ne soit pas irréductible ; on a RA =1 et

d'autre part il existe un segment SlCLR avec §1 = éi = 1. 5i 1'on note

R' = - st , on a par conséquent R = R = 8% = Rl et ﬁi = §Z_:_§i =1,

cette derniére égalité montrant que Rl est une A-suite. On peut ainsi cons-
truire une chaine stricte de A-sous-suites de R : R DRl'),a, avec R = ﬁl Tee

m

qui est finie, puisque R est finie, de sorte que pour un certain m , R est

nécessairement une A-suite irréductible.

2.2.- 8i N= NA[[B]] s tout 1 # xeN admet une représentation unique comme

A-produit irréductible d'éléments de BUB .
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D'aprés 2.1, il existe une représentation comme A-produit irrédductible de
x . Si maintenant 1 # x :'% r, = ‘% Sj ol 77ri et ﬂéj sont des A-produits

irréductibles,

-1
= t =
R = “Sm—j+1 ”ri 1

ost une identité, d'aprés (4Ly) ; soit { la segmentation concordante et u-
nitaire qu'admet R . 8i Sc® , ona d'apres 1.2, §=35;, =1, donc, puisque
Tr, #1 et s ] £ 1 sont Aes A-produits irréductibles,

-1
S = 8(s5,47) -

Si 1'on fait intervenir la définition des segmentations concordantes, on
déduit m=n et S = S(sglri) , et en définitive, puisque S est unitaire,

. =T
Sl 1

3.- Couverture centrale.

. ) -1
R é&tant une suite d'éléments de (A UB) U (AYUB) ~ , notons Oﬁ(R) le
nombre des B-éléments de R ; d'autre part nous disons que R est x-simple si
la classe des B-éléments r, tels que r, = xil sc réduit & un seul B-é1lément

de R .

Si maintenant N = NAL[B]] et si x = R est la représentation comme
A-produit irréductible de 1 # x €N, nous appelons B-longueur )B(X) de x,
P -1
le nombre CL%(R) ; on pose AB(l) =0 et on a évidemment >\B(x) = %B(x ) s
si R est un A-produit quelconquc d'éléments de BuB"1 , on a d'apres 2.1,
)B(R) < oy (R).

Si ‘AB(X) =2m+ 1, le m+1~-éme B-élément de R est dit B-centre de x;

si AB(X) = 2m, le m-&me B-élément de R est dit B-centre & gauche et le

m+1-éme , B-centre & droite, de x . Le segment de R ayant comme extrémités

le B-centres de x , est dit segment central SC(x) de x .

51 w[8y(x)]=2pk+1 , le p+1i-2me élément de SC(x) est appelé centre
de x ; si u)[SG(x)] =2p , le p-eme é1ément de SC(x) est dit centre i
gauche et le P+ l-éme élément, centre a droite de x .

UJ[SC(x)] = 1 correspond au cas ol le B-centre, le segment central et le
centre se confondent en un seul élément de R ; w [SC(X)] = 2 correspond &
celui ol les B-centres coincident avec les centres ot le segment central se ré-
duit & ceux-ci ; si CU[SC(X)] > 3, tout élément de SC(x) différant des ex-

trémités est un A-élément, et en particulier il en est ainsi des centres de x .
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Nous appelons longueur A(x) de x le couple de nombres :
»(x) ={>\ (x) , w[sc(x)]i ;

on pose par définition A(1) = (l) = 0 . La relation < entre les longueurs,
définie par O = A (1) € A(x) , pour tout x # 1 , et par s
g‘soit a Ag(x) <Ag0y)
Alx) < A (y)=
(s01t, s1 Aplx) = 25(y) , 2 wIS;(x) < wSG(nT,

est une relation de bon ordre.

Considérons par ailleurs un A- produit R = ryr
de N = N[[B]] et soit

LT d'éléments £ 1

%%
r, = 3 sij 1
la représentation de rs ¢ N comme A-produit irréductible d'éléments de B UB
Notons L(R) = {)(r )ﬁ et
I?E:T’TTS..
iJ 1]
ol l'on écrit r; & la place de ?-Sij si r, estun A-é1ément de R . Si de

* . . .
plus R" admet une segmentation concordante et unitaire { , nous appelons

couverture centrale CZF(ri) de r;¢ N, le segment minimum de {>L)R* conte-

nant les centres de r; .

On a ('? Sij)A =1, pour tout r, qui n'est pas A-élément de R , de
sorte que @

(2) SA(rhrk) = ( ! r.)A = hgﬂ' (T s

n1%,2, )

Soit enfin R=1 une A-relation irréductible entre les éléments de
N=N[[B]] et «(R) >3 ; d'apré (ALy) , R* = 1 est une A-identité ; soit
P la segmentation concordante et unitaire qu'admet R*

3.1.- 81 r., r €N, ona:

_ o+l Ve, _ O > 4 —
r, =1, pP(ri) = \JP(rk) >1=k,

R 1
Supposons i <k , r, = r; , P(r ) = C.( K = C: deux cas sont 3 dis-
tinguer :

1) u)[sc(ri)] = UJESC(rk)].: 2p+ 1. Le centre s, de r, appartient & C
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donc SP(sic),C_ C) , et puisque 6 est mininmum dans PUR a contenir Sic ’/;
S?(Sic) = G ; de fagon analogue on a pour le centre s, de Ty, SP(Skc) =

on conclut

O-—
C= S(s. Skc) .
8i r, =r , ona, d'une part d'aprés 2.2 , S50 = Sye * d'autre part puis-
que G est unitaire, Si6 F Sye ceci contredit (l)
Si ry = rl-;l , la représentation comme A-produit irréductible de Ty est

d'aprés 2.2
-1 -1 S-—l S—l S-—l
k& " *k,c+1 * ke ° "k,c-1 **° kil

de sorte que son centre est Sl?cl- et comnme CJQ ]'3 entraine L? = 1, on déduit

g ool -1 /‘5 P
S(rirk) = Sk"{‘)k con Sy e O Sk eel Tt sk,k’k =1
= : : 3 -1 -1
S(ryiTet) = S v Ske O S e s =1
5 Pd \ 5
Par ailleurs C=1 est une identité, donc d'apres 1.2, O = 1 5 en

tenant compte de (2) on a par conséquent

-1 -1 3 _
8,(rsry) = S (si4 k, N )= (s y o Sk,c+1)A ' CA‘ (Sk,c+1 '’ Jy =
9 k
-1 ’
(Sk,c+1 Sk,J?k)A (s et *v Sk, 0. )
S (r r. .) =29, (s ) = ( s, ) é (s—l S-l) =
AVi41 Te1/ T PatBi40,1 kl,x’.kl =38 v Ske/a o MA 0 VWke ot k1T
-1
= (843 Ske) a1 v Skedy =1

I1 s'ensuit que S(r. Ii() et S(ri+1 rk-l) sont des A-segments de R tels
que S(r r ) = S(r o1 Do l) = 1 ; de plus, w(R) 23 , entraine soit
S(ri rk) ;é O R, 301t S(rj.+1 rk-—l) # 0, R . Ceci contredit 1'hypothése que

R =1 est une A-relation irréductible.
2) wLSG(ri)]z w[SG.(I.'k)]: 2 . Soit s, T et s, s S, 4l les
centres de ry et rk respectivement et considérons le segment

S = S(Si,c+1 Skc) ; L)P r. ) CP(r entraine

SéS:—}SP(S) c s,

I1 s'ensuit que 1'ensemble de Sr‘;,(s) avec s €S constitue une segmenta-
tion de S, qui est, de méme que Yo concordante et unitaire. On conclut que
S =1 est une identité.
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Si r, =71, la représentation comme A-produit irréductible de r, est ¢
i

ry= 8 e Sye Sk,c+1 veo Sk’gk
de sorte que les centres de ry sont e et Sk,c+l et par conséquent en

tenant compte de 5=1

S(ri rk—l) = 8 cer Spg 8 . Sy, eee 8y =

D'autre part, d'aprés 1.2, S, =1 ; on déduit en tenant comote de (2)

- - S
Sulry men) = 8ylegy me gy )= (8 oo Sioda 54 (e o S)a = 1

S(ri rk—l) est domc un A-segment de R et on a évidemment
S(r:.L rk—l) #0,R , ce qui est contradictoire.

Si ry w ril , la représentation comme A-produit irréductible de ry est @
-1 -1 -1 -1

e WA N ke " kil
-1 -1 ,
de sorte que les centres de rs sont Sk,c+1 et Ske et par conséquent
— ,_l __1 —
S(r:.L rk) = sk,lk ST P S . S el Tt Sk’?k =1
= -1 -1
S(ri+1 rk—l) =8 een Spg 0 S e Sy ees Sy = 1
et comme plus haut, en tenant compte de (2) et éA =1,
S(r. r) = (s_1 ! ), (s s ), =1
aVi Tk L NS N A T

5 -1 -1
Sp(ri1 Teor) = (g oo Syl e sy = 1

ce qui est contradictoire.

4.- Lemmes sur les A-relations irréductibles.

Considérons toujours la A-relation irréductible R=1 avec w(®) > 3 .

4.1.- I1 existe, pour tout élément r, ¢ R avec X(ry ) = L(R) , une A-suite

S , formée A partir de R , ry -simple et telle que A(S) < ) (rg ) .

Condidérons 1'ensemble 9* des couvertures centrales correspondant aux

rd 2. 1 .
éléments r<R avec r = rj ; soit CP(rﬁ) ) T = r§1 un segment minimal

aprartenant 3 F* .
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Si (BP(rlz) = R* , R est ny-simple ; si en effet re = =,
{j?(rxf) ¢ R* = @y(gﬂ » et puisque ,thg) est minimal dans Px—,
CF(rYf) = (?P(rg ) , donc d'aprés 3.1, y =, . Par ailleurs J(R) =
=0 < MNry) , de sorte qu'on peut prenire S =R .

Si d'autre part C%Kr;;) 4 R* , posons Cb(rﬁg) = S(Si,j+l skh)e P

541 Skh) = 1' est une identité et Si,j+1 Sy = 1
+l . . ;o=
I.- Ty = T5 i<y < k =—>Y =6 .
Si en effet i<y < k, les centres de ry appartlennent a bP(pﬂ )
donc puisque celui-ci est minimal dans P* R LP(rB ) = LWAI)Q) ; si de plus

ry = gﬁl , d'aprés 3.1 , Y= .3
Deux cas sont a distinguer :

a) s, . et sont des B-éléments ; on peut distinguer quatre sous-cas:

i,j+1 Skh
a.1) Un B-centre de r, et un B-centre de Ty ¢ S(Si,j+1 Skh)'

Dans ce cas Tp & S(r:.L+1 rk~1) et d'aprés I , S(ri+1 rk—l) est 1y -sim-
ple. On a d'autre part

-1 -1 = -1 -1
S(ry,y 1y q) = S50 T S, el S(8; 541 ®kn) *Bkn v S T
_ -1 S—l S—l S—l _ é)‘(
= Si,Qi 0 83 3542 Sk,h-1 00t Pkl T
et en tenant compte de (2) et S (SJ93+1 kh} =1
8,(ri,q Typ) = 8,
On peut prendre 8 = (éifi)—1 . é(ri+l rk-l) . S est en effet une A-suite,

3 P TR B : 5 3
car SA - (bA) . SA =1, nr,-simple, au méme titre que S(r1+1 k- 1)
D'autre part
-1
ZLAB(Si,fi % J+1 )1 2glrs)s Aplre)

. -1 - .
2[>\B(Skh Skl)s >'B(rk)\\ /\B(ra )

d'ol, puisque et Skh sont des B-éléments :

2 25(8%) € 2p(re ) - 2 + Aplry) -2 = Ap(re) - 2]

S. .
i,3+1

et par conséquent

2pE) € Wl @I Bry , m )] =04 A E) < pley) .
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En définitive, on a également A(8)< N (ry ).

a.2) Les B-centres de r, € S(s. h) , et un B-centre de rkés(si,jﬂskh)'

i, j+1 k
1
Dans ce cas rﬁeS(r:.L rk—l)' On montre comme dans I , que r, =Tz en-
traine i = 3, de sorte qu'en tenant compte de I , on conclut que S(ri rk-—l)

est ry-simple et on a par ailleurs

-1 -1 aX 3 _ ok
S(I’ I‘k 1) = 8. 31 °°° Sij Skh oo Skl = 5, T’A(ri rk—l) = SA

On peut prendre S = (gz)—l. S(ri rk—l) , car on voit comme dans a.l) qu'il
‘s'agit d'un A-produit r,-simple et d'autre part
2D‘B(Sj_l sij)] < A(ri) é)(ro()
Anglsny o i) ] € A € Nry)
B*"kh °°° “ki VKT o
d'ol
-1
A5 @) < ayf B9 3Bl v ) ]= 25 < Ary )
et en définitive A(S)< M (ry)
a.3) Un B-centre de riés(si,jﬂ Skh) et les B-centres de rkeS(si}j+1 Skh)

Ce cas est symétrique 2 a.2) et on peut prendre 8 = (gz)—-l. S(ri+1 rk)
o -1 -1
ou 8_312 ..s,“l kh+1"'sk,9k

a.4) Les B-centres de r, ot les B-centres de r) , eS(s:.L"_H1 Skh)'

En tenant compte de I , on montre comme dans a.2) et a.3) que S(ri rk)

est ry-simple et par ailleurs

a _ _ a¥ a _ QX

On peut prendre S =(§z)“1. S(ri rk) , puisqu'il s'agit d'un A-produit
I&-simple et que d'autre part

2[hB(Sil si.)]<>~(r.) £ NMry )
2[ ’\B(Sk,h+l SRR ] A(r )¢ M(ry )

d'ou
A (S) S )< Ary)
et en définitive N(S) <A (ry) .

" b) s, . et s sont des A-éléments ; on distingue 4galement quatre cas :
i,j+1 kh
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b.1) Un centre de r; et un centre de 1 ’¢S(Si,j+1 Skh)'

On voit comme dans a,l) que S(rh1 k- l) est r,-simple et

- -1 -1 -1 ¥ = =
S ose = S, (r. =5
S(ry,q Tyop) = 1,(1 o0 85 542 %,h-1 sep = 5 o Sylr g )

de sorte que g = (5*)—1. §(r.+1 Ty l) est un A-produit r,-simple.

Si ¢ S (r ) , les B-centres de ry ?3 O(Sl,,]'*‘l kh) , done

,J+l

2 gl D1<glr)e 2plry)

1 F e ,3+
ot puisque d'autre part 2 A (s, ... Sp) 12 p{te ) , ona
,.\B(é’*) < Mro )
Si S h 3& S (rk) , on déduit de fagon symétrique la méme relation ci-dessus.

Si 1,541 € - S, (r ), S, € S (rk) , notons S5 3m ? 51, jmel et S b ?
k hm+1 les B- centres de rs et Ty respectivement ¢ si on a, soit

p) (r y< A (ro() , soit }B(rk) < %B(r‘" ) , il est clair que ’\B(Sx) < NMry ) ;
la méme rclatlon est valable si >\B(r.l) = AB(rk) = f\B(rD, ) et si S8* admet un

A-segment T avec T = 1. et contenant des B-éléments .

Si maintenant KB(ri) = /\B(rk) = }B(ra ) et si les A-segments T avec

=1 de RB , he contienne que des A-éléments, le fait que ‘;T Sih sont de

A-produits irréductibles pour tout i , entraine

-1 1 -1 ook
T c {S ,jmel 2 7t 2 B4 5420 Skop-1 0 vt Sk,hm}"' Se
de sorte que la représentation comme A-produit irréductible de s* est telle
que ’\(S) S)'—\(ro() et
s, (%) «s% .
Mais alors
2 wu(s

i,gmel 7ttt Sy J+1)J<xm[S (r )]<cnfS (ree )]
2[bu(skh 3 oee S )]‘-UJ[S (rk)] ‘“Q[S (ra )]

d'ou *
20(8%) € 2§w s (r )] - 2}

et en définitive
wl8,8)]=w{s[8(r; ; v, )]} =wlS,(5%) ¢ w(sh) < wis ()] .

Y
&
J
On a ainsi, dans tous les cas, »(3)< NMry) .
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b.2) Les centres de T, ¢ S(s 1,341 kh) et un centre de T ¢‘S(Si,j+l skh) .

On montre de fagon analogue & b.1) que S = (S ) (r ry_ 1) , ol
& = s, 51 000 54 ki cee Bpq s est un A-prodult nm—31mple, et que l'on a soit
2 (s)—\ (s)<x (ro ) , soit, si A(8) = Ag (5%) = X (o) » WIS, (B)] =
= w[S (s’*)] < wl8,(ry )], done A(s) (r,< ).

b.3) Un centre de ¢ S(s; 341 S,) eb les centres de rk_.S(S g+l S, *

Ce cas est symétrique & b.2) et 1l'on peut prendre S = (é&) S(r 1 k)
-1 -1

N g 3
ou & = Si,ﬁi e Si,j+l Sk,h+l .o Sk Qk .

b.4) Les centres de ry et les centres de 1y ,é.S(si,j+1 Skh)'

3 ¥y —1 . o
On montre que S = (SA) .S(ri rk)- ot 8 = sy ... 815 Sk, hel * Sk,ak
est un A-produit r,-simple tel que A (S) < A(r, ).

Considérons maintenant un A-produit irréductible R avec w(R) > 3 et
soit beBUB! .

4.2.- 8i R=b, il existe pour tout rye R avee A(ry ) = L(R) , une

A-suite S d'éléments de R, r,-simplo, ot telle que X(8) < M(ry ).

Considérons la A-relation b~l§ = 1, irréductible, en méme temps que la

A-suite R et par conséquent telle que AB(ri) > 2. Soit r, ='g 51 5 la re-
présentation comme A-produit irréductible de r, ot considérons 1l'identité
bR b T s, =1
1) 1

ainsi que la segmentation concordante et unitaire ¢ , qu'admet {b—l, R* 3.
: “

*
Soit comme dans 4 1, P 1l'cnsemble des couvertures centrales correspon-

dant aux re fb ,R* 4 avec r = ril et eg(r/g) » Ta = Qil

pe i , un segment

minimal appartenant a gﬁ .

Si Lﬁxfﬁ,) = S(Si,j+1 Skh) , on peut construire comme dans 4.1 une A-suite
S satisfaisant aux conditions de 4.2.

. -1 ) R
Si LV(HB ) = ’b ,R*g on voit comme dans 4.1 que 1 1 ,R i, donc R,

est ¢, -simple et d' autre part * (R) = (b) =1<2%<2 (rd ), done )(R)<”Kr ).

I1 reste & étudier le cas LP(tﬁ ) = s(b” skh)'
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Si ;ﬁ«sS(rl - 1) , on voit comme dans le cas a. 1) de 4.1 que S(r1 ke 1)

est qx—31mple D'avtre part en tenant compte de S(b~ Skh) , b s Sen = 1
(2) et S (b ) =1ona
-1 -1 -1 -1 -1 Zx
S(r1 rk«l) =b S(b skh)skh e S T S pop e S T g*
_ o
S (r 1 T l) =8,

et puisque Skh est un B-é1ément
A (§*)<: A (r ) < kB(nd ),

de sorte qu'on peut prendre S = (8% S(r

a 1 Tr-1)
Si =k, on voit comme dans le cas a.3) de 4.1 que S(r1 rk) est
r,~simple, et
S(r1 rk) =b S(b‘lskh) B hel "t ak,fk = bak,h+1 e ak,ﬁk =
S,(ry 1) = 8
d'autre part A(rk) > 2 et le fait que §(b—lskh) contient les B-centres de

T entrainent .
A E) <))

de sorte qu'on peut prendre S = (§x)-1.§(rl r

A k)'

5.~ Groupe de Nielson d'un A-groupe libre.

Si V= ~{vi ) nee s vm'} est une m-suite de variables VJC N=0N [[B]] ,
considérons la m-suite = <)+v s kyv définiec par :

(9v., =v, : i #j
(3) f\‘f j 0
P30 = 55y 5 vy @)

ol S(vj ; vj » a) est un A-produit Vj -simple d'éléments de la forme vgl
0 0

]
(€211
<

On voit que

.= Iv. ; v,
(4) VJO P( {vJ PV a)

o P est un A-produit \YV -simple d'éléments de la forme ( &ij)il et
par conséquent Yo

(5) MV = W],

Supposons maintenant que N admette un systéme de A-generateurs fini et

oV
soit L (N) l'ensemble des m-suites X de A-génératcurs de . Le changement
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[ . A
de variable (3) détermine une application X __ ?X de gié(N) sur lui-méme,
d'aprés (4) et (5), que nous apvelons transformation A-simple. D'aprés (4),
1'ensemble g@ﬁ(N) des nroduits \ de transformations A-simples Y est un

groupe, que nous appelons le groupe de Nielscn (d'ordre m) du A-groupe libre N.

On voit facilement que ?K%(N) peut-&tre également défini comme 1'ensem-

ble des produits de transforrations W de 1'une des formes

iT
\ =
\,_* ( io
i
/ } +1 +1,.¢1
. . _ +
3" ) “ijo - (vjo vy )
i i

{ - -
'\av’f‘l a 1 , aCAUVA !
o

Notons XO 1l'ensemble des éléments de N qui figurent dans la suite X
et d'autre part soit : ¢
ME) = AGg) 5 ey M)

Considérons la relation < entre m-suites définie par :

AEK) < MY) = j>\(x ) £ A(yj) et pour un certain jj , A(xj ) < A(yj ).
0 0
On déduit de 4.2.

5.1.- 5i X € NS  (N) et BUB™ gg X uxol » i1 existe une transformation
A-simple @ de c/b (N) telle que A (P X) <A{X).

Puisque toute chaine descendante A(Xl)'> Z(XZ) > ... est finie on déduit
de 5.1 :

5.2.- Pour toute m-suite X éng (N) , il ex1ste une transformation

Ve (W) telle que BuB™ C(\{/x)ou(\;/x) :

Par conséquent :

Si ¢(B) est le nombre des éléments d'une A-base libre B de N ,
c(B) &m

Si nous notons :

on voit, comme dans 8.4 de [ 2] que



5.3.- Pour toute m-suite X e 0 (N) avec B\;B—1 ¢ xoux(’)l , 11 existe

une transformation \{/tf () tnlle que WX =B

Finalement, d'apres 5.2 et 5.3 :

5.4.~ :)'(m(N) est un groupe transitif de transformation de %m(N)'

6.- Construction des relations fondamentales.

Considérons maintenant un groupe G engendré par unc suite
A= {al yoeee s By s oaen an% de générateurs et 4éfini par une suite de re-
lations fondamentales :
(H) hl(ai) =1, ..., hk(ai) =1, ven, hr(ai) =

autrement dit le groupe quotient du groupe libre {[4]] par le sous-groupe nor-

r N - { B ) . ] . \ - 113 [] A—
mal N [H], ol H = {hl(ai) y eee s hr(ai) 3’ . Si 1'on considére la suite 4'é
léments B = | Dy 5 e br.% et le A-groupe libre NA[[B]] , 1l'application de
NA[[B]] sur NA[H] , définie par

a,—> a,

i i? bk*'"w> hk(ai)

est un homomorphisme, dont lc noyau est 1l'ensemble U des A-produits R(b )
d'éléments de BUB L tels que R[h (a )]=1, et N [H] est isomorphe &
NL[BI/U , d'ou s

6.1.- Un_sous-groupe normal d'un groupe libre [[4]] est isomorphe au groupe

quotient d'un A-groupe libre par un de ses SOus-A-groupes normaux.

Identifions : NALH] = NA{[B]]/U et considérons une m-suite quelconque

(F) f(a-)=1,...,f(a.)=l,,..,f(a.)z

J
de relations fondamentales concernant la suite de générateurs A du groupe G,
autrement dit, soit F = ! (a ) R £ (a ) } une m-suite de A—generateurs
de NA[H] =N [[B]]/U .
si F* {f Z est une m-suite de représentants (appartenant a

N,[B]]) pris dans chaque classe f (a ) , on ddduit de NA[F] = NA[H] et du
falt que U est sous-A-groupe normal dans N.,r[B]]

b U = by (a.)'sz[f (a),a ]_Rk[f U,a,] _R (f 8;). U

ol Rk[f (a ),a ] est un A-produit d‘elements de FUF l , donc

Rk( i ai).uk s u €T

k"



et en définitive

NA[[B]]= NA[fT s eee s f; s Up s eee un] .

En utilisant maintenant 5.4, on montre comme dans 1.2 de [3] que le groupe
de Nielsen d'ordre m+r relatif & NJ:F] est transitif sur 1'ensemble des

m +r- suites de A-générateurs de la forme

[
-

) x X 1, oo, 1
1 3 oo 9 s b b
% m’ Tt

- ./"—'"‘\.\'._,
m+71r

RO

autrement dit :

6.2.- Toute m-suite de relations fondamentales concernant la n-suite A gg

générateurs de G , s'obtient de

F £ ) =1 coe f ) =1 1=1 voe 1 =1
(m+r) 1(8-1) s s m(al) s ‘~~n,_.,—'-’-—-~.r 7‘_‘/

par_une succession de transformations (3) effectudes sur les premiers membres

des relations (F_ ).
m+r
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