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ANNEAUX AVEC CONDITION MINIMALE RESTREINTE
par J. GUERINTON,

I1 s'agira dans la suitc d'anneaux commutatifs, avec élément unité non
nul. On va exposer les démonstrations trés simplifiées dues a I. S. Cohen
[ Duke mathematical Journal, vol. 17, 1950 , p. 27-41, avec large bibliographie ]
de théordmes donnés par Krull, Grell, Akizuki, Kubo, Matusita et Mori. Ces
démonstrations nouvclles s'accompagnent de trés scensibles améliorations dans
les résultats.

On caractérise lcs anncaux avec condition minimale restreinte en 1 et on
étudie les problémes d'extension dc tels anneaux en 2. Les domaines de Dedekind
sont simplement caractérisés en 3 ct unc cxtension de ces anneaux est donnée
cn 4 selon L. Fuchs (Anncaux arithmétiques). La connexion entre les anneaux de

rang fini et les anncaux A condition minimale restreinte est étudiée en 5.

1.~ Condition minimale restreintc.

Un anncau A scra appolé un MR anncau s'il satisfait a 1'une des condi-

tions équivalentes suivantes :

a) toute chaine descendante bornée d'idéaux de A ost stationnaire ;

b) on a la condition minimale restreinte pour 1'ensemble des idéaux ordonné

par 1l'inclusion des idéaux ;

¢) toute image homomorphe propre A/I (I idéal non nul) est un anneau
d'Artin ;

d) A cst noethérien et tout idéal premier non nul est maximal en A ;

e) toute intersection d'un cnsemble non vide U, (r ¢R) d'idéaux de A est

égalc A unc sous-intersection finie.

On prouve immédiatement 1'équivalence de ces conditions et que lecs MR an-
neaux ayant des diviseurs de zéro sont tous les anncaux d'Artin non réduits &
des corps. On étudicra dans la suite uniquement les MR domaines d'intdgrité et

on fera usage du :

Lemme. - Un anneau A est nocthérien si et sculement si tout idéal premier de

A a unc base finie.
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" Pour &tablir que la condition cst suffisante, on raisonnc par l'absurde :
si 1l'cnscmble E des idéaux sans basec finie n'était pas vide, il serait induc-
tif pour la relation d'inclusion, et le théoréme de Zorn fournirait un élément

maximal U de E .

- L'idéal U n'ayant pas dec basc finic ne serait pas premier ct il existe-
rait deux diviscurs stricts de U , soit Ul et 02 , tels que 1'on ait
U, U2 ¢U. Alors U, ot U, ont des bascs finics et A/U1 est noethérien
d'aprés la maximalité de U . Le A/U -module U /U1 , étant de type fini est
nocthérien et son sous—A/Ul—module U/U1 b est aussi de type fini. U1 étant
de type fini sur A , U/UlUé est de type fini sur A donc U est de type fini

sur 4 : on a unc contradiction.
Les MR anneaux sculs diviseurs de zéro sont alors donnés par le :

Théoréme 1. - Un domainc d'intégrité A satisfait & la condition MR si ot

seulement si sont réalisées les conditions suivantes :

a) tout iddal proorc a unc factorisation unique en idéaux primaires

b) tout idéal primairc est fort

c) si I&¢J , tout idéal premier d'un facteur de J ocst iddal prenier d'un

facteur de I
d) dans toute interscetion non nulle d'une infinité d'iddaux de A il y a

au moins un iddal supcrflu.

En offet si A est un MR anncau il est noethéricn, tout iddal primaire
non nul cst uniforme et on cn déduit a) b) et c¢) . Si d) n'était pas réaliséc
on formerait aisément une suite strictement décroissante et bornde inféricure-

ment d'idéaux.

Si on suppose inverscment réalisées les conditions a) b) ¢) d) , tout

idéal premicr non nul est maximal, et d'aprés a) ot b) tout idéal non nul I

contient un produit Py A‘p2 eer Py d'idéaux premiers non nuls. I1 suffit
pour montrer que A/I cst un anneau d'Artin, d'établir qu'il existe une suite
de composition d'idéaux de Py Py .. D, a 4.

On établit pour cela que, pour tout i , les espaces vectoricls E (sur
lc corps A/p ) Py Py e Dy_y/Py P, ... Py sont de dlmons1on
finic. Or d'aprés la condition d) le sous-cspace nul de E n'est pas inter-
section sans élément superflu d'unc infinité de sous- espaces non nuls : 1l'es-

pace entier est alors nécessairement de dimension finie.
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W. Krull a donné [Math. Z., Vol. 54, 1951, p. 354 ] la propriété suivante
des MR domajincs d'intégrité D non réduits a des corps. Il y a, pour tout D,

équivalcnce entre les conditions ¢

a) D a unc infinité d'idéaux premicrs ;
b) tout iddal premicr cst intersecction de ses diviseurs maximaux. On obtient
ainsi tous les MR-domaines d'intégrité qui sont des anneaux de Jacobson (cf.

P. Jaffard, Séminairc Bourbaki, février 1956),

2.- Problémes d'extension.

Krull ot Akizuki avaient donné des conditions suffisantes pour qu'une
extcnsion d'un MR domaine A4 soit un 1R domaine. Cohen a établi simplement

le cas trés général suivant

Théoréme 2. - Si A cst un VMR domaine de corps des quotients K et si S

cst un domainc, contenant A , et enticr sur A , dont le corps des quotients

L c¢st extension finic de K , alors S ost un MR domaine dont toute image

homomorphe propre est un A-module de longucur finic.

On cherche a sc ramencr au cas pour lequel on a K = L au moyen de trois

lennmes.

Lemme 1. - Si pour tout idéal propre I de S, 8/I est un A-module de lon-

gueur finie, S cst un MR domaine.

En effet S' = S/I ost un anneau d'Artin car unc chaine infinic de sous-

S-modules de S' est unc chainc infinic de sous-A-modules.

Lemme 2. - Si pour un I , idéal propre de S, S/I ocst un A-module de type

- fini, alors S/I est un A-module de longucur finie.

Soit lc sous-A-module U=1ImA de A4 5 alors S/I ost un A/U module

de type fini. Si on avait U = (0) , on aurait, pour tout xeI - (0) ,

.

u
E:: a; xT =0 pour un u minimum > 1 . (aié=A) d'ol ageINA = (0) et u
i=1
ne serait pas minimum(l)

2) . Donc 4/U est un anncau d'Artin et S/I est de
2

longuour finic sur A

1 . . cr N
(1) Lg, @emonstratlon du lerme 2 fait intervenir seulement 1'hypothése que S
cst algébrique sur A et pas nécessaircment le fait qu'il est entier.

(2) 47 s

Un module 92 normal sur B est dc longucur finie si et sculement s'il cst
de type flnliag si B cst anncau d'Artin. La proposition dirccte cst fausse
si ona 0 : 12 £ (0).
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Lemme 3. - Siona K=1, _l_e; A-modulc S/I  est de longuecur finic pour tout

idéal I propre de S .

.

A-module S/Sa est de type fini : ce dernier sera de longucur finie d'aprés

le lemme 2 donec a fortiori S/I en tant que A-module.

I1 suffit de montrer que pour un aeh - §0} tol que SacIcS , le

On considére pour tout entier i=1, 2, ... les idéaux Ui de A
donnés par U; = Sa'n A pour un a ¢ (INA) - i(Ol , cctte derniére oxprossion
n'étant pas vide d'aprés la démonstration du lemmec 2 . la condition minimale

restreinte pour A donnc pour un n minimum :

Aa + Un+l = Aa + Un+2 = e

Or 4 est nocthérien (cf. 1) donc Un est un A-—module de typc fini done aussi
le sous A-module Un a ™ de S . On va démontrer que 1'homomorphisme naturel
h de S sur S5/5a envoic Un a? sur S/Sa qui sera alors bien de type fini

sur A .

Or tout &lément de S/Sa s'derit sous la forme o+ Sa avee o ¢S et
comme on & K =L on peut prendre o = g avec bedh , ccA - g.Ol . Comme

A est nocthéricn on a pour un k >0 minimum :

(1) Ac s Aak = (4c : Aak) : Aa

Alors a n'appartient & aucun des diviseurs premicrs essentiecls (maximaux
et en nombre fini) de Ac : Aak . Donc Aa est premier & cet idéal et on a
l=ra+h reA , Nedh avee %ak:tc pour un tedA , Alors on a

k v
oat = ora! 4 tb done o T EE- (mod Sa ) : on pecut se borner & prondre

a
o= _eE (ced) . Si k <£n on peut supposcr que dans (1) ona k=n . Si
a

k >n , on remarque quc 1l'on a

ccSa¥MA = Ukcha + Uk+1

k+1

onadonc ¢ =fa mod(Sa S

S
) pour un fcd et done 0(=;E EFT(mOd Sa)

on se raméne en un nombre fini d'opérations & un élément ™ de la forme

n -n -n
g/a” avec geA . Comme on a Una =SNAa on a dans tous les cas

g/e" ¢ Una—n .

Démonstration du théoréme 1 :

Ona L =K (c>(l y eee s am) pour des &; € S . On applique le lemme 2
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en remplagant S par A'=A[e, ..., o«m] qui cst de type fini sur A :
A'/I' cst alors un A-module de longucur finie pour tout idéal propre I' dec

A' , donc A' cst un MR domaine d'aprés le lemme 1 .

Comme le corps dcs quoticnts de A' est L, lc lemme 3 apoliqué & A
et S montre que pour tout idéal propre I de S, S/I est un A' module
de type fini donc un A-module de type fini. Alors, d'aprés le lcmme 2 , S/1
cst de longueur finic commc A-module, donc, est un anncau d'Artin d'aprés lo

lomme 1 : S ost bien un MR domaine d'aprés la premiére partie.

Théoréme 3. - Tout anncau B compris centre un anneau de Dedekind A et le

corps K des quotients de A est un anncau de Dedekind.

B cst d'aprés lc théoréme précédent un MR anncau : reste & prouver
qu'il est intégralement clos cn K . Comme B est nocthérien tout idéal entier
propre I de B s'écrit sows la forme : I = B b1 el Bbh
(bjéafl, j=1,2, ...,h) etona, cnposant : J = Ab, + ...+ Ab,
et J =4 :J

I=BJ , IBI =3B (car 751 = a)

ce qui montre que I est inversible en B , Si alors &eK est ontier sur B
on a, en posant U=B[x], uU=1 cnticr en B pour un ueB , Corme I
est inversible d'aprds cc qui précdde, il cn cst de méme de U = U° et done on

a U=B c'cst-d-dire ®eB et B est intégralcment clos cn K .

3.- Caractérisation des domainecs de Dedekind.

Les propriétés rappelées cn 1 montrent que les domaines de Dedckind sont
les MR domaines intégralement clos dans lour corps des quoticnts. Le théoréme
classique de E. Nocther sur la caractérisation d'un tel anneau par la factori-
sation unique en produit 4'iddaux meximaux a &té amdliord par Kubo, Matusita,
Mori et Cohen. On dira qu'un idéal fractionnaire I de A est ianversible, si
ona I.I70=4 avec Thoas 1= $xeK, xI¢A! . Ona le:

Théoréme 4. - Si tout idéal propre du domaine A est produit d'idéaux premicrs,
A est un domaine de Dcdokind(B).

(3) Le probléme de la décomposition (d'un type voisin de la décomposition dans
un anncau de Dedekind) d'un idéal fixé d'un anncau A a été étudié par Fuchs
(Acta Math., V, 1954, p. 95-99).
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On ne suppose pas a priori l'unicité de la factorisation. Un idéal non
nul de A est inversible si et seulement si pour unc décomposition particulidre

(donc pour toutes) los factours sont tous inversibles. En coffet, I est inver-

sible si ot seulement s'il oxiste I' tcl que I.I' = A (car on a
42T, (4 ¢ I)2I .1I' = 4). Alors on voit par récurrence que la factorisation
en idéaux premiers inversibles est unique car si Py eee P = pi “oe pé

on considére un idéal premicr minimal p; bpar exemple dans 1l'ensenble

%pl s eee s pé ¢ et on multiplie les deux membres de 1'égalité préecédente par
pl :A:pl.

Soit alors p un idéal premicr propre ot aco - ?O} . On a

Aa = pxk’ ssee 5 ©p donc p:;»p”s par exemple et Aa étant inversible pBK
1'est. On va prouver que py< est maximal donc que p(:p*) est maximal et in-
vorsible. Si p* n'était pas maximal on aurait pour un ce 4 - p% , Ac + p>ls £ A
et 2

* ,
Ac + p =Py Py oeeo pr,Ac +p =4 cee Qy

Alors posant nour tout U2p~ , U' = U/p" on a q} 5 e 5 Qf =

= (pi s eee s pr',)2 = (A'c')2 et la factorisation étant valable en A' = A/p*
et A'c'® étant principal on a qi = qé = pi 5 qé = q& = pé , etec., donc cn
revenant & A on a A02 + p)E = (Ac + p)ﬁ)2 d'olh p*g.ﬁc + p*2 . Alors

b ép* entraine b ;dc(p*z) , de Ep* d'ol dé‘:px et finalement

%2

b ecp* +p et p* = p* (4c + p*) . Corme p)K est inversiblec on a la contra-

diction A = Ac + p>'E .
h h h h

Alors I = pl1 s eee s prr cdJ = pll s eee s prr entraine d'aprés la

maximalité et 1'inversibilité des 1 (tous distincts) que k. > h, pour tout
i . Donc A satisfait & la condition MR . Si x¢ K est intégralement dépven-
dant sur A, U= A[o] est un idéal fractionnaire tol que P=U. U étant
fractionnaire, il cxiste un ced -30% tel que cU 4 . Or cU est inversi-
ble d'aprés ce qui précéde donc U l'est et ona U= 4 donc o el qui est

(4)

intégralement clos et cst donc domainc de Dedekind.

Théoréme 5. - Si tout idéal entier premior, propre, du domaine A ost inversi-

ble, A est un domaine de Dedckind.

(4) En fait on peut démontrer dircctement que 4 cst complétoment intégrale-
ment clos : A [« ] est fractionnaire si ot seulement si les « ont un dénomi-
nateur commun.
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On voit facilement que cet énoncé équivaut a celui ci ¢ A est domaine de
Dedekind si et seulement si les iddaux fractionnaires non nuls forment un grou-

pe pour la multiplication (Cf. Commutative algebra de P. Samuel).

On établit que chaque idéal entier premier non trivial p' est maximal
car A>po>p'>(0) entraine (p'p_l)p =p',n'p ¢ pp_l = A p'p~l =p',
p'p=p' ctenfin p=R . Alors A cst nocthérien (1, lemme) car tout idéal
premier p a une basc finic : on écrit que ltepp—l . Alors pour chaque idéal
entier I #A et (0) il existe des idéaux preniers Py s =+ 5 P, tels que
pigllpmm i=1,2, ..., v et I;pl,...,pr. On a alors
A Qp; Iz Py s +++ 5 P._; ©b,par récurrence sur r ,I est produit d'iddaux
premicrs inversibles maximaux. On cn déduit comme au théoréme précédent (ou

‘d'apres ce théoréme) quc A est anneau de Dedekind.
Lorsque A est un dormainc noethérien on a les caractérisations suivantes :

Théoréme 6, - Si A est un domaine noethérien les conditions suivantes sont

équivalentes :

a) A ost un domaine de Dedekind.

b) pour tout idéal maximal M de 4, A(M) est anneau de valuation discréte.

c) ona N > 1P pour tout idéal maximal de A .

d) tout idéal M-uniforme est une puissance de M (M iddal maximal).

e) les iddaux M-uniformes (pour M fix4) sont en chaine.

f) 1lc treillis dos iddaux cnticrs de A ost digtributif.

g) A cst un anncau de multiplication.
h) IT:(J6L)= (T :7J) +(I:L) (I, J, 1L idéaux entiers quelconques).

Démonstration : Si on a a) pour tout idéel maximal M 1'anncau des quotients

A(M) ost noethérien. Ses idéaux correspondent biunivoquement aux idéaux de A
qui sont primaires pour 1'idéal M , ils sont donc en chaine et A(M) est
donc un anncau de valuation, d'ol b) . Les conditions c¢) jusqu'a h) résultent

de la factorisation unique en idéaux promicrs.

Inversement si on a b) ona 4 :‘Q A(M) donc A est complétement inté-
gralement clos ; tout MA(M) est premicr minimal en M donc M est premier

minimal en A : cn A tout idéal premicr minimal ost maximal ot on a a).

alors c¢) entraine b) . Car pour tout idéal maximal M on a dans 1'anneau

aA' = A(M) d'idéal maximum M' = MI&(M) , M' > Mv2 done M' = A'a' + M'2
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pour tout a'eM' - 112 . La méthode du déterminant de Krull s'applique : M'a

unc base finic cn 4' , soit H' = a'my + ... + A'mé . Alors on a pour tout i :

m! = ! al SE_ '.om! - '.eM! i n! ch'a!’ tout j avec
mi = %t a'+ - cjj My avee cjje M' soit dm3<¢ a' pour tout j ka
d=aét (655 -cl;) d'oh Mcale' ot M =4'a' . Comme ona ws = (o),
d'aprés le théoréme 4'intersection, 4' est un anneau de valuation discréte et

on a b) donc a).

Si d) est vérifide. Soit ¢ un idéal p-primairc avec p maximal, on a
h & .

q=p3, e, p.T , q2p donc p, 2p (i=1,2, ..., r) donc
p =p, pour tout 1 ot ona doncc). Sic) est vérifide soit p un idéal ma-
ximal p/p2 est un cspace vectoriel sur le corps 4/p dont les sous-espaces
sont en chaine : il est de dimension un et on a p)rpz donc on a c¢). Si on a
f) g) ou h) (les anneaux correspondants sont étudids 2 la scetion suivante) on
a la propriédté c) . Car f) cntraine que 1'espace p/p2 a un treillis distribu-
tif ot est donc de dimension un, on a encore c). Alors g) cntraine c) en appe-
lant anneau de multiplication un anncau tel que I 2J cntraine que J = II'
pour un idéal I' : on avplique ceci a une chaine M DIIQM2 en considérant le

radical de U .

Si on suppose h) , si on n'avait vas e), soient J et L deux idéaux
M-uniformes ncn comparables. Alors U= Jal est tel que U :J ot U : L
sont contenus en M tandis que U : (JNL) = A<M ce qui est inpossible :
on a ¢) donc a). Remarquons enfin que les conditions c¢) f) g) h) sont satisfai-

tos par des anncaux de valuation arbitraircs. Un exposé ultérieur montrera com=

ment lcs notions d'irréductibilité conduisent i d'autres caractdérisations des

domaines de Dedekind.

Enfin on voit facilement que les domaines de Dedekind sont los domaines

nocthériens pour lesquels I 27 —) (J ¢ I1)I =J (anncaux de multiplica-

(5))

tion : on applique le critére c¢) . Donc g) cntrainc a).

4.- Anneaux arithmétiques.

Le théoréme 6 montrc qu'un domaine d'intégrité noethérien ost un annecau de
Dedekind si et sculement si lc treillis de ses idéaux entiers est distributif
(condition f)). Ladislaus Fuchs (Uber die Idealc arithmetischor Ringe, Corm.
Math. Helvetici, vol. 23, 1949, p. 334-341) a donné 1'étude suivante :

(5) S. Mori : Struktur der Multiplikation. Ringe (J. of Sc. Hiroshima Univ.,
ser. 4 , vol. 16, 1952-53, p. 1). Il y a donc identité entro les anncaux arith—
metiques et les anneaux de multiplication dans l¢ cas nocthérien.
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Définition 1. - On appelle anneau arithmétiquc un anncau & dont le treillis

des idéaux est distributif.

Définition 2. - Un idéal I d'un anncau est dit primitif (ou (O -premier) si

I 2 LnM entraine soit I2L scit I2M (ou les deux) et totalement primi-

tif si la proopriété précédentc s'étend aux interscctions infinies.

On voit irmédiatement qu'un idéal premier cst primitif, qu'un idéal primi-

tif est irréductible, ct qu'un idéal totalement primitif est super-irréductible.

On a alors le :

Théoréme 7. - Un anncau arithmétique si ot seulement si tout iddal irréductible

est primitif,

La loi de distributivité s'éerit indiféromment, suivant une propriété

générale des treillis :

I+ @AL) =@ +IN(I+L) ou INWT+1)=(InNJ)+(INL)
ou encore
I+(@OL)2 (@ +J)0(I+L) ou IN(T+L)c@ NI+ (Ial),

Si on suppose l'anneau A arithmétique ot un idéal donné I de A irré-
ductible, alors I 2 J AL  entrainec : I=I+ (JNL)2(I +J)~(I +1L) done
I21I+J par exemple soit I 3 J . Si inversement dans 1'anneau A4 tout

idéal irréductiblc est primitif on utilise lc lemre : Dans le treillis T des

idéaux entiers de 4 tout élément est interscetion d'éléments inter-irrdduc-

tibles. Ce résultat est valable en tout anncau A , ct s'obtient cn appliquant
le théoréme dc Zorn & 1'enscmble (inductif) des é1léments de T qui contiennent

1'élément donné U de T ot ne conticnnent pas un élément arbitraircment fixé

x de A - U, Notons en passant que si A cst en plus un MR anneau 1'inter-
section considérée dans 1'énoncé du lemme en question peut &tre ramende A une

sous-intersection finie (Cf. 1).

On applique alors le lerme & [i=I + (JNL);ona b= i} Uy chaque
Uy étant alors primitif. On a pour tout o : Uy 2 JNL donc soit
Uy 2 J (done Uy 2 T +J), soit Uy 2 L (donc U, 2 I+ L) . Finalcment
ona N= Q\ U, 2 (I +J)N(I +L1L) et 4 ost un anneau arithmétique.

Théoréme 8. - Un anneau arithmétique 4 ost un MR annecau si ot seulement si

tout idéal non nul est intersection finie d'iddaux totalement primitifs.
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Si A est un MR anncau arithmétique tout idéal primitif est totaloment
primitif d'ol la proposition. Inversement si pour 1l'anncau arithmétique A
tout idéal non nul est intersection finic d'idéaux totalement primitifs soit
Il 2 12 D eee 2 In2 . 21 >(0) une chaine descendantc bornéc par I :(3 In
non nul. On a par hypothése I =P, n ... nP , les idéaux Pj étant des
idéaux totalement primitifs. On en déduit que pour un ny fini on a I;}In

donc I = In , et 4 c¢st un MR anncau. 0

0

5.~ Anneaux dc rang fini.

Un anncau A cst de rang fini n si tout idéal a une base de n éléments.
I1 peut étre de rang inféricur & u et est alors de rang n+p pour tout ppl .

I1 cst alors noethérien mais la réciproquc cst fausse (par exemple K [X , Y]).

Les anncaux de rang 1 sont les anncaux & idéaux principaux, les anncaux
de Dedekind sont de rang 2 (théoréme 10), les anncaux d'entiers algébriques
sont de rang fini (théoréme 10). Un anncau d'Artin a un rang égal & sa longueur

(le rang minimum pouvant &trc plus petit). On a pour les domaines locaux lec @

Théoréme 9. - Un domaine nocthérien local 4 est de rang fini si ot seulement

si c'est un MR domaine.

a) Si A nc satisfait pas & la condition minimale rcstreinte son idéal ma-
ximal M n'est pas le scul idéal premier propre. On va voir que A n'cst pas
de rang fini en trouvant pour tout n wun idéal n'ayant vas une base de n
éléments. Soit r le plus petit cntier tel qu'il existe r &léments
Uy 5 eeey W, on A qui cngendrent un idéal q uniforme de radical 31(6).
Si on avait r = 1 lc théoréme de Krull sur 1'élément principal cntraincrait
que M serait minimel parmi les idéaux promicrs non nuls donc que A serait
un MR anneau : ona r »2 . On va montrer que qn n'a pas de basc de moins
de n+1 éléments et méme de moins de N = N(n , r) nombre des mondémes de do-

gré n & r variables.

. . n Py .
Si on avait vour g unc base de N -1 é&léments, 1'espace vectoricl
n, n . . . .
E =q /Mq sur lec corps K = 4/M serait dc dimension au plus N-1 ., Les
éléments de E correspondant aux N mnondmes de degré n cn Up s eee s Uy

seraient linéairement dépendants sur K : il cxisterait alors unc forme é de

6
(6) C'est-a-dire soit r 1la dimension de 1'anncau local A s, les Ugseeasll

étant un systéme de paramétresuniformisants. ¥
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degré n & r variables, & coefficients cn A , mais pas tous en M telle
que 1'on ait 4?(u1 ) eee s ur) ¢ ¥q© . On montre que 1'on est alors conduit
a4 une contradiction.

b) Si A cst un MR anncau, les théoremes de structure pour sa complétion
A' vont montrer que R cst de rang fini. On sait (I. S. Cohen : Trans. Amer.
math. Soc., vol. 59, 1946, th. 16, p. 90) que A' est un module
Ayxy + «o. + Ayx, sur un sous-anneau Ay de valuation discréte, en particu-
licr principal, donc tout idéal de A' , qui est un Ao—module , est aussi en-

gendré par k éléments : A' cst dc rang k .
Soit I wun idéal non nul de A on a :

A'T = 4a'a) + ... + A'ay (a:.'LG.A' ,i=1,2, ...,k)

Comme MI est primairc pour M ona MI2 Mh pour un h done A'Mh c A'MI
ot A' étant complet il existc des aie.A tels quec l'on ait

aiz.ai mod A'NP (donec mod 4&'MI ) donc ay €eA'l et comme 1l'on a d'aprés
les propriéiés de complétion : A4'INA =1 ona ay €I pour tout i ct done
Pt ¥ Aak ¢ I . Le théoréme d'intersection de Krull pormet de con-
clure : ona A'I ¢ A'I'" + A'MI donc T ¢(4'I' + A'MI)nA=1"'"+MI et

plus généralement I ¢I' + M)Z I pour tout £ >1 , donc I €I' et finale-

I' = iha

ment I =1I"'"-= Aal + oeae 4 Aak : A c¢st de rang k.

L'application de ce théoréme conduit aussi au

Théorémec 10. - Un domaine A ost de rang fini si et sculement s'il est nocthé-

rien ot si les anneaux des quotients de A relativement a ses idéaux premiers

p ont des rangs finis pouvant 8tre pris égaux & un nombre k . Alors A a

un rang égal &4 k + 1 dés qu'il est noethérich. Si A a_pour rang m , tous

les anncaux quotients ont le rang mn .

On voit aussi qu'avec A4 non noethéricn il peut arriver que chacun dos

anneaux quoticnts A(p) soit anneau de valuation discréte donc de rang 1 : il
suffit d'adjoindre au corps P des rationnels les racines p-iémes de 1'unité

pour tout p et de prendre pour A 1'anneau des enticrs de ce corps.

On en déduit aussi qu'un domainc de rang fini cst un MR domaine, la ré-
ciproque étant fausse (Zariski), et qu'un MR domainc 4 , dont la cloture in-
tégrale est de type fini sw 4 , cst de rang fini, la réciproque étant égale-
ment faussc : i1l existe des domaines (locaux, avec un scul idéal premier non nul)
dont la cléture intégralc n'est pas de type fini ot sont par ailleurs de rang
fini puisqu'il satisfont & la condition MR .




