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Exposé n° 19

LES HOMOMORPHISMES DANS LES ALGEBRES GENERALISEES.
(Exposé de Isidore FLEISCHER, le 21 mars 1955)
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On peut dire que les faits les plus élémentaires qu'on connait dans la
théorie des groupes sont : la correspondance entre homomorphismes et sous-
groupes invariants ; les deux théorémes d'isomorphisme, et les extensions qui
s'y rattachent, comme le théoréme de Jordan - Holder, le théoréme de Schreier,
etc. Ces résultats permettent, par exemple, de ramener 1!'étude d'un groupe
quelconque satisfaisant aux deux conditions de chaine, & une suite_finie de
groupes simples et & une suite d'extensions entre eux : étude que, dans le
cas non-commutatif, on est encore loin de pouvoir compléter d'une maniére

satisfaisante.

De nombreuses tentatives ont été entreprises pour étendre ces théordmes .
fondamentaux aux systémes algébriques plus généraux. Il y a environ trente
ans, Emmy Noether et Krull les ont démontrés pour les groupes aux opérateurs,
et aussi, bien entendu, pour les anneaux. Vers 1933, la notion d'algébre

universelle (ou, comme je préfére l'appeler, algdbre généralisée) s'est déga-

gée, et on s'occupait & établir ces résultats pour de tels systémes, qui con-

tiennent comme cas spéciaux toutes les structures algébriques.

Je me propose ici d'exposer ce développement, sans tenir compte de tous
les travaux qui ont été faits & son sujet, (ce qui dépasserait de beaucoup le
cadre d'une telle cpnférence), mais, en me bornant & suivre une voie logique
plutét qu'historique. J'emprunterai aux divers auteurs les notions et idées
qﬁi me seront utiles. A la fin je donnerai une application aux groupes par;

‘tiellement ordonnés qui comporte quelques nouveautés.

1.~ Pour commencer, nous allons introduire un formalisme qui sera suffisamment

I d ) . .
général pour couvrir toutes les applications que nous avons en vue.

Nous nous plagons dans un ensemble E ol sont définies une ou plusieurs

(ou méme une infinité) d'opérations algdbriques généralisdes. Une telle
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opération (dite n-aire) associe & des suites de n é1éments de E

Xy 5 ees 5 X, des éléments y de E . Nous ne supposons ni que les opéra-
tions soient partout définies (i. e., pour chaque suite de n éléments) ni
qu'elles soient univoques (i. e., que y soit unique). Une opération n-aire
n'est donc autre chose qu'un sous-ensemble du produit de E (n+l)-fois

4 savoir, l'ensemble des (x1 9 ees 3 xn’y). Bien que déja d'une grande géné-
ralité, ce systéme ne peut pourtant pas contenir comme cas particuliers les
structures algébriques ol opérent des lois externes (c'est-a-dire qul font
"intervenir des cnsembles supplémentaires) comme, par exemple, les espaces
vectoriels. Nous allons remédier & ce défaut et en méme temps simplifier la
description afin de pouvoir la manier sans nous égarer dans unc forét de
notations.

Rappelons, d'abord, que notrc but est de traiter des homomorphismes. Or,
une application d'une algébre & plusieurs lois est un homomorphisme si et
seulement s'il 1l'est pour chacune des lois séparément. Nous pouvons, alors,
nous restreindre au cas d'une algébre & une seule loi. Puis nous allons suppo-
ser que cette lol unique est binaire. Les particularités du cas n-aire se
trouvent notamment déji dans ce cas spéeial, de sorte que la généralisation
sera facile. Aprés, nous pouvons rendre notre opération univoque en supposant
qu'elle prennc ces valeurs non dans E mais dans l'ensemble des parties de
E : nous ferons correspondre & deux éléments composables de E le sous-ensem—
ble de ces valeurs. On peut tenir compte, finalement, des lois externes en
supposant que l'opdration est définie sur des couples d'éléments venant

d'ensembles différents.

Nous aboutissons alors & la définition suivante : Une algébre (générali-.

sée) A sera un triple d'ensembles (X , Y , Z) et une loi ou opération,

qui fait correspondre & certains couples (x , y) , x € X,y &Y un élément
unique z = xy de Z . Cette loi peut, d'ailleurs, étrc soumise & des axiomes
divers tels que l'associativité (si les trois ensembles se confondent : - on

se trouve alors dans un groupoide), la commutativité (si X et Y éont.égaux),
1l'existence d'éléments remarquables, comme élément unité & gauche (Y et 2
égaux) ou & droite (X ot 2 égaux), éléments inverses, ecte... La seuls

restriction que nous exigeons est que 1'image homomorphe (définition au pro-

chain numéro) d'une algébre soit une algébre.

Cette définition isole, au moins dans une certaine mesure, l'essence de
1'idée de structure algébrique (comme la définition de groupoide isole celle

de structure aux lois internes), sans entrafner des complications exoessives.
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2.~ Soient A et A' deux algebres. Unc application q de A dans A’
sera par définition un triple d'applications de X dans X' , de Y dans
Y' , ctde Z dans Z2' . On dira que %) est biunivogue si checune des
trois applications l'est ; on dira que Y applique A sur A' si chacune
des trois-applications est-une application -sur l'ensemble czorrespondant.

Une application biunivoque de A sur A' est un isomorphisme si

¢(x) @(y) ost défini si et seulement si xy est défini et si 1'on a
1]
(F(xy) = (f(x)\P(y) . L'isomorphisme est une relation réflexive, symétrique,

et transitive ; elle respecte toutes les propriétés algébriques.

Une représentation de A dans A' est une application tclle que 1l'exis-
tence de xy implique celle de LP(x)iF(y) et que 1'on ait @(xy) =(€(x)$(Y) .
Une représentation est un isomorphisme si et seulement si elle a une inverse

qui est aussi une représentation.

Par contre, un homomorphisme est une représentation telle que 1l'existen-

ce de i((x)<f(y) implique celle de Xy pour au moins un Xy . Ainsi, un

homomorphisme biunivoque est un isomorphisme.

On voit tout de suite, en faisant les identifications évidentes de A
aveec une sous-algdbre de A' , qu'une représentation biunivoque n'est autre

chose qu'un prolongement de 1'opération. Les représentations sont en grande

partie ramenées aux homomcrphismes grice au

THEOREME 1 3 Chague représentation de A dans A' se décompose d'une

scule facon en un homomorphisme suivi d'une représentation biunivogue.

DﬁMDNSTRATION : On définira 1l'algébre A" au moyen des ensembles

X', Y' , Z' 1l'opération coincidant =vec celle de A' , mais sculcment défi-

nie pour les couples y(x) R <f(y) pour lesquels xy ecxigte. A" est une
algébre (comme image homomorphe de A ) et l'injection de A" dans A' est

une représentation biunivoque.

COROLLAIRE : Si 1'opération de A est partout définie, chaque représen-

tation est un homomorphisme.

On sait qu'il existe des représcntations biunivoques dans lecs groupes
partiellement ordonnés qui ne sont pas des isomorphismes (des renforcements
de 1l'ordre) ; donc la structure d'un groupc partiellement ordonné ne peut pas

étre définie par des opérations partout définies.

v c ‘
3+— Par une relation d'équivalence ';Y dans une algebre, nous entendons un
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triple de relations /u; ’ ’ﬁé ’ fb; , unc dans chacun des cnscmbles
X, Y, Z. Une telle relation cst appeléc régulidreisi lorsqu'on a

X = x! (q}k) s Y2 7! (1}%) et que xy , x'y' sont définis en méme temps,
il en résulte x y ~ x'y! Gbgé) . Sur les trois cnscmbles X/n}k R Y/a9& s
Z/njé de classes suivant q}', on peut définir lo loi de composition suivan-
te : le composé X ¥ existera si xy cxiste pour unc paire X €X , YE T ;3
et il sera la classec communc de tous les xy . Ce systéme cst visiblement

image homomorphe de A , donc unc algdbre, A/m9 .

Inversement, un homomorphisme de A sur A' induit dans A une rela-
tion d'équivalence, qui, d'aprés les axiomes, est réguliere. L'algebre quo-

tient par cette relation cst isomorphe & A,

z > ’ N - 3 .
THEOREME 2 (Théoréme d'homomorphisme) : Il y o correspondancc biunivogue

entre les homomorphismes gui appliquent A sur d'autres algebres et les

équivalences réguligéres.

REMARQUE : Nous n'avons pas besoin de parler des équivalences réguliéres -
d'un co6té puisqu'elles sont déja comprises dans notre formalisme. En cffct,
si 1l'algébre cst un groupoide, auquel cas on peut identificr les trois cnsem-
‘bles, ce qu'on appclle d'habitude unc équivalence régulidre est précisément
une de nos équivalences qui dans chacun des trois cnsembles induit la méme
rclation d'équivalence ; tandis qu'une équivalence régulidre & droite, par
exemple, est unc équivalence d'algébre qui dans Y induit 1'égalité.

\)'/

(Remarquons que ﬂ}k 5 Q?& s /QZ peuvent Stre distincts méme si X , Y , Z

sont identifiés).

Si on compose un homomorphisme de A sur A' et un'homomorphisme de
A' sur A" on obtient un homomorphisme de A sur A" ., Ce fait et des

raisonnements classiques utilisant le théoréme 2 permettent de déduire le

THEOREME 3 (Premicr théordme d'isomorphisme): Si é} cst une égquivalen-

ce régulidre dans A gcorrgspondant & un homomorphisme sur A' , alors il y

a_correspondance biunivoque entre les équivalences régulidres dans A' et

les équivalences répulidres dans A contenant 49’. Les algébres gquotients

par deux équivalences_correspondantcs sont isomorphes.

4.~ En ce qui concernc le second théorémc d'isomorphisme, il y a deux versions
possibles, toutes deux généralisant le cas des groupcs, suivant qu'on le con—
sidére commc un théoréme sur les sous-algébre ou comme un théorsme sur les

équivalences régulidres (D'aprés lc théordme 2, il n'y a plus de connexion
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simple entre ces dcux aspects dans les algebres généralisées). Nous allons

choisir 1la deuxiéme possibilité.

Afin de donncr un énoncé du théoréme adapté aux algébres généraliséoes,
précisons cc qui sc passc dans lc cas des groupes. On rappelle qu'on se donnc
un groupc G ¢t deux sous-groupcs H et K dont H cst invariant. En
restreignant l*homomorphismo de G sur G/H & X on obtient un homomor-
phisme de K sur XH/H dont le noyau cst H mK ; ct ctest au moyen de cet
homomorphisme qu'on affirme l'isomorphisme de K/H K avec KH/H . Or, notrc
point de vue est que K n'cst autre chose qu'une classc suivant une équiva-
lence régulidre d'un cdté : on voit d'ailleurs tout de suite que 1!'homomor-

phisme modulo H applique chague classec suivant K sur une classe de KH/H
dans G/H (il suffit déjd quo coci soit vrai pour los classes de K/HnK
dans G/HAK ). Nous avons ainsi un énoncé du théordmc qui ne fait pas inter-
venir les sous-groupes, donc qu'on peut généraliser aux équivalences régulid-
rcs dans les algébres généralisdes.

Si A cst une algébre, l'interscetion de chaque famille d'équivalences
régulidres est une équivalence régulidre : autrement dit, les équivalences

régulidres sur A forment un trcillis complet (qui cst en plus sous-treillis

du treillis de toutes les équivalences). On définit le produit de deux équi-
valences éy et rS% par a m%ﬁ1b si et seulemcnt s'il existe ¢ tel que
a é}c et cfﬁ’b Le produit n'test pas foreément une équivalence puisqu'il
n'est pas nécessairement transitif ni méme symétrique ; toutefois, s'il cn

est ainsi (auquel cas on dit que les équivalences sont permutables) le pro-
duit est une equlvalenco régulidre ot coincide donec avec la borne supéricure
S&L’n de £7 ct aj‘ (qui est par définition l'1nteroectlon de toutes

les équivalences contenant o et U )

/ ~
THEOREME 4 : (Sccond théordme d'isomorphisme) : Unc condition nécessairc

et suffisante pour guc 1'homomorphisme de A sur A/ applique chague

classe de i% sur une classe de /J}Lwii’ est qug qSP et /' soient
permutables.
DEMONSTRATION : Soit 2 un élément de 4 ; un élément b 2 méme image

par 47' qu'un element ¢ dans la classe de a suivwnt Qﬁy si et seule-
ment si a/ﬂ}E ct cm/’b c'ecst-a-dire, a49L97b '

REMARQUE : Le théoréme contient cclui des groupes puisqufun sous—-groupe

invariant cst permutable avec tout autrc sous-groupe. Il conticnt aussi un
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théoréme sur des sous-groupcs non-invariants.

A vrei dirc, le théoréme 4 exprime plutdt une propriété des relatiohs
dtéquivalences ; la loi 1lgébrique n'intervient ni dans 1'énoncé, ni dins la

démonstration.

Nous allons démontrer le théareme de Jordan-HSlder dans sa forme généra-
lisée due & Schreier. Puisqu'un cas spécial du théoréme est le second théore-
me d!'igomorphisme il faut supposcr au moins que les dquivalences qui figurent

soicnt deux & deux permutables.

Supposons alors quc nous vons un sous-treillis du treillis des équiva-
lonces régulidres de l'algdbre A composé d'équivnlences deux & deux pormu-
tables. Un tel sous—trcillis est toujours modulaire. En effct, soit e ,29' 'y

Q (
et soient a2, b EA tcl que a ~b [(Jud‘") N /\9"] . Nous avons donc
\}/"
b,

\B3 .
un ¢ tel que a 0.9/ c, cC et a A" b. Or, lo premiére congruence

implique, par hypothese, '1/27/' ¢ , ct, tenant compte de la troisiéme,

¢ At b, donc c(fﬁ’"/\q}) b, d'ol, a[q%u(n}"nn,g" Jb.

REMARQUE t Ccci est une générnlisation du fait bien connu que les sous-—

groupes invariants d'un groupe forment un treillis modulaire.

Etant do.mé deux paires d'équivalencces de notre treillis, 09/1 - «9;

et u} 4 4/ on dira qu'elles sont gorrespondantes si 1l'homomorphisme de

A/n?/ sur A/ 4 d'une part, restreint & unc classe de ’VQI , induit
l'o.ppllcation identique, et d'autre part, applique une classc de ’l/l entie-

1 : . . . .
‘re sur une classe de U, (c'est-a~dire, exprimé en opérations latticiclles,

on doit avoir Qs//\/z/ = f\f& ct f‘al U(ﬁ/ Q} u/\% )et.de mene

pour l'honomorphlsme de A/fu sur &/ mz (q/ N 3’ A}' M ,9’
f&iu /\3’2 = 0/2 0/3/2' ) . On peut résumer ccs quatre formules en deux :

3

. % ¢
faciles que les paires o/ & V U’\}/’ et ru e P} ' sont correspondan-—

1l

f&i /\/32 et 0}1 i a}:é = a%'uft} . On constate par des calculs

tes (second théoréme d'isomorphisme), et que la correspondo.nce de deux paires

/79'1 g'fzyé et bc’pi < (153 équivaut & la correépondance de chaque paire ivec
/3’1/\0}} Q_nﬂérm}é ou encore avec f?}lun}i gﬁyz U/\}z'

REMARQUE ¢ Bien qu'impliquant l'isomorphisme des groupes quotients des
noyaux associés aux équivalences dans le cas des groupes, la correspondanec

n'est pas une rclation transitive.
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THﬁOREME 5 (Schroicr) : Etant donné dcux suitcs d'équivalences
191 . S,f} et x9" Coos c/é}' dins un treillis d'équivalences deux

3_deux permutables, on peut 1ntcrcaler des termes_dans les deux suites de

telle faogon que les nouvelles suites aient néme longucur et gque les paires

formées des termes successifs soicnt correspondantes.

DEMDNSTRATION (Zassonh@us) Les termes intercalés scront

49’. Cheue (/19’ ) A 09’ 491 v (& ] /\3 ;) (modularité 1) ..._/3’.
et -de méne 4739... c(r3 F) e o 1'1-3'. u(&n&fm... gﬁ*l,
Les paires (a5 w&”)nﬂ% c(n% ot )n Aﬁ‘m et

(1\9J U/\%)/\ 49'.“&1 g(/&j U

! )N £}5+1 sont corrcspondantes.

REMARQUES : Il existe aussi une traduction latticicllo du-théoréme de
Krull-Schmidt sur l'unicité d'une décomposition d'un groupc satisfaoisant

J+1

i+l

aux deux conditions de chaine en somme dirccte de sous-groupes indécomposa-

bles, qui donne le théoréme analogue pour nos algébres.

Tout le développement esquissé ici pour les équivalences régulidres
s'étend aussi aux sous-nlgdébres d'une algdbre comme il 2 été mentionéd plus
~huut. I1 importe, dins ce cus, de prendre comme axiome que la restriction d'un

homomorphisme & une sous—nlgébre cst encore un homomorphisme.

5.- Nous allons appliquer le théorie développée plus haut aux groupes partiel-
lement ordonnés dans la mesure ol la chose cst possible. Commengons par les

groupes préordonnés, pour lesquels tout marche bien.

Rappelons qu'on xppelle prdordre sur un cnsemble E une relation
binaire, réflexive et transitive, c'est-a-dire, satisfaisant & x £x ot
XLy ,7€£2%2 —> X<£2 . Pour un groupe préordonné on suppose en plus que
le préordre soit compatible avec 1a multiplication du sens précis suivant :
la translation (& gauche ou & droite) par un élément du €roupe respecte £ ¢
XLy — 2X <2y et xa <ya .

I1 est possible de faire rentrer ce systéme dans notre formalisme.
Prenons une algébre 4 ol les trois ensembles X s T 52 sont tous égaux &
un seul ensemble G , et supposons que dans G o’ere, a coté de 1'opération
algébrique (que nous notcrons désormais avee © - x oy - pour éviter
toute confusion), une deuxiéme opération éerite multiplicativement pour
laquelle G est un groupe. Supposons encore que la loi de¢ distributivité soit

valable : si xoy cst défini il cn est de méme de axoay et l'on a
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a(x o y) = ax o ay (ct de méme pour les multiplications & droite).

REMARQUES : Lo plupart des considérations ci-dessous sont valables pour
le cas plus général ol on suppose simplement qu'un groupe transitif d'auto-

morphismes opérc dans l'algebre.

S'il s'agit dtun groupe préordonné on définira la loi algébrique que
voici ¢ X oy scra défini si et seulement si x <y ot sera par définition
y . Les axiomes du préordre se traduisent en outre par ¢ x o x est
toujours défini ot do llexistence de X oy ot de y o z résulte celle de
X o z » Inverserent, si on sc donne une loi satisfrisant & ces conditions ot

si on pose x <y si et seulenent si X o y  existe, on a bicn un préordre.

Les homomorphismes qu'on considérera devront &étrc, bien entendu, des
homomornhisnes par rapport a4 12 structure de préordre et par rapport a la
structure de groupe. Remarquons que notre axiome fondamental d'apres lequel
1timage homomorphe d'une algébre doit &tre une algébre, est satisfalt pour
les groupes préordonnéds. Le seul point & vérifier est la transitivité. Soit
alors G' image homomorphc de G ot supposons que x' < y' et y' < z!
dans G' . D'aprés la définition de l'homomorphisme, il existe x; , ¥
dans G tel que x <y, et X —5 x', y;—p ¥' et do méme pour une

paire yé <z, . Or, cette derniére inégalité implique ¥y = (y1 yQ ) Yo

-1 -1 .
£y, % donc x, £y, y, 32, ctpar passage & G',

REMARQUE : L'image homomorphe d'un ensemble préordonné n'est pas forcé-

ment un cnsemble préordonné.

Nous pouvons donc appliquer aux groupes préordonnés toute la théorie
développée dans les numéros précédents. Cette remarque est pourtant moins
profonde qu'on ne croit & premidre vue. Pour le constater, retournons un
moment au cas général d'une loi algébrique compatible avec une structure de

groupe et faisons une petite étude des homomorphismes.

Nous avons convenu qu'un homomorphisme doit respecter la structure de
groupe : il est donc déterminé par son noyau qui est un sous-groupe H .
‘Quelles conditions doit satisfaire H pour que l'homomorphisme qu'il définit
respecte aussi l'autfe ioi ? Nous voulons définir cette loi dans G/H par
transfert : donc il faut et il suffit que chaque fois que xoy , xhoy |,
xoyh sont définis, ils aient méme valeur, modulo H . Compte tenu du fait

qu'il s'agit d'un groupe, il suffit de vérifier la condition pour les éléments
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de 1la forme .e 02 , hoz , ¢ 0o 2 h, Or, si 1la loi cst déduite d'un préor-
dre, cette condition est automatiquement satisfaite : en d'autres termes, les
homomorphismes d'un groupe préordonné se confondent avec les homomorphismes

au sens de la théoric de groupes : notrc théorie dans ce cas cst déji conte-

nue dans la théorie classique.

Les faits sont tout autres pour les groupes réticulés. D'aprés Stone,
un groupe réticulé est un groupe dans lequel est défini une deuxiéme opéra-
tion binaire v qui est idempotente, commutative, associative, et satisfait
aux deux lois de distributivi#d. Il est immédiat que ces propriétés sont
conservées par homomorphisne (d'autre part, puisque v est partout défini,
les homomorphismes et les représentations se confondent). Donc, notre théorie
ost valable pour les groupes réficulés. Mais, il n'est plus vrai quwe chaque
sous—groupe d'un groupe réticulé est le noyau d'un homomorphisme de sa struc—
ture., En effet, puisque e est un idempotent pour v on déduit, en posant
z = e plus haut, que H doit étre stable pour v ; en outre, H doit étre

convexe pulsque de e £ 2 <h on tire z €H.

Si la théorie s'applique commodément aux groupes réticulés, ct triviale-
ment aux groupes préordonnés, pour les groupes proprement ordonnés, elle se
trouve en défaut, Un groupec ordonné est par définition un groupe préordonné
dans lequel x <y et y £x impliquent x =y . Or cet axiome n'est pas
conservé par homomorphieme, comme nous a2llons voir, de sorte que l'image
homomorphe d'un groupe ordonné n'est pas forcdment un groupe ordonné mais
seulement un groupe préordonné. On sait, en effet, que l'image sera un groupe
ordonné si et sculement si le noyau est un sous—groupe comfexe, Pour ces
noyaux on peut développer la théorie jusqu'au premier théoréme d'isomorphisme

(théortme 3). L'exemple suivant montre qu'on ne peut pas aller plus loin.

Soit G 1l'ensemble de tous les points du plan qui ont des coordonnées
qui sont ou bien toutes deux des entiers pairs ou bien toutes deux des entiers
impairs. On ordonne G comme sous-groupe de la somme dirccte des groupes
ordonnés des entiers : c'est-3-dire, on pose (2, b) > (a' , b') si et
seulement si a >2a' et bxDb' . Or, les sous—groupes de {(a s O)} et de
{(O 5 b)} sont tous deux con¥exes ; mais leur réunion n'est plus un sous-—
groupe con¥exe. I1 ne peut donc étre question du second théoréme d'isomor-
phisme, ni, & fortiori, du thloréme de Jordan-Holder-Schreicr. Remarquons
aussi que 1'image homomorphe d'un de ces sous-groupes par 1'homomorphisme

induit par l'autre, n'cst pas un sous—groupe convexe. Le groupe G n'est pas
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réticuld ;5 (1,1) v (2,0) n'existe pas, par exemple.

Pour arriver & des {nexeés valables il faut donc mettre expressdément
dans 1'hypothése que le résultat de chaque opération dont on aura besoin

dans la ddmonstration, conduira & des sous—groupes convexes.

6.- Remarques Bibliographigues -Des systémes avec opérations non partout défi-
nies sont traités & fond par K. Shoda, Allgemeine Algebra, Oseka Math J 1
(1949) 182 - 225 qui démontre le théoréme 1 ci-dessus. Pour les Jquivalences

régulidres, je me suis basd sur la discussion anilogue pour les groupoides
dans P. Dubreil, Algdbre ot sur N.Bourbaki illgébre chapitre 1 (celui-ci con—
tiont une "version sous-algebre" du second théordmc d'isomorphisme).

La premiere ginéralisation du théoréme de Jordan-Holder remonte &
R. Dodekind : Uber die von drei Moduln crzeugbe Duilgruppe, Math. Ann. 53
(1900) 371 - 403. Dans ce beau travail, Dedekind introduit pour la premiére

fois les treillis modulaires ot montre que la modularité est nécessaire et
suffisante pour que deux chaines maximales ontre deux $léments aient méme
longueur. La traduction Llatticielle du théordme de Schrcier se trouve chez
0. Ore : On_the foundations of nbstract algebra I Ann, of Math. 36 (1935)
406 - 437. On trouvera un chapitre sur les applications des treillis & 1'al-

gébre { et une version "mixzte" du théordme de Jordan~HSlder) dans le livre
de G, Birkhoff s Lattice Theory.

Unc version cn termes d'dquivalences a ¢t¢ donnde pour la premidre fois
dans M.L. Dubreil-Jacotin et P.Dubreil : Théoric algébrique des relations
d'équivalence, J. de Math. 104 (1939) 63 - 96 ou sont introduit les Squiva-

lences permutables. Toutes les idées de mon développement ont té empruntées

& ce mémoire ; toutefois il contient un asscz gros inconvénient : c'est que
la définition d'isomorphisme qui-y est donnée (d apres Ore) est si faible
que les résultats ne contiennent pas ceux de la théorie de groupes : en ter-
nmes de la notation de cet exposé, ils nc sont valables que pour les algébres
aux opérations définies nulle part. Cet inconvénient a1 ¢té en grande partie
élimind dans A.Ch3tclet Les thiordmes de Jordan-Holder et Schreier Revue
Sci. I11. 85 (1947) 579 - 596 ob les mdmes résultats sont démontrés & 1'aide
de la théoric des treillis, avec unc définition plus striete d'isomorphisme.

J'ai suivi les notations de M. Chitelet, mais en insistant davantage sur

1'interprétation "ensemblistec".

Enfin, E.P. Shimbrieva : Sur 1a théorie des groupes partiellement
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ordonnds (En russe) mat. Shornik 62 (NS 20)(1947) 145 - 175 a démontré les
théorémes du ddbut de cet exposé pour les groupes particllement ordonnés, ct
1 donnd un contre—exemple pour la version sous-algébre du sccond théoréme

(qui implique, dans ce cas, la version algebre quotient).




