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Exposé n° 14

I'S0RIE DES IDEAUX VI,

CANERALISATION ADDITIVE DE LA THECRIZ DES IDEAUX

(Exposé de J.GUERINDCN, le 14 février 1955)

0 n® 0

—ymtmg—
Le caractére additif d'un grand nombre de théorémes relatifs aux enneaux,
principalement & leurs décomposition, sous l'hypoth2se de la condition maximale,

a été souligné notwz ment par B, Noether et Krull.

On ve donner duns cet exposé les éléments de lo généralisation aux A-mo-—
dules uniteires neothériens de la théorie frite & ce séminecire (15 novembre
1954, en abrégé (AN)) suivant 1'exposé de Grundy (4 generalization of additive
ideal theory, Proc. of Cambridge Ph. Soc., vol 38, 1942, p. 242). Ce mémoire de
Grundy contient des complé:ents relatifs au cas o A n'a pas d'élénment unité
et T est quelconque, ainsi que 1'¢tude des rodules quotients et des exten-—
sions et contractions de modules. On pourre prendre 1l'extension du théoréme d'in-
tersuetion de Krull dans la "Cormutetive Algebra" de P. Samuel, citée par (C.A.).
Certeins résult.ts s'étendent ~ussi aux groupes quelconques & onérateurs, dont
nous commencerons & étudier quelques propriétés, ainsi qu'a certains groupoides

4 opérateurs ol l'on peut défihir une double résiduation.

l.- Ontilisera les résultats classiques suivants sur les groupes & opérateurs,
notés multiplicativement pour plus de généralité. On voit comrc dans (AN), avec
1'aide de l'exiane du choix, qu'un groupe cbélien & opérateurs G , satisfait
pour ses SOuS-groupes (1) & la condition maximele pour 1l'inclusion ordinsire, si
et seulement si chaque sous-groupe est engendré, relativement aux opéreteurs,

par un nombre fini d'élérents de G . On a clors le :

Théoréme 1 : Si g est un sous-proupe stable de G, G satisfait & la condi-

tion meximale si ot seulcment si les groupes & opérateurs g et G/g y _satis-
font. ' o

(1)_ Van der Waerden. Moderne elgebra. 2¢ édition. ch. VI.

Les sous-groupes co-sidérés sont, dans ce qui suit, les sous-groupes permis
pour le domcine fermé d'opérateurs. Parmi eux il y aura des sous-groupes inva-
rients (normaux, distingués) au sens des groupes suns opérateur,
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La proposition directe est &vidente c¢n utilisant une base finie por exem-
ple. Si réciproquement g et G/g sont noethériens, soit h un sous-groupe

de G . On 2 par hypothése ¢

gf\h: ’ooc,areGo

—~
;"\
—
>
.
.
o
9
~
.e

ay

D'epres le premier théorsme d'isomorphisme on a :
h/g N"'h Z gh/g qui cst noethérien corme sous-groupe de G/g .

Donc il existe en G des Qpel 2 +oe2 Oy tels que :

veey B, g0 h) .

Finalement ona ¢ h = (al yoeeey Doy Doq s eens as) et G est noethérien

d'aprés la remerque prélininsire. On en ddduit clors le

Théoréme 2 : Soit g€ s ++-» 8, un enserble de sous-groupes & opérateurs, sta-

bles en G, alors :

a) si les ng. sont noethériens, g, g, ... g Ll'est ézalement H
i 1 =2 n

b) si les n facteurs G/gi sont nocthériens, il en est de méme du fac-
teur G/glf\ e N g,

Pour obtenir a) on raisonne par récurrence. Si g1 8y v+ 8 est noethérien,
’ .
on éerit

B 8 +e- 85/ By 8y vee By VB 8] By wee By, /By e

Le premier membre est noethérien comrme facteur de 81 +o By s donc le second

1l'est et g1 oee B est noethirien d'aprés le théoréme 1.

i+1
Pour b) on suppose que G/gl n.,., f\gi soit noéthérien et on étuaie

: G/g1/W ..Jﬂgifﬁ 85,1 2 d'apres le théordme 1, appliqué & ce dernier groupe, il
suffit d'écrirc que gi+l/g1(1 eos 0 gi(T g;,1 est noethérien. Or cela résulte
de 1l'isomornhisme

gi+l.(gl Neee ‘qgl)/glm"°ng =3 /ol N oo ngimgi+1 ’

i+l

le promier nombre étent noethérien comme sous-groupe de G/gl(\ eee N gs est
noethérien ; il en est de méme du second. C.Q.F.D.

2.-— On considérera un A-module unitaire MY sur un anneau commutatif (avec 14—

ment unité, opérateur unitl sur (), qu'on eppellers medulc ambiant (2);

(2)_ .

Les operﬁteurs é¢léments de A opercront sur ¢ sans distinction de cote
dans cet exposé., Il existe une générolisation par E, Noether dens le cas de modu~
les gauches (cf. B. Noether, Iyperkomplexe grossen und Darstellung theorie.

Math. Zeit. 30, 1929, p. 641-622).
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En plus des regles usuelles on introduira deux sortes de r¢siduels d'un sous-

module T de M ., si 11, & M est sous-module de 4¢ et I un iddal

it (3)
(quelconque) de A on définit

(3)_

au moyen d'une construction due & Mr P, Dubreil, & certains groupoides ordon-

Les notions prwudentes de la théorie de lo résiduation peuvent s'étendre,

nés, setisfaisant aux hypothises ginérales suivantes. Soit deux groupoides (au
sens de Ure) D et A partielloment ordonnés tels que pour tout couple
AEA et a €D soit dfini 1 produ‘t ®€a en D . D secra dit résidué a
gauche par reoport au domaine d'opérateurs A si quelque soit a , b e D il
existe un maxirum (noté b°.a) des 3 tels que ~a =b et si quelque soit
beD et WEA il existe un maxirum (noté b .'}A) des m € D tels que

pm &b . Bn supposent 1'isotonie de la loi de composition par repport aux deux

relations d'ordre, toutes deux notées & , on a les lois

N
o

b ;=>b'.achb ‘.a et b.'o ébl.'<><

'———}'b "'1":.'_ « O

N

(%]

a

in
>
J
o’
>
0
o’
o

of
b'ea=b" . b." (b7.a)] 3 b.= =b.," [b*.(b.%)]
£ED ot £=b".(b.7¢) => Ja €D tclque {=b".a .
L'introduction des lois d'associativité rixtes :
d'(el a) =fld)a ot o (a'a) = (Ka')a
entruine (bo™) 't'=b " (L") et (b'.a) *. a'=Db ".(a'a)

et, sous réserve de 1l'existence des symboles erployés, on obtient :

(\ ool = N b . et (/\‘ b) *. a = a {b*.a)

b S B béB beB “ beB
Enfin la loi de distributivité o 'ake)CxL a = C)( A & entraine @
. ! .
b °. aLé_l(za = a/e\d b . a lorsque le second mgmbre existe ¢t la loi :
( U = U ax entr‘ulne () A ) = m (b."ol) d&s que le deu-
oA & <I> “ed A€ {; ded

xiéme membre a un sens..
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JreJy = {XEA, szl(iﬂf

f(: T = {In eiﬂt , 1In < jT‘%

on a alors les régles usuelles, qui généralisent cclles de (AN) :

I(Tf) = (19T
{(fﬁ:
(r

—
i
—~
R
[y

N L...n ey oo1
e

M. NIr) 2 1= (’f‘(?l

oo

)Y ... OGtr ¢ 1)

=

oo

I(+00) =TI+ I , (41NN =110+ 100
YN oo Y (Ne 2 1)

f (ﬁl,...,ﬁr) = (I :T‘(,l) N, N (s STr)

103 (Il,...,Ir) = (97 s Il) N e O(T e Ir)

i(ﬁ:w) s I=T: (Ix") = (IT: 1) : 1
(JC 1) e J=(2C: 13) = (Fr:7) ¢+ 1

Désignant par O 1le sous-module de - réduit & zéro on avpellera a-module
tout résiduel O : I (annihilcteur de 1'idéal I ) et ao-iddal tout résiduel

0 : JU (ennihileteur du sous-rnodule 77 ). Ces notions sont relatives & un modu-—
le embiant fixé. L'cnnihilateur U = 0 ¢ ¥1¥ jouera un réle irportant cer visi-
blement 4TC est aussi un A/U = A'-module, d'ennihiletour nul cettc fois. Doux
éléments a; 5 8, de. A induisent les ménes endomorvhismes n => a;nm et
m—>a,n siect seulement si a; Ta, (U) . Deux &1¢ments distincts de A' in-
duiront donc des endomornhisnes distincts. Remarquons que pour tout m & ¢,

A/0 : am est isomornho corme A-module & Anm .

On voit corme pour les idéaux que 0 : (0 :47) 247 avec égulité si et
seulement si 47 est un e-module ct que 0 : (0 : I)2 I avec égalité si et
seculement si I est un a-iddal. Il y a alors correspondance biunivoque entre

les a-modules YT et les a-iddaux I selon les forrules
04T =1 et 0:I=H

Théoréme 3 : Si 41¢ est nocthérien, l'anneau &' = A/0 : ¥10 1'est épolement.

On a en effet 410 = A My + ... + A m et corme pour tout i on a
L/0 2 A ms A my qui cst noethérien, le priomicr mombre est noethérien en tent

que A-module et corre on a :

U=0:N=()0: A n,
1 1

le A4-module A/U est noethdérien d'apris le théoréme 2, b), donc 1l'est en tant
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qu'annecau 4' .

Théoréme 4 : Pour que le A-modulc 41¢ soib nocthérien il faut et i1 suffit

qu'il ait une base finie et que A' = 4/0 : ¢ goit noethérien. La nécessité

découle du théoréme 3. Si réciproquement A' est noecthérien ct

M= 4 my + ees + A mp . Chagqre A ny étant isomorphe & A/0 : A n, est noethé-
rien car 0 : A mil 0 ¢ ¢ pour tout i . On applique alors le théoréme 2.a).
Ce résultat s'étend aisément au cas ol A n'a pas d'é1ément unité. Un cas impor-

tant est celui oh A est principal.

Exemple : Un groupe G , abélien additif étant considéré comme un C-module (c
anneau des entiers relatifs) sera un C-module noethdrien si et sculement s'il

est de type fini.

Ombres et extensions : Soit 47 wun sous-module du module ambiant A, On ap-
pelera ombre de ¢ 1'idéal Y7{:¥¢ . Soit I wun idéal de A , on appellera

-extension de I 1le module I Tt qui scra par définition un e-module,

Pour un idéal I et un module 4T donné (I € A, 97 ¢ 47C) on a
(FTem). e et I 21 ., I1y e 8gelité si et seulement si  JU est
un e-module, et pour la seconde égulité de méme si et weulement si I est une
ombre, I1 y a alors correquridance biunivoque entre les ombres et les e-modules
au moyen des forrmles : V

ete=1 , IMm=14r ,

I étent le plus grand idéal dont 1'extension est IT et, 7t le plus petit
module dont 1l'ombre est I . La correspondance précidente redonne en particulier

dans une extension d'anncau (avec élément 1) celle des extensions et contractions

d'idéaux,

Théoréme 5 : Si U est un A-module, sorme de k modules monogénes et si I
est un diviseur de O :

a) JANC S 1M entreine Jké_ I
b) M =17 entraine I =4

Pour a) on utilise la méthode du déterminant (cf. exposé n° 3). On a

110 = Ady + ...+ Ad, . Soit k éléments quelconques de J , on a, pour des
bijeI H

. k
ajel; = 2 b, . Aj pour i=1, 2, ...y k
=1
1ot _ . s
d'olt Aoy =0 pour tout i, posant A = det(bij -9 i3 al) ,
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(6ij symbole de Tronecker), On a donc AWM =0 et A SO0 :M S I or
k
éerit I = A9 ot an aprlique a). Le résultat s'étond au cas o A n'a pas

evee u €I, donc o, a8, ... 9, &1, Pour b) on

, 3 . 4 / - . I d
a'¢1¢ément unité en plongeant i dans un anneau evec ¢1ément unité.

Corollaire : Si le A-podule 4T 2 unc base finic, tout diviseur premier de

0 : I est unc ombre.

En effet de M (p M M) S p 477 ct pIM:M 2 p 20 : AT, on déduit
p 2 (p,m'.:m)k donc p=pd:NC et p ost une ombre, Ceci s'étend aisérent

& tout idéal semi-prenier contenant 0 ¢ 47T .

3¢~ Modules preniers ot priraires.

On ne suppose pas I ndcessairement noethérien. Pour remédier & 1'absence
de multiplication en 9417 on définirc les notions de medule prenier, primcire au
moyen des omores.

Définition : Un sous-module J7 ecst dit primaire en M si
po € 17, beAl,o‘\ijt’:;brei’Z : W pour un T .
Il est dit premier si on a lo méme implicetion avee r =1 .

Théoréme 6 : L'ombre d'un module primcire (resp. premier) est un idéal primaire

(resp. prenmier) (Réeiproque fausse, voir poragraphe €, fin).

Si MU cst primeire, ab e 7 3 NT s a & T : /7T entraine -que pour un
AENC aAE P, ct conme abate I ,ona b € 47 M done 14T

est primeire. Si cn plus r =1, 47T ¢ est premicr.

Le radical p ‘et 1l'éventucl exposént de -7 : "¢ s'appellent le radical et
l'exposent de 7 (en #77). On dire que 4C ¢st p-primeire. On a alors les :

Proposition 1 : Un module primaire est premier si ot sculement si son ombre est
un idéal premier (mais 1'om re d'un module non primaire peut Stre premidre).
Proposition 2 : Si j")"(l est p-primeire et I & p , on a ’ﬂZl : I = ff’)’Z’l .
Proposition 3 s Si 1'idéal p et lec module 97 ont les propriétés :

2) bd €I , AE M =bep

b) . dCep

c) bép=>ble 7 : Il pour un r

alors p est premier ¢t JT est p-primaire.

Proposition 4 : Si 7 est p-primcire et I & 7 : I7¢ s I : I est
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p-primeirc.

Proposition 5 : L'intcrsection d'un nombre fini do modulcs p-primaires est
p-primaire. L'intcrscction d'un nombre fini de modules primaires de radicaux
différents at dont aucun nc conticnt 1'interséction des autres n'est pas pri-

maire,

Proposition 6 : L'intcrscction d'un nombre fini de modules p-premiers @t un

module p-premier.-

La premiére et la dernidre proposition sont immédiates. Les autres démons—

trations sont analogues a celles des propriétés correspondontes des idéaux.

4.- Déc-omposition dans les modules noethériens.

‘Définition : Un module.est dit réductible s'il est 1l'intersection de deux modu—

les strictement 'plus grands, irrdductible au cas contrzire.

Théoréme 7 : Un sous-module d'un module nocthérien est 1'intersection d'un

nombre fini de modules irréductibles. Un module irréductible est primaire.(4)

Définition : Une intersection de modules primaires est dite pormale si aucun
module ne contient 1l'intersection des autres modules et si les radicaux sont

différents.

Théoréme 8 : Un sous-module d'un module noethérien peut &tre représentd par _une

intersection normcle de modules primaires, Le nombre de ces modules vprimaires

et _leurs rediceux sont ddtorminds.

Les démonstrotions pourront &tre transcrites facilement de (AN) ou prises

en Grundy, ou encore dens la "Commutative algebra" de P, Samuel. On & alors
ﬂ': nlﬂnznooonnn
avec 411 module pi-primaire,' n minimum et les 1 étant des

premiers différents, contenant 9 :/C donc 0 : N . Les Py sont donc des

ombres,

Notation : Etant donnés un module 47 et un idéal I on désignera par jZ[I]
le maximum des modules de la suite s '

jIZ:I ’ ﬁ:lz ,oco,ﬂ' :Ih,c-o

(4)_ La réeiproque est fausse : voir 1'4tude compléte de la réeiproque pour
les demi-groupes et les anncaux .dens 1'exposé de L. Lesieur, & ce méme sémi-
naire (le 7 février 1955). Le théoréme de Grobner s'étend aussi aux A-modules.
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(ona AR (A L pour un k , 37T étant noecthérien). Si on a une
décomposition 17 = 'J”Cl ﬂ...ﬁfcn ; alors : 4TU: 1P = ’fﬁl s 8 0.,
s YZn : T8 pour tout h » O . On a alors :

eer 0 11

Trry= Ty 1]

alors avec les notations de 1z proposition 2, 1l'inclusion I £ p entraine

%LI] = j’TZ’; on est alors condult am ¢

Théoréme 9 : Si ¢ est un modulc, et I un idéal contenu en P17 9P,

mais non en Py 5 Py seees Py (0O< m<n) ona

. Corollaire : U : I # 47 dquiveut & I < p pourun k . D'aprés la proposi-
tion 2, il suffit de voir que I € Py Ppour un k contreine dC: I #£ I . On
aura alors 7([1] £ I car le décomncsition donnée de J¥ est normele done on

ne peut avoir IC: I =7C .,

I1 est & noter que ce théoréme 9 ct son corollaire ne sont pas vrais dans
le cas général, car on o utilisé le fait que les ’]Zi ¢ /U sont primaires forts
i '
Aol
(Fite friim) .

5.~ Composants isolés d'un module 7.

Si ’3'”61 NN ﬁn cst une décomposition normale de 4T , toute intersec-
tion obtenue en supprimant un nombre fini <n de JZk est appelée composant

de ¥C ., I1 sera dit isold si 1'enserble des . (pi) associés aux ’J‘Ci restants

e

~est isolé au sens déja donné en (AN)., On a alors le

Théoréme 10 : Un module J¢' #4¢ st un composant isold de - si et seulement

s'il existe un idéal I tel que TC[I] =7 .

En effet si Py seees P est un sous-ensemble isolé de Py » Py seees Ppos

«esy» P, oOn prend I =p «Ona Ic Ppy1 3 *o* Py et pas en

mel *°° pn <

Py seees Py (I1¢ pj por exemple entrainerait per exemple Py 2 donc

Pl
Prs1 serait un des Py seees pn) et on applique le théordme 9, Inversement si
pour un I on a /“%[I] £, /f([I] est un composant isolé car si ’
I ,épl 9 eeey 1 et I< Ppy1s 2Py aucu?S)pm+k n'est contenu en un P!
(k,k'> 0) done {pl > eees pn} est isolé‘’/,

(5) ‘

- Ce théoréme permet d'étendre aux A-modules le thloréme de structure, sous
la forme précise donnée dens 1'exposé n° 13 de ce séminaire (L. Lesieur, Sur les
idéaux irréductibles). ~
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Théoréme 11 ¢ Si ‘f[lfﬁ JZ2 N ... F\ﬁzn et Tzi gty e 0 ]ZA sont deux

décompositions normales de ¥ et si T, et 7Zi ont lec méme radical on a

f = 411 F\ﬁtz A el ffn (théordme d'échange). Supposons que Py 5 Py yeess

Pp soient des multiples de Py ¢t pcs p

0o s alors les ensembles
. el ? ypn H

gpl s eeoy pm} et gpz s esos pm} sont isolés donc on a @
4 - AT n - '~ ‘ 1
1(1 (\looar\",\[m—jﬁ(’i(\owomnm bt ﬂ2ﬂooom n 1’Z2r\-oow 3 nm

- 1’ - [ ' t N
done fli f\fzz Neee N ﬁlm = 421 F\JZZ N L., F\JCH ¢t done s

NNy, N e D flm = 7fllﬂ 172 TN F!ftm d'oli le théoreme.

Corolluire ¢ Si Py s+-.s b, sONY les idécux premicrs de ¢ et _si pour tout

N

i il existc une ddcormposition normalc tclle que le composant ottaché & 1

. * -
soit ‘jzi alors on a 11 = rz?.rx...tﬂ TZn et 1o décomposition est normale

(on appliquc n fois le théorsme 11).

Un mode générzl de définition des composants isclés sera donné dans le

paragraphe 7.

6.~ Etude des idéaux premicrs attochds A un rodulc.

Définition : Le redical R(4T) ost 1l'enscmble des u € A tels que pour un
~entier k >0 on ait 1}c€ 4T ¢+ ¢ . C'est done lec radicml (nilpotent) de 1!

ombre e 47 .

On voit imrédiatement que 1l'on a R(47) = py N p2 O ... Op, et que

Théoréme 12 : Unc puissance du redical de 4Y est contenue dans 1'ombre de 17,

(faux si AT non noethéricn ungener‘“l) .

On considére R(#7)/U comme un idéal de 1l'anneau noethérien A’ = AT
* (théoréme 3). Il existera en R(¥) Ades Ty eesy T tels que -
R(y7) = Arl + oees + Arﬁ (mod U) et donc des enticrs Sy 5 eeey 5, tels que

rile M e 41C 5, oees r;*ec-; ft ¢ 1t » On pose s = Syt e + 8, "ot on prend un
produit a = b, by .. b de s éléments de R(4Y) . On o, modulo U et sur
cheque i s '

s

k e7t
E:: Cij r s (Cijéz A) donc a /congru & combinaison li-
j=1

b,
i

in -

» 0 N » ~
néaire sur A de mondmes en (rj) de degré s . Pour chaque mondme  le de-

gré d'un des r; dépasse le S correspondent ¢t done M ¢ ¥ : ¢ . Done

©)_ce. (c.4.), cn. 17, th. 5.
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R%({7) = 4C : M (nod U), donc, puisque U S 9T :41¢ , R (%) € dvime .

Définition : Etant donnd un idlal prermicr P et un nodulel 9T , on appelle

P-composant de U , 1'ensenble 70, des x € N tels que 4C: Ax £P . On
dé: ontre (4)
IC ¢ JC 1 Z£P . P est dit diviseur premier de 4T si en plus N7 # 'u’“(l .

alors, en plus du corollaire du thioréme 9, le

que E est un module conten.nt M et q e, J7 étant noethdérien,
on
On

©

©

Théoreme 13 : Soit Dy s eeesy P les idlaux premicrs attachés au sous-module
T au h-module poethérien 1T , (pi) la fomille de ceux qui sont minimoux
permi eux, (Pj) celle de couvx qui wont maximaux perni eux, clors on a les pro-

priétés

t un diviscur premier et tout diviseur premier

a) Chaque Py s e++s P, ©S
contient 1l'un d'eux. Les (pi) sont les diviseurs promiers minimaux de ¢
le composant associd étant le ‘ﬁzi associd dans toute décomposition normele de

IC.

b) Les (pj) sont lcs ¢1éments moximeux de la femi le des iddaux L tels

que MN: L £ .

Lemrme : Les diviseurs premiers sont tous les idéaux premiers contecnant 4¥: 4 .

En effet si fZP , P-composant de JC , est différent de 4T on a pour un
Xo € T s Ax e P done 'ffK:’ﬂCEﬂ[:AxOS—.P.‘

Inversement si P premicr est tel que P2 7 ¢ I , si on aveit pour
tout x € M, 4C: A x &P, prenant une base (Xl y eees Xr) de 4T on
aurait  Jl: I = W : A Xy Neeen T2 A x, &P donc P2 fr: A X, per
exermple d'oh contradiction, Rémarguons gque tout diviseur premier est une ombre.
Démonstration du théoréme 13 (C.A, Th. 7, Ch. IV) :

a) On derit Y = jZl<ﬁ oo N ﬁ?n , Mt = ﬁfl (e 1Yn s et

on applique le lemmc précédent et la définition du rcdical des jtl s eeey f(n .

Pour un p, , on applique le théoréme sur les composants isolés,

b) On remarque que W : L £ N dquiveut & L ¢ PyU Py ess UD (Corol-~
laire du théoréemec Q) donc L E.pj pour un j , ¢t que tous les P; sont, des

idéaux L perticuliers.

On étudierc les iddeux premicrs essentiels de 1'ombre de 7 au paragraphe
8.

7.~ Sur une autre définition des compos:nts isolds

Soit H wun ensemble non vide et multiplicativeront fermé d'iddaux HA
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(7)

fermé S d'¢llrents de 4 et les idéaux principoux qu'ils engendrent, L'ensen-

tous a basc finiec cn A « Prenons per excmple un enserble multiplicativement
ble ’f(,H (noté ITy pour l'exerple précédent) des x € IT tels qre Hy x ¢ W
pour un A est un A-module, H Stent feornd, Clest 1l'union gnsembliste des
modules 47 : H, . On trouve corrme autre ces perticulicr les 1’1{13 d¢finis

au parcgraphe 4.

Propriétd 1 s 4U 217" entr ine Wy 27
Propriété 2 : Si 47 est p-prinairc, ’JZ'H =¥ si pour tout A on a : H, Zp
et =T eipourun N ona H T p.

H A |
On annlique le corollairc du théoréme Q pour la prermidre proposition., Pour

la seconde eon supposant H AE D H)\ ayent une base finic, on nontre corme

nour lc théordme 12 que pour un 'n/\ on o H;l’\' A7 e done A & it Hl;\”‘

et /J’}‘C:d'(H . On en dl2uit lo

Propriété 3 : Si 4T est noethéricn et 47 = ’J”Zl N eee O 'JZD , 1o décomposition

ét.nt normale, f}“CH est 1l'intersection des J’(i dont lcs rodicaux ne contien-

nent aucun idéal de le forille H .

Ceci montre que 0. ust un compos.nt isold oo sens du pera~raphe 5, On

H ,
voit corme pour les idloux (cf.. AN) que le corpliment S d'un idéal premier P
redorne le P-composint de U . Per ailleurs & tout cormosrnt isolé on peut

associer un enserble S, on lc voit corme pour los iddaux.

8.- Relation entrc un module ot son ombre.

Soit 410 un A-rodulc nosthirien et unc décomposition normale

ﬁ:i‘rflﬁ... qu’z’n H

les redicaux p; = red ‘ffi sont dlterminds var ¢ donné, L'ombre de IT s'éerit,
d'unc moniére non rédvite cn gédral

'j'Z:ﬁ"sz’J'tl :’J’/‘Cﬂ...r\ﬁ'Zn s ITC

"Les_iddaux premiers cssentiels de fC: 977 sont certrins des idéaux o)

1 ’ e 0 ,
P, - Les idéoux premicrs minimaux de 47 : ‘NC sont les nérmes que ciux de ¢,

On roisonne en A/0 ¢ N7 qui est noethérien, chaque Pys eeey Py contenant par

ailleurs JC ¢ 170 et on utilise lc théordre 13,

(7)-— Lorsque 41T est nocthérien, on le considir-ont comre un A/0 + M -nodule,
on évite cette rcstriction. Le définition géndrele s'apnliqué & un A-module
quelconque. Lorsque 0 :77; = (0) , ¢ est dit nornal, dens la terminclogie
Bourbeki.
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4u sujet des ¢ rpcscnts isolds attechés & un enserble H A'iddaux, défini

cu peragrcphe 7 on rencrque qué s

“H s I = (w0 :ff"K)H pour tout ITE I7C

"Les composcate isolés de 3T ¢ I sont les omtres de tous les composants iso-
18s de 4T , A deux composantis isolés distincts sont attachés des ombres distinc-
tes".

by

En fuit le passcge de ¥ & 47 :J7C peut faire verdre un idéal premier

essentiel non minimel. Prenons pour 47¢ le module engendré par 2 éléments Ty

¢, supnosés lindairement indévendants sur A supvosé noethérisn et sans divi-

2

seur de zéro, On a 17 = Anxl ®Aov, et soit I wun idéal non trivial de A

2
(supposé non corps). .

Alors en prenent 4L = Icrl ona dC : 1 = (0) qui est premier tandis

que P n'est pas primaire en général,

9,~ Décomposition canonigue d'un module.

On ve définir les décompositions directes et doublement directes d'un modu-
le et ¢n dédrire une décomposition unique (que nous .ppelerons canonique) d'un
module noethérien. Cela géndralisera un résul‘at connu pour les iddaux (cf. Van

der Waerden, Moderne algebra, 2e édition, tome II, section 89),

Définition : L'intersection 1?1 r\732 N e f\fts est dite "directe" en NC
P ] N Ay ) = = 4 ' = |
si J + (N eonfr) = co =0+ (g 0 ween ) = 40T,

Théoreme 14 : L'intersection 111 n 5Z2 N ovee D 5ZS est directe si et seulement

si les congruences simultandes :

) = (7)) i=1, 2, euey S

ont_une solution pour tout choix des ol en 470 .

Si la décomposition est directe et des ] sont donnés on peut trouver des
Yy o sy ®ls que y, fﬂil(ftl) et y, =0 (4%2 nsn TZS ) etc... Alors
S = ¥q * 32 +v... * X est une solution,

Inversement soit (3 un élément de 4YC on peut trouver des X1 seeesdg

tels que y, = ﬁ (jzl) > ¥1 =0 (4tj,j¢1) et de méme pour jzz ,...,jts par
permutation circulaire, donc ltintcersection est direcie.

Corollaire : Si deux reonrésentations direcies de 17 ¢

/«’/\C=.ﬁlﬂoooﬂﬁs QE 4’5-‘:7{:{0.-‘.0%;
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sont te’les que fi‘tig JC! pour tout i , elles sont identigues (:ﬂi = H!').
i

!

i
in effet si par exerple il exist:.it un o 1€ O‘YLi - ﬁ:l + Prenant une solu-

tion X, des congruences ol Ecﬂl(ﬁtl) , A= 0(412) s weey A= O(jts) on a -

d —ol € L eIy, K€Y done AE ] AT AL Il = ¢ , et donc

~ € ﬁl , ce qui contredit dl %TCI .

Définition : Une intorscetion 40 = ¢ 1 S ST 1 < est dite doublement directe
en JTC si 1l'intersection des ombres ’J'Ci + M est directe en A . On voit aus-

sitdt qu'elle est directe. Les deux notions colncident dans un anneau.

Définitions : Deux idéaux I et J soat disjoints (en4) si I +J =4, I
et le module AU sont disjoits (en#T) si I et T :477 sont disjoints.

Deux modules sont disjoints (en717) si leurs ombres le sont en A .
Si I et 4t soat Jdisjoints ona 4T : I =4¢ , en effet

W I=90: (I +fep) = A= 9,

et de plus I ¥ et ¢ sont disjoints car I M 921,

Deux modules primaires sont disjoints si et seulement si leurs radicaux

le sont (c'est déja connu pour les iddaux, appliquer elors le théordme 6),

Théoréme 15 1 Les interscctions 4’(1 o ﬁs et % i O ... N W’t'; sont dis-

Joints si et seulement si pour tout i ¢t _tout j les modules. 'Z'Z'i et J“(,5

sont disjoints.

in passent aux ombres il suffit de ddmontrer le théoréme pour des idéaux.
Cela résulte du feit que si I est disjoint de U et de V il est disjoint
de UV doncde UNV,

Corollaire : L'intcersection 47 = {Ttl N eee AT n est doublcment directe si et

seulement si les 47 5 so t disjoints deux & deux. On applique cc qui précéde &
:n:l et ﬁzﬂ s e f)j{n’etCQOA

Si 4t est noethérien et si U = ﬁ’l N veen 4’Zn est une décomposition
primaire (non nécesssirement normale) cetie derniire cst doublement directe si

et seulemeht si les radicaux des ,ffZi sont disjoints deux & deux.

Théoréme 16 : Etant donnés deux modvles /Y et 7 ' disjoints en /T , supposé
noethérien, une décomposition normale de 4T n J7 ! est obtcnue en prenant pour.
composants primaires de 4 n JC' les modules qui avoaraissent dans deux décom-
positions normales arbitraires de 47 et 4v' .

La décomposition envisagée a ses idéaux premicrs différents par hypothSse.
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Rest: & voir que 1l'on n'a aucun élément superflu. Cela résulte du

Corollaire du théoréme 14 : On aurait deux rcprésentations doublement dircctes
I A ’J“(,i=4’tn “té avee ﬂ'l’S’Jté .

Les décompositions doublement directes d'un module 77 fixé correspondant
donc hinnivoquement aux arrangemcnts des idéaux premicrs de A en sous-enscm-
bles (d'ailleurs isolés) tels que deux idéaux de sous-ensembles difrérents soient
disjoints,

Parmi ces arrangenents i1l y cn aura un et un seul qui ne scre pas suscepti-
ble de raffinement en un plus grond nombre dc sous-cnsembles. L'intcrsection des

modules d'un tel sous-cns.mble scra eppclé composent canoniquc de 4¢ : il est

déterminé d'apreés la théoric des composants isolds et ne savrait 8tre représenté
par 1l'intorsection doublemont dircete de modules différents de 17 . On a obtenu
le s .

Théorsme 17 : Tout module ¢ cst reordseniable comme intersection finie dou-

blement directe de modulcs Jzi dont aucun n'cst lui-mSme intersection finic

doubdoment directe de modules différents de -fiv. . Les 4ti sont d ‘terminds ct

font pertic de toute décomposition doublement directe de 47 .




