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Exposé n°® 11

$UR LES IDEAUX IRRSDUCTIBLES D'UN
ANVEAU QU D'UN DENT-GROUPE COLI:UraTIF,

(Exposé de L. LESIEUR, le 24 janvier 1955)

1.~ Soit D un demi—grdupe comrmtatif dont 1'opér:otion est notde multiplicati-

vement., On 2 donc :

d(py)=@ply 5 AP =G .

Nous suppasons de plus 1l'existence d'un ¢1¢ment unité. Un idéal a dans D

est une partic non vide permise pour 1l'opérition de D, c'est-a-dire vérifiant
oLE a g£D entrainent Eg(ea .

Introduisons une condition de chaine portant sur les idéaux de D qui est,
soit la condition de chaine ascendante, soit le condition de chaine descendante
affaiblie. Cette derni3re exprime que toute suite décroissante minorde est fi-
nie ; elle entraine- la primiére dens le cas des idéaux d'un annecu, meis elle
en ost indépendente dans le cas des idéaux d'un demi-groupe. Cependant les ré-
sultats que nous avons cn vue sont valables lorsque l'une ou l'autre de ces
conditions sont supposdes remplics. Les démonstrations sont exposées de monidre
4 retrouver les résultats cornus de Grobner sur les idéaux irréductibles d'un

e

idéaux d'un demi-groupe commutatif vérifiant une condition de chaine ou l'autre

anneau commutatif nocthérien [2 , les résultots spéeiaux concernant lcs

dtant également mentionnés [3 ], Les deux cas, celui des idéaux d'un arneau et
celui des idéaux d'un demi-groupe, sc trai*-~t de le mdme fagon en considérant
le treillis des idéaux, que nous copellerons ~TA pour un anneau A et TD
pour un demiégroupe D . L'intersection des 2 idéaux a et b de D n'est
jameis vide car ¢lle conticnt toujours le produit ab de ces idéaux, et il
n'est pas nécessaire dc supposer le prisence d'un zéro dens D ni d'inclurc la
partie vide de D comme idéal. La rlunion de 2 iddaux de D est un idéal ; il
en résulte que TD est un treillis Aistributif multiplicatif ou demi-groupe ré-

ticulé, C'est d'ailleurs un sous-demi-groupe réticulé de l'ensemble de tous les

(1 ) Voir le bibliographie plc ée & le fin.

ce
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complexes de D qud a ébé considéré par P. Dubreil dans sa "Contribution a

la théorie des deni-groupes" III, [1]. Dans T, 1l'intcrsection est distribu-
tive méme per ropport & une union infinic, (N -distributivité générale), ot

la multiplication des idfcux est distributive par ropport & unc union infinie
(demi-groupe réticulé complet). Il cn résulte que T, est résidué, c'est-a-
dire qu'il existe un ¢liment moximum x dans Tp qui vérific ax ¢ b, idéal
de D qu'onnote b :a . Enfin, 1'idéal D= c est {liront maxirum de T,

et en méne temps ¢14ment unité pour la rwltiplicetion TD e¢st enticr,

Le treillis des iddaux d'une anncou n'est pas distributif on général cer
le réunion dec 2 iddeux n'est pas un iddel, mais il cst modulaire ; il est en
outre O —continu, en ce scns que 1l'intersection est distributive par rappert
4 1'union des Z1¢ments d'une choine. Enfin c'est oussi un demi-groupe riticuld
complet entier quand on introduit corre multiplication la formation du produit

des idéaux. On o donc lc propriété suivante :

Propriété (P) .

TA et TD sont des depmi-grcupes réticulls complets, entiers et commuta-

tifs, sotisfrisant soit & lc condition e cheine ascendonte soit & la condition

de chaine descendante affaoiblie. Ils sont modulaircs et (Y —continus.

De plus, TD satisfait & la proprifté supnlémentaire :

Propridté (S) - T, est N —gistrivutif général.

Un é1ément M -irréductible est un &lément o pour lequel il n'existe

aucune décomposition de¢ 1l forme

(1) ' a=a Na, , 2 >a , ayd>a

Par exemple un idéal premier est /) -irrdductible. Si 1'on avait (1), on en
déduirait &) « 85C 2, avee o Za, a, & a , ce qui est contreire & la
définition de a promicr., Nous supposcrons donc dans la suite que a n'cst

pas premier,

Dens les treillis -TA et Ty, les {lérnents de l'anncau A ou du demi-
groupe D interviennent quelquefois, et c'est zlors sous la {forme des iddaux
principaux. L'idézl principel des multiples d'un £1éront o de A oude. D,
que nous d¢signerons encorc par (&) est tel que 1'on ait dens le treillis des
idéeux s

ac)=>3b telque a=b « &) .
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Cette propriété peut &tre prise pour définition d'un ¢l!ment principal dans
un treillis multiplicatif entier cormutatif quelconque. Les treillis TA et
Ty jouissent alors de la propriété suivante ; déja considérée dans un autre

nénoire [4] sous le nom de

Propriété (II) - Tout élément de T gst union d'¢léments principaux :

’

D'aprés le némoire cité [4], les propriété (P) et (II) entrainent alors
que tout &lément O -irrdductible est primaire (fort) ; si P premier est ra-
dical de gq- primaire, il existe donc un exposent entier £ > 2 tel que
pPg; q . Nous limitons ainsi la recherche des éléments ) -irréductibles & la

considération des &1éments primcires.

Noﬁs appliquerons encore le résultat suivant établi dans [ 4] moyennant la

lére partie de la propriété (P) :

Théoréme de structure -~ Si p est un élment premier minimal 2 a , il existe

un é1¢mont p-primsire minimun a Da . Ona a= a:-g , avece f cp,et a
est 1'é1¢ment maxinun parmi les &1éments résiduels de la forme asx , o x&p .

Ce théoréme va nous scrvir & étudier les ¢lénents p-primaires 2> q .

- Soit S 1le segment [q,p] du treillis T , c'est-a-dire 1'ensemble des

éléments qui vérifient g x¢ p . Si a€ S, p est un élément prenier mi-
nimal 2 & puisque p est premier minimel 2q . Le thdoréme de structure mon-
tre donc 1l'existence d'un élément & p-primaire, et 1l'apnlication a —> a vé-

rifie :

=a .

o

a2a ; a2b entraine a2b

Elle est donc une applicat-on de fermeture algébrique du segment S sur 1l'en-
semble S des ¢ldéments p-primaires de ce segment. Il en résulte que S est

un sous-deni-treillis comnlet de S pour 1l'intersection ; cc n'cst pas un sous-
treillis de S car 1l'union de 2 éléments p-primaires n'est pas cen général
p-primaire, Meis. S constitue un ensemblc ordonné en treillis complet, Nous dé-
signerons les opérations d'union et d'interscction dens S par les symboles V
et M\ , celles de S et T dtant notdes U et N . Si a 8
diatenent

;€ S,onn immé-

(2) v 8..1 = Uai

Propriété 1 - Les résiduels q:m (m £q) sont des &léments de § .

Soit ¢n effet a=q:m , avec m€q . On & donec ma < qQ, d'ot agp
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puisque q est p-primaire. I1 cn résulte a € S, D'aprés le théorine de

structure, ona 5 =a:d , avec €& p . On en déduit :
a=(qm):d=(q:f)im=qin=a.
Propridté 2 - 8 cst rodulaire et MN-gontinu.

§D gst dec plus N -distributif générol.

On s'appuic sur le rodularité et 1l'inter-continuité de S, qui résulte

de 1la propriété (P). On veut démontrer la relation

an(bve)

Pour ccla il suffit d'établir

an(bve)cbwv(ane) , bca .,

Or on a d'aprés la relation (2) et le théordne de structure @

bve=buc=(bue):{d , Lé&p .
Comme a est p-primeire, on peut derire a:a:e, ‘ou

an(bve)=(a)n(buc):ifd=en(buec)]d

[o N

et puisque S est lui-mne modulnire
an(bve)=[buvula ﬂc)]z@

c'est-3-dire, d'aprés le théorime de structure @

an(ve)cbulance)=bvienc) .

On démontre exactenent de le méme facon que 1'inter-continuité de S entraine
celle de S et que 1l'inter-distributivité génér lc de SD entraine celle de

SD [ ]

La propriété suivante fait intervenir les iddaux principaux de A ou D,

c'est-a~-dire les éléments principaux du treillis T .

Propriété 3 - a étont un idlal orincipal € p, ona dens S

qua >*qupa

c'est-a-dire : il n'oxiste aucun idéal p-primaire entre gqupa et qua

U )

D'aprés le théorime de structure, on peut prendre

qua=(qua):d , L <££p .

Si q' est primcire tel que ¢
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qupa &q'Squa
on a
'l cava , L¥p
d'ol :
quuq'Q_C_qua
ct, le treillis T étant rodulaire : |
qua'® =(quvadnlqua)=qull@ua¥) nal .

Comme a est principel on peut éerire :

[qug'flaa=xa

Supposons x & p . On en déduit x= &g vqg'lec quaq'e q' ; d'ob q' étant

v o=
1

et qua €q', clest-a-dire

primeire, a < q' . Il en résulte qua@q

q'=43va .

Supposons ¥ < p . On en déduit xa ¢ pa et quq'g =qu xac qupa, d'ou :

a'lcaqupacqurpn .

Come £ &p et qupa€s, ona alors :

q'c¢ qupa et q'=q v pa

Théoréme 1 -~ Lo treillis S est un treillis modulaire de longueur finie. Le

treillis éD cst un treillis fini.

Considérons d'abord le scgment [q, q:p] de S . Soit donc x un idéal
primaire tel que q € x € q:p . L'idéal x est dans T 1'union d'idéaux prin-

cipaux a; ;one donc

vxzuai:U(quai)z\/(quai) .

D'aprés la proptiété 3, q v oy >q v pa; .
Or la relation a; & q:p entraine paié q . D'ou

avpa =49 o

On a donc : '

quai,&q .

ce qui prouve gie dans le scgment [q,q:p] de 8, tout élément est union de
points. Ce segment est alors un treillis géométrique (Legons sur la théorie des
treillis [5], p. 287). Vérifiant une condition de chsine ascendcnte ou descen-

dante \2 , il vérifie 1'autre ([5], p. 272) et c'est un treillis de longucur finie.

(2)-— La condition de chalne descendante affaiblie #tans T entraine la condition
de chaine descendonte dans S et dans S
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On dénontre de ndne que tous les segments de S de la forme

[q:pn,q:pn—lj sont #tes treillis géométriques de longueur finie. Par suite le
treillis § lui-méne posséde unc cheine meximelc de longucur finie allant de

qg & p= q:pP—1 . C'est dene un treillis nodulaire de longucur finie (géométri-
que ou non). Ceci s'applique & §A et & §D . Dans le cas de §D , on a en plus
la distributivité, qui implique que le treillis §D n'a qu'un nombre fini d'é-
1émehts ([6], p. 132). Il n'y o donc qu'un nombre fini d'iddaux p-primaires con-
tenant un idéal p-primaire donné, dans un demi-groupe comrutatif D satisfai-
sant & la condition de chaine ascendante ou & la condition de chaine descendante

affaiblie,

3.- Dans un treillis T qui vérifie les propridtéds (P) et (II), 1'¢é1ément q
est 1l'intersection d'un nombre fini d'¢léments N -irréductibles qui sont tous
p-primaires et qui appartiennent donc & S , Le rang v de g , ou nombre des
41éments qui interviennent dans une décomposition sans é1éments superflus, est
un inveriant de q d'aprés le théorére de Kurosch-Ore ([57], p. 122). Nous al-

lons déterminer ce nombre 1 .

Théoreme 2 — Le roang » de q dans sa décomposition en intersection d'éléments

N —irréductibles est égal & la longucur A du segrent [q , q:p] dans le treil-

—

lis S .,

Dans le segment [q , qi:p], qui est comme on 1'a vu au paragraphe précé-
dent un treillis gdéométrique, 1'élément q est 1l'intcrsection des A ¢1léments
maxinaux my

Q=M NI, N eee Ay

qui forment une décomposition de q en é1léments N -irréductibles dans q:p ,

sans éléments superflus., Choisissons, i étant fixé, un é1ément maximal a; de

S qui vérific a; 0 (qsp) = LI Son existence est assurde méme en présence de

la condition de chaine descendante affaiblie du fait que § vérifie la roprié-

té d'inter-continuité. (L'cnsemble des x € § qui vérifient (q:p) 0 x = Iy
est inductif et admet urn S1ément meximel d'aprés le théordme de Zorn). L'élément

ey est O -irréductible, car le rclation 8; =4;1 a4, , avec q; D a, ,
Ay D 35 entreinerait

mi = ql M (qu) n q2 N (qu)

d'ol, puisque m; est N-irréductible dens q:p , m; =qq 0 (q:p) ou

m; = g, N (q:p) , ce qui contredirait le choix de a; maximal,
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Considérons 1'élément

17 %2 2
On a
(3) h ng:p = (a; A a:p) N .. (\(ahcw qQ:p) = q .
et -
gk h

Supposons qu'on ait gqC h , donc h¥& q . D'aeprés la propriété 1, q:h est
p-primaire, donc (qsh):p >q:h . Or, d'aprés (3) :

q:h = (q:p):h = (q:h):p

I1 en résulte

q:h:alnazﬁ...na’)\ L]

Cette décomposition en intcrsection de A Sléments a; N ~irrédductibles est

non supcrflue, car si 1l'on aveit

on en déduireit

a O (qge _ D
a; 0 (q:p) = m 2 ny N oMy Neee O My

ce qui est impossible puisque lc dicomposition de g au moyen des m; ne pos—

sede pas d'¢léments superflus. Le rang r de g cst bicn dgal & N .

Du théoreme 2 on déduit immédictement le suivent, établi par Grobner dans

le cas des idéaux d'un anneau comutatif noethérien @

Théoréme 3 - Pour que q soit M -irrédductible, il frut ct il suffit que q

soit primaire et gu'il n'existe aucun £1¢ment primeire cntre q et q:p .

La condition g primaire est un résult.t de [4]. La condition q:p > a

dans S est le cas particulier du théordme 2 relatif au cas r =A = 1 ,

La démonstration donnde ici est donc valable pour les iddaux d'un demi-
groupe abélien avec élément unité satisfaisant & la condition de chaine ascen-

dante ou descendante affaiblie, et plus généralement pour tout demi-groupe réti-

culé satisfaisant aux propridtés (P) et (II) mentionnées au paragraphe 1.

Problemes : 1 ~ Peut-on se dispenscr de 1'existence d'un Z1¢ment unité dans le

demi~groupe D , c'est-i-dire supposer T quasi-enticr, au lieu d'entier ?

2 - Caractériser les idéeux O -irrdductibles d'un demi-groupe
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abélicn avec ¢1ément unité, ne vérifient cucune condition de chaine pour les

idéaux,

3 -~ Caractiriser les iddaux irréductibles d'un demi-groupe ou d'un

anncau non cormutatif, 1) avec condition de chaine, 2) sans condition de chaine.

dulaire

[1] P.
[2] w.

[3] L.

(4] L.

4 - Pcut-on, dens la propriété (P), rcmplacer modulcire par semi-mo-

?
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