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Exposé n° 3
LA NON-EXISTENCE DE CiuT..[JES EXT.INSIONS DES CORPS
(Exposé de M, KRASNER, le 22 novembre 1954)
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A la suite d'une guestion posée en 1942 par A, Herstein, j'avais prouvé
1 I 3

le théoréme suivent
Théoréme 1 ¢+ k étent un corbs asutre gqu'une &; xtension algébrique d'un champ

de Galois, si K/k est _une extension telle gquc tout « €K annule un polynd-

me de la forme fy(x) = n( ) +x + a(¥) , ob n(x) est un entier positif et

a(®) est €k , n(*) ot a(®) pouvant dépendre de = , ona K=k,

Idée de démonstration : Supposons K £k . Soit o #k un élément fixe de
K et soit }»1 s Do seeey ). se.s une suite infinic d'éléments distincts non-
nuls de k . On a n(}\qq') —> + o® , car autrement on obtiendrait per élimina-
tion un polyndme € k[ x] de ler degré annulé par X , Soit }...| 1ne valua-
tion non-triviale de K , et soient k , & les complétés de k,K par rapport
& cette valuation, On prendra ¥ tel que || < 1 et les ‘J\ tels que
N.—> 1 ausens de |...\ . Alors & annule £, (A x) = (A X)n()qo() +7\ X +
+ a(A N) et (A ﬂ)n( o) —>0 dans K . Par Isglte, a(>\ ‘*l) — - A u——-e’—u
et Cx&k AlnSJ., pour toute |...} , ona K=k, On redwt d'autre part,
le probléme au cas ob k cst une extension simple (algébrique ou transcendan-
te) d'un corps premier et on montre que si k n'est pas une extension algé-
brique d'un champ de Galois, XK £ k implique, dans ce cas, l'existence d'une

valuation non-trivisle |...] telle que K £k .
Pour les détails voir [1].

En 1943, j'ai généralisé comme suit ce résultat en simplifiant sa dé-

monstration @

Théoréme 2 ¢ k gtant wn corps autre qu'une extension algdbrigue d'un chamo
de Galois, soit K/k une extension algébrigue séparable telle que tout

€K annule un polyndme de la forme fy(x) = Xn(O() +c(x) + P(x;%) , ob

c(x) est un polyndme fixe €  x] se divisent exactement par x  , n(t) est
un_entier #m et ‘P(x) est un polyndme € K x] de degré < m , n(™) ot
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Y (x=) pouv-nt dépendre de ot . Alors, (Kek) < m o

Lt

Tdée de démonstration. On peut supposer, si le théoreme est faux, que
K = k(%) , ob A est de degré > m per repport 4 k . Soient |...|] wune
valuation non-triviale de k et l.o.| 17 ceels slese l....\s toutes les
valuations de K qui le prolongent, Orgenisons K en un corps ultranormé,
en prenant comme norme WEW = Max \Eli (E€K) . Le complété ¥ de X par
rapport & cette ultrenorme est métriquement isomorphe a4 la somme directe
(-Df{'i des complétés Ki de K par rapport a \...\.l , org.nisé par la norme
”(21’52’”"53“’)" = Max \E.. 1, (g‘ie Ki), un E€ K étent identifié avec
(g,g,...,,g) . 0r, k é&tnt le complété de k par rapjort a leeel 5 K est
-~ aussi égal & 1'extension KE de 1'algibre K/k par .k & condition d'identi-
ficr tout M€K avec (NAjeeesh) o On a2 (Kl-z:i-) = (Ksk) . Ainsi, K est
un espace vectoriel de rong finil sur le corps valué complet k , et on montre
que sa norme |l ...l est compatible avec sa structure d'espace vectoriel :
UAEH =LA g (Aek,E€K) . Donc, cette norme y définit la topologie
produit e?t el E 'g',...,‘gq)sont lindairement indépendrnts sur k , . |
2:\(1)§(1) tend vers une limite d-ns K si, et seulement si tout A
tenid1 vers une limite I\(i) k¥ et on a alors & A (i)g(i)q E/\(i)gq(i) .
Les ¢léments de K lindairement ind4pendants surq k restent linéairement
indépendants sur k dans T{ , et cecl a lieu en particulier; pour
1,06,0(2,...,0\m (et, plus générclement, pour 1,\s, (/\N)z,...,'(}\q)m , 00 A£OC
est € k) . Par suite, ™ ne peut annuler aucun polyndme & k[x] de degré

<.

On peut choisir «« de mani3re que X\« 1. U étant le groupe mul-
tiplicatif des A €k tcls que (A =1, il est dense en soi, SIA €U , il
existe une suite des )\qE U distincts telle que )\q —sA . Sil'on n'a pas
n(/\qo() ~> +o@ , on peut trouver une infinité des g tels que n(}\qct) ait
une valeur fixe n . Donc o annule tous les polyndmes
,\2 X 4 c()\qx) +$(qu;Aqo() R Aq prenant une infinité de valeurs distincts,
ce qui permet d'obtenir, par élimination, un polyndme € k[x] de degré m
annulé parey contre 1'hypothdse. Si n(AS) —» + ™ , on a, dans ?{J s
()\qw)n(xﬁi{)_—-> 0, c()&cfx)-—;, c(hat) , dton ‘?(}\qo(;)\qo()-—‘? - c(M) . Or, si
'f;ﬁ(x) =‘{’(,\q?\—1x;)\q°() 5 \Pz(x) est £k[x]1 <€ x] et POX) , qui est une
combinaison linéaire des 1,M, (Xd)z,...,()\w)m—l a coef%icients dans k &k,
tend vers -c(AX) . Ainsi, les coeriicients correspondents de ces combinaisons,

autrement dit les coefficients correspondants des LP:(x) , tendent vers quel-
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ques limites dans k et les \FZ(X) tendent vers un polyndme “P*(x;AN) €i x].
Le degré de ‘P*(x;)&l) est <m et ona -c(Ax) = PFAx:hn) . Ainsi, A
annule c(x) + P*(x;M) . Bn dounrnt & M une infinité de valeurs distincts,
on voit, par éliminotion que X €K annule un polyndme € k[x] de degré m ,
contre 1l'hypothsse.

Une liégire génd: alisation de ce théordme est le

Théorsme 3 : La conclusion du théoréme 2 est encore exacte si z&(x) a la for-
me Zl:i(o) 8y ©)x ni &) +¥P(x;%) , ob p(x) ne dénasse pess une constente p ,

ol m=n (°() <n (“‘) < oo &N (O‘)(W) , €% ol les ai¢>() appertiennent 3 un

ensemble fini flxe d'é1éments non-nuls de k .

Idée de démonstration. On applique aux fa(x) le méme raisonnement que
précédemment, en ®marquant que seule 1'hypothése f,\ «(x) €K x]) (et non
) Q‘(x)é' K x]) suiiit pour qu'il soit valable. On ecafte, comne précédemment

1 hy“)othf-'se que n o(k Q() ()\ot) ne tend pas vers + o0 , Si n (Aq)(/\ ) ~» + 00

le ralsonnemei‘nt cons:Ldere montyre que tout Aot R A€y s annule un polmnome
f (x) _213 ) (/\°<) nl(/\!) +¥¥(x;5d) € [ x] qui est de la néme for-
me que Dveceagmment mais avec p diminué d'une wnitd. En appliquant de nou-~
veau le méme raisonnement aux f‘,\o‘(x) s etc, on obtient, apres p pas d'in-
duction au plus, un polyndme € k[ x] de la méme forme, mais evec p =0 , au-
trement dit un polyndme de degré m , amnulé par o .
Pour les déteils de démonstrations des théorémes 2 et 3 voir [2] et [31
I1 est assez curieux que ces résultats s qui ne concernent que la structure
abstraite des corps, se démontrent par 1'emploi de cert-ines valuations. Ces
démonstrations perdent leur validité quand k est algébrique par rapport & un
champ de Galois (quand les théorsmes sont, également, faux), car un tel k ne

poss3de aucune v-luation non-triviale.
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