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SUR LES GROUPES RETICULES ASSOCIES A UN_GROUPE ORDONNE.
(Exposé de li. JAFFARD, le 23 mai 1955).
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Par groupe ordonné, nous entendrons dons tout cet exposé un groupe

abélien muni d'une structure d'ordre (en général partiel) compatiblo avec

sa structure de groupe.

Etant donné un groupe ordonné G , un des problémes essentiélé de la
théorie de la divisibilité est de déterminer quand et comment on peut le

considérer comme un sous-groupe d'un produit direct ordonné le& G, , tous
_ .

les G, étant des groupes totalement ordonnés. Lorsque G est plongé dans
~un tel produit direct ordonné, on dit que l'on a obtenu une réalisation de
G.
Pour obtenir une tclle réalisation, on a avantage & procéder en deux
temps ¢ 1) On plonge G dans un groupe réticulé [ .
2) On cherche une réalisation de |
Le deuxiéme probléme qui peut donc s'énoncer *quand et comment peut-on

réaliser un groupc réticulé G comme un sous-groupe d'un produit direct
ordonné i Ei G, doc groupes totalement ordonnés" a été étudié en détail

Lorenzen [7] a montré que tout groupe réticulé r peut étre considéré
comme un sous-groupe propre d'un tel produit direct (rappelons qu'un sous-

groupe réticulé H d'un groupe réticulé G est dit propre ou coréticulé,

si les opérations inf et sup sont les mémes dans H et dans G ). Nous
avons montré [ 3] comment, dans certains cas, les groupes G, peuvent Etre
déterminés de moniére unique et [ 5] quels sont les groupes réticulds tels

que l'on puisse prendre pour I un ensemble fini d'indices.

Nous nous intéresserons ici au probldme 1) en cherchant 3 déterminer
le plus exactement possible tous les groupes réticulés dans lesquels on

peut plonger G .

Lorcnzen a montré que la condition nécessaire et suffisante pour que
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1'on puissc plonger lc groupe ordonné G dans un groupe réticulé est que
. . < q . n
G soit semi-clos, c'est-a&-dire que pour tout x € G 1la relation x =1

(n étont un cntier > 0) entraine x> 1.

Supposons quc G soit plongé dans un groupe réticulé [ . Comme
toute interscction de sous-groupcs pronres de [ est cncore un sous-groupe
propre de i- , on voit qu'il existera un sous-groupe propre N de T
contenant G et tel que tout sous-groupe propre dc I” contenant G
contienne A\ . /\ peut &trc caractérisé par la propriété intrinséque

suivante : tout sous-groupe nropre de A contenant G est confondu avec

A . Un tel groupe réticulé contenant G secra dit groupe de Lorenzen
attaché & G . Ces groupcs de Lorcnzen sont les sculs qui vont nous inté-

resser par la suite.

Théoréme 1 : Un groupe réticulé /\ contenant G est_groupe de Lorenzen

de G gi ot si seulement tout 81ément de /A est de la forme 3

inf(x, 5 ooo xn)

inf(yl 5 eee g ym)

AVEC Xy 5 e 5 X 5 Yy o9 eee s Vo €6G.

Supposons que G soit contenu dans le groupe réticulé [ . On voit que

tout élément de cette forme apparticnt nécessairement au groupe de Lorenzen
de G défini par [ . Soit A 1'enscmble de ces éléments. A est néces-
sairement un sous-groupc de | car (les symboles X et Y désignant des

sous—ensembles finis dc G ) on a :

inf X, inf X, inf (X1X2)
inf Y, * inf ¥, = inf (21’125

propre. : ,
C'est un sous-groupeide r car, en réduisant préalablement au méme dénomi-

nateur) on voit que

inf X, inf X, inf (X1 V) X2)
3 [ — — AN ’, ~
inf ( 5.7 T 0 TFY ) = T Y . D'oli le théoreme.

A étant un groupe de Lorenzen de G , on peut définir une application
X e Xr de l'ensemble des parties finies de G dans l'ensemble des

parties de G de lua monidrc suivante
xéXr;:j ix;_ini‘X (dans /\)}

On voit alors que X et Y étant deux sous-enscmbles finis de G on a
les relations suivantes :
(1) X C.Xr

(2) X c Y, entraine X C Y,
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(3) (a), =2 G, = (a)
(4) a X, = (aXx),

G, désignant 1'cnsomble des éléments de G qui sont >1 .,

X, cost dit le r-idéal cngendré par X .

Plus généralement on dit que lton a défini sur le groupe ordonné G
un systéme d'idéaux finis si on s'est donné une application X —s X,
de l'ensemble des parties finics de G dans 1'ensemble des parties de G
vérifiant les relations 1) & 4) . On montre alors quec sur 1'cnsemble des

idéoux ainsi définis (r-idéaux) on peut définir un produit en posant :

X, .Y, = (x Y)r

On dit que le groupe G vérifie la propriété r - ¥ si par rapport & ce

produit les r-idéaux forment un semi-groupe, c'est-a-dire si :

v < .
(5) Xr x T, =X, x Yr

—> L =4

A étant un groupe de Lorcnzen de G , définissant sur G le systéme des
r-idéaux, on voit que G vérifie r - X . En outre on peut identifier A
“au gfoupe des quotients associé au scmi-groupe des r-idéaux en identifiint

tout élément
inf (X 5 «oe s xn) (x1 s eee s xh)r

- de A a 1'élément
inf (yl’ oo sym) ¢ (yls eoo ’ym)r

de ce groupe des quotients. In particulicr, on identific aussi 1'élément
x de G & 1'idéal principal (x) = x G, . On voit alors que la relation

d'ordre défini sur [ peut étre cncore définic par :

X
-z S
(6) Yr 2 1 2 d YI‘ > XI’ o

Réciproquement supposons que l'on se donne sur G un systéme de
r-idéaux finis formant un semi-groupe, c'est-a-dire tel que G vérifie la
propriété r - X . On peut considérer le groupe des quotients A de ce
semi-groupe comme un groupe réticulé en le munissant de la structure d'ordre
définie par la relation (6). En identifiant chaque élément x de G &

1'idéal principal (x) , on voit que G est un sous-groupe ordonné de A

inf X
Tnry o N est

et comme tout élément nés de /\ est alors de la forme
r
groupe de Lorcnzen de G en vertu du théoréme 1 .

Dol ¢

Théoreéme 2 : Les groupes de Lorenzen de G correspondent biunivoguement

aux_systémes d'idéaux finis sur G formant un seni-groupe.
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Etant donnés sur G deux systémes d'idéaux finis, le r-systéme et
le r'-systime, on dit que le r-systéme est plus fin que le r'-systeme

si pour tout sous-ensemble fini X de G on a Xr~C Xr' .

Si le r-systime est plus fin gue le r'-systéme 1'égalité X, =Y

r
entralne X, =Y, .
entraine X, r

En effet Xr = Yr entraine X < Yr' donc Xr' d Yr' . De meme

T.C X, Parmi tous les systémes d'idéaux finis que l'on peut définir
sur G, il en existe un plus fin que tous les autres, c'est le s-systeme
défini par :

X = K/) (x)

5 xeX
et un moins fin que tous les autres, c'est le y-systéme défini par :

I\ (x)

v (x)oX
Etant donné un systéme de r-idéaux finis sur le groups ordonné G , on dit

que G est r-clos ou vérifie la_propriété r - § si la relation

xX X, entraine toujours 1 <x .

On montre en particulier que G est s-clos si et seulement si il est

semi-clos : Supposons G s-clos et soit ¥ =1 (n entier >0). On a :

2 n-1 n n-1
(1,x, X 5, eeo , X )sx=(x s X 5 eee 5 X )s

n—l)

C(l,%X, eoe 5 X donc x =1, G ecst semi-clos.

Réciproquement, supposons G semi-clos., Soit X = {Xl JRETFE N

et x tel que x Xs d Xs . D'aprés la définition des s-idéaux, pour tout i

(1< 1i<n) BLP(i) tel que 1< f(i)gn et xx 2 . En ité-

* (1)
rant on trouve:xmxig Xom(y) Considérons la suite t?(i) 5 2(1) g ees
et soit p un nombre tel que pr(l) = c{)p"'q(l) . Posons i = Lep(l) .

On a ‘fq(i) =i x* x; > x; donc x1>1 et, G, &tant semi-clos,

x>1t. G est done s-clos.

Si G est le groupe de divisibilité d'un corps K par repport & un
ordre A de ce corps, les idéaux (fractionnaires) finis de Dedekind de A
définissent sur G un systéme d'idéaux finis, le d-systéme. On montre que

G est d-clos si etsculement si 4 ost intégralement clos dons K .

Si G ¥érifie la propridté r - K il vérifie r - 5\ : Supposons

en effet que G vérifie r - § ot soit x X, < Xr . On en déduit
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_ _ Y AS . . s . . _
X, = (x X L)X)r = (x, 1)r x X , d'ol cn simplifiant par X, (1) =

(x, l)r ou X 21.G vérifie bien r - § . Le groupe G peut vérifier

r - & sans vérifier r - Y . Toutefois s'il vérifie r - & on montre
que 1'on peut définir un systéme d'idéaux finis moins fin que le r-systeme,
le ra-systém95 tel que G vérifie r, - ¥y . Le ra—systéme est ainsi
défini ¢

c =3 ave X
xeX c = Zr avee X Zr<: Xr Zr

T S—

Le ra-systéme est le plus fin parmi lcs systémes moins fins que r et

vérifiiant la propriété X .

Si le r-systéme cst plus fin que le r'-systeme et si G vérifie

r' - & , il vérifie également T - §
Bn effet 1'égalité x X.c X, entraine x X <X, ou x X< Xr' done

x =1, _
On on dédduit lec théoréme annoncé au début :

Théorsme 3 : Le groupe ordonné_ G peut 8tre plongé dans un groupe réticulé

si et seulement si il est semi-clos.

Le théoréme 2 montre que G peut &tre plongé dans un groupe réticulé
si et si sculement il existe sur G un systéme d'idéaux formant un semi-
groupe, ce qui revient & dire en vertu de ce qui précédec qu'il existe sur
G un systéme de r-idéaux tcl que G vérifie r - § ou encore que G

vérific s - 9 .

Un homomorphisme f d'un groupe réticulé G dans un groupe réticulé
G' est dit propre si pour tout couple x , y € G ona ¢
f(inf(x , y)) = inf(£(x) , £(y)) .

Théoreme 4 : Etont donnés sur le groupe ordonné G deux systémes d'idéaux

finis, le r-systdme ot le r'-systéme tels que G yérifie les propriétés

r - 5 et r' - Y et tels que le r-systéme soit plus fin gue le

r'=gystéme, 1'application identique de G sur lui-méme peut se prolonger
d'une et _d'une_seule manieére en un homomorphismc propre du groupe de

Liorenzen /\r relatif au r-systéme sur le groupe_de Lorenzen /\r, rela—

tif au r'-systéme.

Cette application f si clle existe est nécessairement unique car on

aura al k- . . .
aLors 1nf(xl,x2,.,.,xh ) 1nf(f(x1),,..,f(xn)) 1nf(x1,...,§h)

inf(y s¥pse e s, ) )= inf(f(ylf,.,.,f(yé)7 = inf(yl,.,.,ymi

£ (
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les opérations inf étant celles définies sur /\r dans le premier membre
de 1'égalité et celles définies sur Ar' dans les deux autres.

Montrons que f existe :

X z,
Soit f: 3 -—> T o
T r' Xr Xx'-
On définit bien ainsi une application de /\r dans /\r' car 3 = §r
r T
entrafne X x Y' =Y x X' donc, puisquc r est plus fin que r' :
r r r r X
r' T
! —_ 1 —— — ——
Xr' X Yr' = Yr' X Xr' ou Yr' = Yx"'

On vérifie immédiatement que cette application est un homomorphisme de
/\r sur /\r, . Cet homomorphisme est propre car (une fois réduits au

néme dénominatcurs) on o 3
f(inf(Xr/Yr , xl;/Yr)) = £((X uX')r/Yr) = inf (f(XI/Yr) ) f(XI'/Yr)) .
D'ol le théoréme.

En particulier & tout groupe de Lorenzen /\r de G défini par un ‘
systéme dos r-iddaux de G (G vérifiant r - X ) correspond un homomor-

= /A sur AL

phisme propre f£. de A 5y

Le noyau H_ = fr—l(l) de cet homomorphisme a les trois propriétés
suivantes ¢

1) C'est un sous-groupe isolé de A (c'est-a-dire tcl que les rclations

1<xgy ot y€H, entrainont x € Hr) .
2) c'est un sous-groupe propre de A .
14
3) I1 est tel que Hrr\G~ il} .

Soit réciproquement un sous-groupe H de A isolé, propre et tel que
HNG= {1] . Soit f 1'application canonique de A\ sur A/H= r
H étant un sous—groupe isolé de G , on voit que l'on peut définir sur [
une structure d'ordre compatible avec sa structure de groupe en prenant
pour éléments > 1 dans [ les images des éléments >1 dans A (struc-
ture d'ordre canonique). In tcnant compte du fait que H est propre, on
voit que [ est alors réticulé ot quc 1l'application f est propre.
Enfin Hr NG = }1% nontre que G peut &tre identifié & son image par
£ . N étant groupc de Lorenzen de G , il n'cxiste pas de sous-groupe
propre de N\ contcnant G et autre que A . On cn déduit que 12 méme

propriété est vraie pour [ qui est donc un groupe de Lorenzen Ar de G.
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I1 y a donc correspondance biunivogue entre les sous-groupes isolés
propres de A dont 1'interscction avec G ost {1} et les groupcs de

Lorenzen de G .

Soient sur G doux systémcs d'idéaux, formant semi-groupe, le
r-systéme et le r'-systémec. L& r-systéme est plus fin que le r'-systéme
si et seulement si Hr c Hr' : éupposons le r-systémc plus fin que le
r'-systéme et soit XSa / YS:1 G Hr . On a par définition de Hr t X =Y

r r
pr =Y. et X / Y5, € H. . Par suite H, <H, .

&

done X

Supposons réciproquenent Hr C Hr' . Soit x ¢ Xr . On a dans /\r :

X, € (x) . Puisque ’kr est isomorphe & /\/Hr ordonné canoniquenment,

il existe Y, ot Z  tel que l'on ait dans N ¢ Y /%5 € H X5 et

bYSa/ZS;‘gfx . D'ou Ysa/zsa € H, Xsa et comme /\r, est isomorphe &
/\/Hr, ordonné canoniquement on 2 dans /‘r' 2 X, < (x) ou x € X
Donc X, C Xr' et le r-gsyctéme est plus fin que lc r'-systéme.

Par suite :

Théordne 5 : /\  dtant le groupe de Lorengen de G défini par le systéme

des sa—idéaux de G, il existe unc_ corrcspondance biunivogue entre les

sous—groupes isolés pronres de A dont l'intersection avec G est {1}

et les groupes de Lorenzen de G . Si Hr désigne le sous-groupe corres-

pondant au r-systéme d'idéaux sur G lc_ r-sysidme est plus fin gue le

r'-systeme si et seulement si H, C Ho,

On voit que les sous-groupes H, » ordonnés par inclusion, forment un
ensemble inductif. Il en est done de méme des systeémes d'idéaux sur G
formant semi-groupes, si on les ordonne par 1~ relation :

r <r' = le r-systéme cst plus fin que le r'—systéme.
Le théoréme de Zorn montre alors que parmi tous ces systémes d'idéaux il
en existe qui sont moins fins que tous les autres. On peut les appeler
Systemes d'idéaux caractéristiques et les groupes de Lorenzen correspondants

groupes de Lorenzen caractéristigues. Un probléme qui reste ouvert est celui

de savoir s'il existe plus d'un tel systeme.

A quelle condition un groune ordonné G est-il égal & 1'un de ces

groupes de Lorenzen /\r ?
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I1 faut et il suffit pour cela qu'd tout r-idéal Xr de G corres-
ponde un élément x de G tel que X = (x) , c'est-a-dire quc tout
r-idéal soit principal. Lorsqu'il en est ainsi on dira que G vérifie la
propriété r - & ., Une condition nécessaire et suffisante pour que G
soit réticuldé étant qu'il vérifie la condition v - < , il en résulte en
particulier que tout groupe réticulé G cst identique & son groupe de
Lorenzen /\v . Ce que nous avons vu plus haut montre alors qu'une condition
nécessaire et suffisante pour que le groupe réticulé G n'admette pas
dtautre groupe de Lorcnzen que lui-mérme est qu'il soit identique & son
groupe j\&a,donc que son sa-systéme soit identique & son v-systéme. La
condition necessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que G
soit totalement ordonné. En effot, si G est totalement ordonné le s-sys-
téme cost identique au v-systéne. Supnosons que G nc soit pas totalement
ordonné, Il existerait alors deux &ldéments o et b de G tels que
1<a, b et 1=inf(a, b). Par suitc (a , b) =1. Or, on peut mon-
trer que sa—systéme est ainsi défini :

x eXy, = dn>0 avec x° é.(XS)n
Quel que soit l'eatier n >0 , 1 ¢ [(a, b)S]n , done (a , b)v £ (a,b)Sa

et sa—systéme n'est pas identique au v-systéme. D'ol

Théoréme 6 : Pour quec le groupe réticulé G n'admette pas dfautre groupe

de Lorenzen gue lui-méme, il fout et il suffit gu'il soit totalement ordonné.

Soit alors G un groupe semi-clog non totalement ordonné. On peut
définir une suite dc groupe ordonné :

G:/\Oc Ny ¢ oev € AVIEI

ol _/\i est le §, ~groupe de Lorcnzen de A « Aucun des /\i n'est
AP

Théoréme 7 : Si on a sur G deux systémes d'idéaux finis r et r' tels
que G wérifie r - Y , r'- o« et gue r soit plus fin que r' , le
groupe Az” est facteur direct de /\r .

-1

oo e

totalement ordonné ct on a donc pour tout i

Ona G-= Azd done N_, C /\r . Soit d'autre part H le noyau de

EN

1'application canonique /\r —— /\r, :
XI/Yr el —= X,=7Y,
Pour tout élément Xz/Yr de /\r soit (@ (kr/Yr) c /\r défini par

1'égalité : Xr/Yr = (Xr,/Yr,) x ?(X/Yr)
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Par hypothése Jx , y & G tels que X, = (x) , Y., = (y) , donc

e /Y) = (By) /(¥x), .

Or (Xy)r, =X, x (y)r, =X, xI, = (Yx)r, . Par suite Lf(xr/yr) € H
Les égalités A , N H = {11 et f\r = A, H montrent alors le théoré-

me.
Corollaire : Tout groupe réticulé est facteur direct de chacun de ses

groupes de Lorenzen.
Si G est réticuld on a en effet G = /\v .

Soit G semi-clos non totalement ordonné, /\ son §,-groupe de

Lorenzen , | 1le s, ~groupe de Lorenzen de /\ , On a
Gc Nl et GENET

‘L'intersection de tous les sous-groupes propres de [ contenant G est
un groupe de Lorenzen A} de G. Ona A’ Z N car A n'est pas un

sous-groupe propre de .

}
On voit de méme que A N A £ N, A
Par suite le groupe G étant plongé dans le groupe réticulé [ , ce
dernier peut contenir plusieurs groupes de Lorenzen de G s mais un seul

en est un sous-groupe propre.

Ici, A n'est pas un sous-groupe propre de I s et cependant :
1) /\ est facteur direct de I
2) 1la projection [ /\ est prorpe.

On appelle valuation du groupe ordonné G tout homomorphisme croissant
de G dans un groupe totalement ordonné. Si sur G est défini un systéme
de r-idéaux finis, on dit qu'une valuation v de G est une r-valuation

si elle vérifie la condition suivante pour tout sous-ensemble fini X de G :
x€X, —.5 Ja€x avee v(x) >v(a)

Exemples
1) Toute valuation de G est une s-valuation

2) G étant groupe de divisibilité d'un corps K par rapport & un
ordre A de ce corps, les J-valudtions de G correspondent aux valua-
tions de Krull de XK dont 1l'anmneau de valuation contient A .

3) 8i G est réticuld, il y a identité entre les v-valuations et les

valuations propres de G :
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Supposons que Vv soit une valuation propre de G et soit x ¢ Xv .

Posons X = {xl 5 Xy 5 e0e xn} et soit y = inf (x1 g ves g xn)é G .

1

Soit x, tel que V(Xi) inf (V(Xl) s see g v(xn)) . Lo valustion v
étant propre, on a v(y) = v(xi) et x >y entraine v(x) = v(xi) .

v est blen une v-valuation. Réciproquement soit v une v-valuation de
G et soit y=inf(x; , ... , xn) . Comme y € (x; 5 -0 Xn)v il existe
x; tel que v(y) = v(xi) . Comme d'autre part v(y) < v(xl) 5 eee g V(xn)

on en déduit v(y) = inf (v(xj))1 cien

-~ -

v est bien une vzluation propre de G .

Remarques ¢ Si sur le groupe ordonné G le r-systéme est plus fin que
le r'-systéme, toute r'-valuation de G est une r-valuation.

Si G yérifie la propriété r - S toute r-valuation de G est une

ra-valuation H

Soit v une r-valuation de G et x eXra . Par définition on peut
trouver 7 = {zl s oeer s 2, 2 tel que (xZ)r < (Xz)_, . On peut supposer
les z, numérotés de fagon que v(zl) <v(zy) ,..0, v(zn) . La relation
Xz, € (XZ)r entraine,puisque v est une r-valuation, 1'existence de
a €% et z; €2 tels que V(le) = v(azi) . La relation V(Zl) < v(zi)

entraine alors v(x) =v(a) et v est une r -valuation de G .

Soit un systéme de r-idéaux finis sur le groupe ordonné G tel que
G vérifie la propriété r - J - Soit /\r son groupe de Lorenzen corres-—
pondant. Toute valuation propre de /\r induit une r-valuation de G :
En effet x é{xl 5 oo

\gr entratne
p'4 ;ini‘(x1 g eee xn) (dans /\r) , donc v(x) > inf (V(Xl)’ coe s v(xn)) .

Soit réciproquement v une r-valuation de G . On peut la prolonger d'une

meniére et d'une seule en une valuation propre de ’A'r en posant
. /- '
V(Xr/Yr) = J.nf(v(x))X cx / inf (V(y))y cY

Comme on peut montrer que tout groupe réticulé peut étre réalisé comme un
sous-groupe propre d'un produit direct ordonné de groupes totalement ordon-
nés, il résulte de ce qui précéde que si 1@ groupe ordonne G vérifie la

propriété r - & ;, 11 existe une fumille (vL) de r-valuations de

céeT
G qui définit une réalisation de G dans le groupe TéTI v, (G) . En

¢
particulier, dans le cas o G est groupe de divisibilité d'un corps K
par rapport & ordre A intégralement clos dans K , on obtient le théoréme

de Krull en prenant r = d :



Tout_anneau d'intégrité intégralement clos dans son corps des quotients

est intersection d'anneau de valuation.

Soit (v()( ¢ 7 Une famille de valuations du groupe ordonné G défi-
nissant une réalisation de G (comme scus-groupe du produit direct ordonné
TTI v, (G)) . On peut définir une famille de r-idéaux finis sur G en

posant :
x €X, Z==2 S Ve eI, :faLéX avec v(ai)év(x)} .

L

Le systéme des r-idéaux sera alors dit défini par les conditions I-valua-

tives. Lorenzen a montré que pour qu'un systéme de r-idéaux (finis) puisse
étre défini par des conditions valuatives (c'est-a-dire pour que l'on puisse
trouver un ensemble (vL) LET de valuation de G tel que le r-systéme
soit défini par les conditions I-valuatives), il faut et il suffit que

G vérifie la condition r -~ ) . On voit immédiatement que si le r-systéme
est défini par les conditions I-valuatives, v, est une r-valuation pour
tout ¢ €I,

G vérifiant la propriété r - ¥ (par rapport & un systéme de

r-idéaux), on appelle r-réalisation de G toute réalisation do G telle

que le systéme d'idéaux qu'elle définit sur G (par l'intermédicire des

conditions valuatives correspondantes) soit le r-systéme.

Supposons que G vérifie r-Y et soit (v<)L.évI une famille de
r-valuations de G définissant une réalisation de G dans [ = TTi v, (G) .
CE

Chaque vV, Dpouvant étre considéré comme un homomorphisme propre du groupe

de Lorenzen /\r sur vL(G) » on en déduit un homomorphisme propre

£= Il
€I
sur le groupe de Lorenzen de G défini par [ . Par suite, pour que f

v, de /\r dans [ . Clest 1'homomorphisme canonique de /\r

définisse une réalisation de A_ il faut et il suffit que le noyau
- 1 ’ . . ¢ r ‘
£7°(1) se réduise a {l} .
Le r'-systéme défini sur G par les conditions I-valuatives est
moins fin que le r-systéme. |
Siona r=r', L'indgalité X, £ Y  entrainc 1'existence de o €1I.
tel que Vit (Xr) # v, (Yr) et par suite f(Xr/Yr) # 1 . Donc ce cas
-1 ,
£77(2) = {1} o Supposons r £ r' . Alors r est strictement plus fin
que r' et il existe un r-idéal X, tel que X # X, . Soit x €X.,

X ¢ Xr et posons Y =X v i X E . La relation Y ¢ Xr' entraine Yrc_Xr, .
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D'outre part Xr’ = Yr' implique que pour tout (¢ € I on a
Ve(Xr) = vL(Yr) done f(Kr/Yr) = 1 . Done Xr/Yr est contenu dans lc
noyau de f sans Stre égal & 1 . On pcut done énoncer ¢

Théoréme 8 : Etant donnds un systéme de  r-iddaux finig sur G tel que

G vérifie la propriété r - ) , ung famille (v.), ¢ 1 de r-valuations

de G définigsant une réalisation de G définit encore une réalisation
(propre) de AI’ si et si seulement les  r-idéaux sont ceux définis par

les conditions ~I-valuations, c¢'est-3-dirc si la famille (v(_)((:_I définit

une r-réalisation de G .

Le groupe G vérifiant lo propriété r - ¥ et la famille (v.) /e I

de r-valuation de G définissant une réalisation de ’\r , on dit [3]
que cette réalisation est irrdductible si pour tout X € I 1la famille
(v‘)tfoc ne définit plus unc réalisation de /\r . On voit alors que le
systéme des r-idéaux est défini par les conditions I-valuatives, mais
n'est plus défini par les conditions G{f“} -valuatives ( Vﬁ% € I) . Nous

dirons qu'un tel cnsemble est un gnscmble irrdductible de r-valuations.

Les ensembles irrdéductibles de r-valuations corressondent donc biunivoque~
ment aux réalisations irrdéductibles de /\r « Or il y a au plus une telle
réalisation irréductible. Done :

Théoréme 9 : S'il existc un ensemble irréductible de r-valuations de G ,
il est unique.
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