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Exposé n° 23

SUR_LES GROUPES LIBRES.
II- TRANSFURMATIONS DES SUITES DE GENERATEURS.
(Exposé de J. PETRESCO, le 2 mei 1955).

) H
Nous avons construit dans 1'exposé précédent deux ensembles BQL et Aﬁb&’
de bases libres du sous-groupe H , du groupe libre G ; nous montrons, en
continuation, que S{L KCM , et que cet ensemble de bases libres peut étre

caractérisé par certaines propriétés remarquables, en relation avec la notion

de longueur.

gCC
libéré précisément de ce qu'on appelle la condition de Schreier, (Marshall

Hall et T. Rado, Trans. Amer. Math. Soc. 64, 1948), mais qui ne depasse pas
v ; 0
la géneralité de gbL et ECN ; on a en effet %L 3@ }(

Nous étudions également la méthode de Schreier, en obtenant un ensemble

de bases libres, plus général que celui classique, en ceci qu'il est

La méthode primitive de Nielsen présente cependant cette particularité
remarquable : elle décrit un procédé fini pour construire & partir d'une sui-

te de générateurs du sous-groupe H de rang fini une base libre de H . Nous

généralisons les transformations de Nielsen, et le procédé de réduction que
nous proposons, permet d'en apercevoir la finitude, comme conséquence directe
du lemme 3.4. ' ’ V

‘Nous définissons finalement un groupe de transformetions in%(G) , de
l'ensemble des m-suites de générateurs du groupe libre G de rang fini,

~ pour lequel, au cas ou ‘m, est le rang de G , la notion de liberté est un

invariant, et qui, de plus, est transitif, pour tout m . Ceci résume et géné-

ralise les différentes propriétés des groupes libres qui se rattachent 2
1'hypothése de H, Hopf. Les transformations de 5?h(a) permettent en fait
d'obtenir, & partir d'une suite de générateurs de G , toute autre suite de

générateurs, et en particulier toute base libre.

5. Bases libres progressives. On dira dans ce qui suit que X est un ensemble
progressif de G =[[A]], si
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(P) [xJ) € [x(W) ]

Si H est un sous-groupe de G , on dira d'autre part que a €H est
indécomposable si a & [H(A-1)], o A(a) = A 3 notons H; , l'ensemble des
éléments indécomposables de H .

5-1. HI

. On peut décomposer de proche en proche, tout élément a € H de longueur

est un systeme progressif de générateurs de H .

A , en un produit d'éléments indécomposables de longueur < ) , de sorte
aue HO) € [5;()], aron m=[8] ot [JN) [H()].

52. Si X est progressif, x ¢ X tel que x& [X-x], et A(x) = A,
la condition nécessaire et suffisante pour que X - x goit progregsif est

x € [X(h) - x].

Si la.condition est remplie, on a [X-x]J(7) € [XJN) < [X(A) ] < [X())~=x]
=L (Xx)(A)] et réciproquement, si X - x est progressif,
(XM xIMN TSI T < LE-xN T =[E=x)(\)] = [X(/\) - x].

Nous dirons maintenant que X est un ensemble de_Nielsen fort si
XNX 120, et si .
(N) . Quel que soit le produit irréductible ﬂai avec a; € X L‘X~1 ,

AMag) > M)

Considérons les pronositions :

(A). X est un ensemble de Mielsen fort engendrant H .
(B). X est une base libre progressive de H .
(C). X est un systéme progressif minimal de générateurs de H .

5-3. 0On a les équivalences (4) == (B) &= (C) .

(A) —5 (B) . On a en effet (N) __y (W) , de sorte qu'un ensemble de

Nielsen fort est un ensemble de Nielsen, donc d'aprés 4-1, un systéme libre.
D'autre part si X satisfait & (4) et si a €[X], NMa) = ) et a ='Kai
est une représentation irréductible de a , on a d’apres ) , A(ai) <A
done, a €[X(N) ], et en définitive (P) .

(B8) 5 (C) est évidente

(C) — (B) . Supposons que X satisfait & (C) . Soit x € X et posons
A(x) = A(x~1) = A.si xlex , xte [(x(?2) - x-lj , donc d'aprés 5-2 ,

X -x1 et progressif, ce qui contredit (D) ; on conclut X nxtzo.

Si maintenant X n'est pas libre, on obtient comme dans 4-3 s a partir
d'une relation irréductible P = 1 avec a; €X ux et d'un certain

x €X , avec a; = x¢ et AMx) = A = {(p) s une égalité de la forme
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3 £ 4 £ -
1 m m+1 m+n . -+
b1 bm X bm+1 '“bm+n =S 3 éi,E__l

avee x#b, €X, Mb) < A, ME) = M ¢ M . On déduit b, € X(A) - x

et dtaprés (P), S €[X(A\")] <[x(}) - x], de sorte que
x € [X()) - x].

Mais alors, d'aprés 5-2 , ¥ - x ost progressif et [X - x]=[X]=H,
ce qui contredit (C) .

(B) -— (A) . Soit X une base libre progressive de H et Tfai avec
a; € XU x ! , irréductible. D'apreés (P) , si 1l'on pose A(Tfai) = A,
TY(ai) € [X(A)], clest-a-dire

_ ~r -1 : °
ﬂai = ﬂbJ 5 bj 6 4L UX 9 )\(bj) é ) b

- d'aprds 3-1 on peut supposer Il b, irréductible, et puisque ¥ est libre,

d'aprés 3-2, a; = b, . On en déduit A(ai) < A, c'est-a-dire (N) .

Notons (ﬁ) ; 1'ensemble des X gsatisfaisant & 1'une des propositions

(a4) , (B) , (C) .

54 ma Xedl X gH

Soit X € 40 , x€X, Mx) = A et supposons x & Hy , done
x € H(A-1) ; puisque X est progressif et [X]=H , x € [X(A-1)]
C [%()) - x], de sorte que X - x est progressif ét [X - x]=H , ce qui
contredit (C) .

5-5. On a XQszﬁM: %

26 C .. . Considérons (A,) ; c'est évidemment un systéme libre
L \ 1 ~ k

tel que HL(nk_l) < HL()k) < H(Ak) . Mais de plus H(/\k) < [HL(/\k)] et par

consdquent HL('\k)' satisfait & (b) . Soit en effet x éH(%k) , X & HL(Ak)
et notons HL(X) s l'ensemble des éléments L-indécomposables précédent x ;
x éH(Ak) entraine A(x) & '\k , donc d'aprés (6) , HL(x) < HL(/\k) ; d'autre
part x & HL(Ak) entraine x € [L(x)] = [HL(X)] et par conséquent

x € [HL(}‘k)] . Par ailleurs HL(X ) satisfait évidemment & (a) ot

H =U HLo‘k) s ¢'est-a-dire qu'on a également (c) ; on conclut H € CfGM .

&M‘ < (K» . Hh est une base libre progressive, car de [H.M] =H,
Hy, = Hy(h,) et (7) , on aéduit [, J0) < [, ()7
TA{, - %L . Soit X wune base libre progressive de H , L un bon
ordre de H , satisfaisant & (6) et & :
(8) Afa) =A(b) , 2€X ,bfXLesach
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et considérons Ho. St x¢ X et A(x) = A, H=[X] entrafne

x € [X](A) , donc d'aprés (P) , x € [X(A)] ; d'autre part y & X(A) entrai-
ne dtaprés (6) et (8) , y <x, de sorte que X()) ¢ L(x) . On déduit

x € [L(x)], clest-a-dire x ¢ H ot en définitive H < X . Mais puisque

X et HL

6. Bases libres de Schreicr. H étant un sous-groupe de G = [[A]] . considé-

sont des bases libres de H , on a nécessairement X = HL € SQL

rons l'ensemble de classes & gauche mod. H , ct dans chaque classe Hx ,
X € G, 1l'ensemble H'x des éléments de longucur minimum. Notons B 9
1'ensemble des produits de la forme ga“/”l , 00 ae&h uA-l , tandis que
é 1) gont les représentations irréductibles de certains elements de
U H'x (avec la convention de ne pas les écrire dans ga? si ces éléments
sont égaux & 1) , satisfaisant en outre aux deux conditions :

(9). ‘§a

(10). Sa'r) est irréductible.

6-1. Si gav €H', a est centre de raw) .

(9) entraine %‘ e H’U"—'l ;) € H'%"‘ de sorte que /](5) < ANya~ )
£ Al 1, A £ A6a) £ MS) 1, olest-a-dire | A(E) - ,\(«7)| <1,

ce qui avec (10) , permet de conclure que a est centre de %a“? .

Soit maintenant P = 1 une relation avec ai‘é H et supposons que

: . _ _ _ -1 t 3 ,
pour un certain a, avec /\(ai) = 0(p) = X » 0y = ga"v) e H . P, étant
une idenfcité , soit P la segmentation concordante et uniteire qu'admet PA R

et considérons le segment SF(a) = S(a O“kh) , par exemple.

6-2. Ona Ma) = &, M(E) ,\~h,/\(v})=h-r.
Puisque S(a ‘lkh 1, a2, =13 ona comme dans 3-4

. ) ~ ) ) | 1
(11) ?o ak;h"‘l- oo akyh(a:l{) = S(ui Lak) S H 9 f) k h" co0 akl

= S(ai+l ak—-l‘) cH
donc, en tenant compte de %, M €U H'x
ME S M) -, A zn-1.
En additionnant ces deux relations, ona A= )\(a ) = A(%) + )(“)) +1< A a )
done A(ak) = , tandis que /\(%) { A-h ou ,\(17) <h~1, entratne
N ¢ A (ak) contrairement aux hypothéses.
6-3, Ona H' = H. .
. -1 . -xI . -1
Soit Eay € H ; sl éa)’/* & Hy on a une relation de la forme
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%m) =P avec )\( ) <A(§m) ) , pour tout i , cc qui contredit 6-2.

Réciproquement, si o« € HI , notons o = §a17 ot o est un centre
de o % le produit. des1, éléments précédant a dans la représentation
irréductible de o« et Wf le produit des éléments lui succédant., On o
g € H'E : ) € H'm ; si, en offet, é H'E par exemplo, :Ll ex_lste yA
avec Z g H et N2Z)< A(E) ; de sorte que gaY) . Z a?
MEZIEME) + 222N XEay) o Mzay >
Am)+A@p4.y<A@)+Am)+1 M?W ) , ce qui contredit o ¢ H .

Bn définitive X € K , car ?av/\ satisfait évidemment & (9) et (10) .

Soit C un ensemble de choix de {H' } et notons x 1la représenta-
tion irréductible de 1'élément de H'x appartenant & C . Notons HC , 1l'en-
gsemble des produits de la forme X a y_ avee a € A v A—l et x,y€G
(en prenant, @&s . plus,la précaution d'écrire o S'r—l au liewde 1ay
dens le cas ou x € H , autrement dit ;c = l), satisfaisant en outre & @

(9') xa 37—1 € H (ce qui équivaut & y = x a)
(10') x a 37-1 est irréductible.

6-4. On a = [HCJ,
Soit « =TT a, , a; €4 ua? , la rcprésentation irréductible de

o ‘] 1 — - 1
X &€ H; sil'on note X, =a ,az.,.ai,xo..l,ona

1
n _ -1
(12) X = Tx ;o §§:I“5i
Comme on 1l'a remarqué a (9'), ;cl 1% K51 % len , et d'autre part
- THta £ s g 1
X € H 8y 85 eee By 4 5 X5y a.€ H a8 g eee 849
de sorte que /\(5&. ) <i-1, /\(X a, )4 n-i et par conséquent
A(i. a, -E"I—E ) £n .
Si done X. 11 8 X5oq @ T est réductible, on a nécessairement
(13) )\(xi__l a; X, | 8 ) <n

soit TT b. , M <n, sa représentation irréductible et notons

yj=b1b2°“ b. ,yo—l.

On a en appllquant (12) a be
_ ‘ = .~1
%14 Gy = W b T b5

. . - _1 ’
et dlapres (13) si Vi1 bj Y51 Bj est réductible

My, . b FTBLC
(ygel J‘YJ_l J)<m <n .
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En répétant ce procédé un nombre fini de fois, on vertu de (13), on
obtient

a’e'[{iafr—l%] 1

-1 - = . e .
ol y=xa,x€G,achuhl” otohdeplus xay  sont irréductibles

“dtapres (9') et (10'), o<é[’HC].

6~5. I1 n'existe pas de rclation irréductible P=1 s Avec o &€H gt

w(P) 23 , telle quc pour tout o, avee X(ai) = ), a; € Hy .

Considérons l'identité P, =1 et soit p lo segmentation concordante
et unitaire qu'admet P, . Soit a, avee A(ai) = £(P) = A ; sa représen-
tation irréductible cst de la forme a; = X a §—1<E H, ; posons SP(a)
= S(a akh)’ par exemple. D'aprés 6-2, A(ak) = A, ot par conséquent
& = iO ag 76 € HC ; d'aprés 6-1 , a et a, sont eentres de e et ay

respectivement.,

Si a est centre & gauche, d'aprés 6-2 , 2n est centre a droite de

8y de sorte que a, coincide awec 8y s O bien s'il ne coincide pas
avec celui-ci, il coincide avec & yp On a dans ce dernier cas
,h-

- ~1 -1 1
xo-am_“.%%bz,yo._%h.“amk_a amhﬂ'”éiA et d'autre

part, dlapres (11)

Yy €H oy, ... Y b1 T Ho 2y e S pe2 %0 T Hx, 25 =Hy,
done y =y, . Mais alors
- -1 —- -1
X8y =Xaa g ... 8y

ce qui contredit (10') .

Si a est centre & droite on voit de fagon symétrique que si &, ne

coincide pas avec g 0 Xg T Bk cce Iy T Bgq e ak,h—l a

-1 : .
Fo = 8 peo vc+ 8, » de sorte que, d'aprés (11)

- -1 -1 _ = =1 _ -
x €H Bn cer ak,h+1 =H Yo 8 = H )
- _ : . . - 1 -1 -1
done x = X, , et contrairement & (10') , X a § = = apy .. 4 po1 & OF

En conclusion 2, coincide avec akh . Mais alors
X € Hakx vos ak,h+l = H Yo

€ Hak1 cee ak,h—l:: H X,

de sorte que x = io s T ='ib et par conséquent contrairement aux
hypothéses, d'aprés (11)

<1

°

9
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- =1 - ) =7 -1 _q
(a a ) =xy,=1 , S(&i+1 & ) =v% =1.

Notons ‘H i , un ensemble le-représentants des classes relat:l.ves a
1*$équivalence --~, , dans H, . Il est évident que IHC( N (H [~ ’
et puisque (X a 5"]‘)‘"1 =ya-l 7t , IHC! U | HC\ -1 = Hy « Si1'on tient
compte de 6-4 et (LX) , 6-5 ecntraine en particulier :

6-6. 0na H=[[ ]HCH]
Notons 3@0 l'crscr.ble des | HC( .

JG 0‘%/ satl £2it en offet A la propriété (ﬁ) 801t 'T A
avce , 1rr~°duct1ble et pogors e, = , € H. XﬁTﬂ '\(a )

ect tri%le.lc pour n=1 ; -supposons donc n > s'2, La relation P = &~ *T ag
est évidemment irréductible et w(P) =n + 123 ; d'aprés 6-5, si

M) <4 {a } , elle est impossible. On a donc nécessairement,

)('ﬂa ) = Ma)> ¥ f { et en définitive (N) . Mais alors | HC\ est
un ensemble de Nielsen fort, donc ’ H, | € %

K'%C . Soit X une base libre progressive et « € X , Si a est
un cgntre de % , on peut comme dans 6-3, puisque d'aprés 5-4 , X € HI R
mettre 2 sous la forme X = g’a?) s avec g w) €U H'x . Considérons
l'ensemble H des éléments g > 7) € U H'x , obtenus pour chaque
o« € X ux” -1 et chaque centre a de & ; on vérifie que réciproquement
tout élément éa'?—l avec a 16A ua ™l et %, ) € H , satisfaisant & {9)
et (10) , appartient & X UX ~ . Soit enfin C , un ensemble de choix de
{H'x} , dont les éléments ont des représentationsirréductibles x
satisfaisant a :

(14) HAHXx A0 — x €H AH'x .

Si maintenant 15& ay € Hy et Mzxay)= A, ona, puisque X est
progressif, x a § € [X(A\)], de sorte qu'on peut écrire une relation
irréductible P = 1 avec aij X ux ™l et A(ai) < AN, sauf pour un
certain a, avec a;, =X a ¥ . 8i 1'on considére 1l'identité Py =1 et
la segmentation concordante et unitaire p de PA , S,(a) = s(a akh) est
d'aprés 6-2, telle que /\(a )= A et a,p ©st un centre de a, ; posons

= gakh'y)"l avec é T)é H . D'aprés (13) , x €Hny , y 6H% , done
HnH'x£0, BAHYy #0 et par conséquent, dlopres (14) . X , ¥ €H et
en définitive X a7y &X uxt,

On & donc H, € X UX . Mais alors on peut choisir tel que

I Byl € X et puisque [H,| et X sont des bases llbres, x.-. IHCI .
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7. Iransformations simples. Soit V = 4v1 s Vo 5 eee s Vm} unc m=puite de
variables v €G= [[A]] et considérons la m-suite ¢ V= {(fvl , (f’v2 ,
e s Y vm} définie par

s 3£
(15) <F J 3 J JO

Pvip = §( ) . vg-o . Ez(vj) R £ =

I+

1
ot Sl(vj) et SZ(Vj) sont dou.x suites d'éléments de (V - V5 )U(V - v; )

A chaque m-suite X = {Xl s Xy g eee s X } avec Xj € G , on peut faire
correspondre la m-suite k()X s qul s'obtient de <'?V en rcmplagant Vj
par Xj s pour tout Jj . La correspondance X — (€X , détermine -une
application ¢ de 1l'ensemble Qf,m des m-suites X avec Xj € G , dans
lui-méne.

De (15) on déduit . ¢

. — -"1 . -?1— — = . 6 =

(16) Vig = [S (v.).Qf)vJO, 5, (v.)] =R (v.).((evJO) . R, (v.)

oh R (v ) et fL(v ) sont deux suitcs d'élérents de (V - VJO) U(V-—VJO) -1

Gonsuierons l'appllcatlon ¢ -1 s définie par le changement de variable
-1 . \
f (‘0 vj = v. $ : i#ijo
Ly
Y Vo

On a pour tout X GX,m

(15')

rt(v)v ??(v)

oe

(17) YFI X=X s
car d'aprés (15), (15') et (16), si j # i , “f—l‘f”‘j = Px; =Xy, et

Lf’—lg{)xjo = ﬁl(kij).((?xjo)a,iz(\_ij) = ﬁl(xj).((?x'jo)i° §2(Xj)
=[5, <x)<px30 2<x>35_[s (k) B, 005508, 05) B () T x5

On en déduit que <f“1 et ¥ sont des transformations (biunivoques)
inverses de Xm (sur lui-méme). Une transformation de <& n définie par un

changement de variables (15) sera appelée transformation simple. D'aprés

(15') et (17) , L'inverse d'une transformation simple cst une transformation
simple.

7-1. 81 « est une trensformation simple et X e?f, , [X] = [C(X]
D'aprds (15) , [x] <[X] ot [X - XJo] =[x ~ @ xj ] c[9x] et
d'autre part, d'aprés (16)
Xjy = Rl(xj).((f}cjo). RZ(XJ) élx - X0 (,PXjO] = [LF XJ.




23-09

72, 81 ¢ est simple et X € QGm est un systéme libre, %>X est

également un systeme libre.

8i X est un systéme libre, ¢ XJO est d'apres (13), -simple .

X350
Soit P = 1 une relation irréductible avec &y T)X (J(LYX) i . Posons

£4 -1
a;, = (%7Xj(i)) 1 (q>x3( )) 1 étant un prodult d'éléments de X UX =,

! la relation

(
P . LVXJ(:L))
est une identité ; soit P la segmentation concordante et unitaire qu'admet
PX .
Puisque LFX - (()XJO K—xao ost u.m pyster.e libre, il cxiste aiEP. avec.
(i) = jo , de sorte que a; = (%)XJO = [S (x ). X o S (x )] &

- £€4 ,
¥, % 30 y2 s OU Yy et Y sont des sultcs d'éléments de

H

(x - on) V(X - xjo) -1 . Considérons S (x ) : puisqu'il est unitaire ,
-€¢4

&k Jo ,

du produit a, = (%7Xj(k))‘- , par exemple, on a nécessairement j(k) = o -

son autre extrémité est égale & x. » de sortc que si elle est un élément

Ceei entraine d'abord que les relations dc la forme t(xjo. q9x. =1

avee j # jo s sont impossibles et par conséquent, (eX /\((PX)“ =0 . De

. ek - ot -
plus, ((xj,) * étant xj —81mpl§, S?Qa _ﬂ%&k - , d'oh & =- &,
de sorte que a, = (? X350 =Y, X, Vg et

SP( Etl) = S(x JO Skfil ) . Sil'on tient compte de SF(thl> =1, ona
finalement

S(a; a) =¥, SF(le)y1 Y4 izl =1,

—-£t, ﬁéi -

S(ag,g &) = yz 0 T Xjo Vo

"
—

5

done w(P) <3 ; d'aprés (Lx) » @X est un systéme libre.

Si le groupe G admet un systéme fini de génératcurs, considérons les
ensembles finis 4 d'éléments de G , avec [A]= G ; parmi les A , il en
existe qui contiennent un nombre d'éléments mininum. On appelle ce nombre,

rang r (G) de G, et on dit que G est de rang fini.

H étent un sous-groupe de rang fini de G , notons Zf%(H) , m >r(H) ,
le sous—ensemble de }@1 formé par les m-suites X , avec [X]=H,. 8i
est une transformation simple de ’ij s, la trace de q: dans 96 (H) est

d'aprés 7-1, une transformation de P é (H) s que nous appelons transfoggatlon

VAT
1/ X 1

est 1l'ensemble des inverscs des éléments de la suite X , ot dans
X vux-! s X est l'ensemble des éléments de G , qui figurent dans X .
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[0
simple de E(h(H) . Considérops 1'ensemble ﬁﬁm(H) des produits finis de
transformations simples de X;m(H) s c'est d'aprés la remarque faite sur
Q'“l , un sous-—groupe du groupc des transformations de Qﬁh(H) , Que nous

appelons groupe de Nielsen d'ordrc m attaché &4 H . D'aprés 7-2 :

7-2'. La propriété : X est une base libre de H , est un invariant de

N (H) .
m ———
Notons maintenant M(X) = 2> A(xj) . Notons également |X| , un ensemble

de roprésentants (moins 1, éventucllement), des classes relatives & 1'équiva-
lence X;r0%, , dens X . Ona (x! f‘;Xlwl =0 ot |X| k/iX|"1= X ux? ,

de sorte que : si un ensemble do représentants |X| ost un systdme libre,

il on est de méme pour tout autre ensemble de représcntants

7-3. 81 X Efgch(H) et {X { n'est pas libre il oxiste une transforma-
tion simple (¢ de ?f)m(H) , avee /\(cfx) <A@X) .
Soit P =1 une rolation irréductible avee o, |x|ulx|™ =x ux
et W(P) >3 . D'aprés 3-4 , il oxiste, pour un certain a; , un segment 8
. - N
de P, a, -simple, avec A(S) < X(ai) . Posons a, = xj5 ,

- - = & - AY . .
S = Sl(xj)°XjO°S2(Xj) » Ol puisque 8 est xj,-simple, Sl(xj) et Sz(xj)

1

sont nécessairement des suites d'éléments de (X"on) L/(X—xjo)"l . La
transformation simple - ¢ définic par

(_f) Vj = vj 5 J ;é JO

, -3 ¢

ﬁ?vjo = Sl(vj)’v30°82(vj)
est telle que pour j # Jg s 9%, =%, , et @ x5, = S, de sorte que
A(ﬂpXﬁo) = A(8) < A(ai) = A(on) R ot par congéquent

Mg %) =Z/\(£ij) = Ax) + oo+ Alpxgp) + e+ AR 2 Ax;) = A(%)
7-4. Quel gue soit X é‘gﬁm(H) , 11 oxiste NG 6<}Zm(H) , telle gue

|¢X| soit une base libre dc H .

Considérons les suitcs X, fﬁaﬁh(H) , définics par

o=@ X 5 %=X

o, si \Xk—l l n'est pas un systemc libre, ka est la transformation simple
avee M @, X_ ) < M ) , dont l'existence est assurée par 7-3. On a
k 1 -1

Mx) > MED > e SAE) S L

de sorte que pour un certain k , !Xk) cst un systéme libre, et

A Y Y TR A RC
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On déduit de 7-3 , sans utiliser l'axiomc du choix, que tout sous-
groupe de rang fini d'un groupe libre est un groupe libre. En fait 7-4

déerit un procédé fini pour obtenir une base librc dc H (de rang fini)

& partir de toute suitc finie dec génératcurs de H .
8. Transitivité du groupe de Hiclsen. Soit G = [[A]] ot P une site irré-
ductiblec avec a, € G ct w(P) =2

8-1, 8i P = ™, avee € A L)A—l » pour tout a, avee \(a ) = U(P) R
il existe un scgment S de P, al-81mplc, avee M(8) < k(a ) .
‘ Con31derons la rclation ® P =1, Puisquc P # 1 ost irréductible,
‘un segment S de -1 P s avec sS=1 s est necess“lroment de la forme
S = SGX—l ai) , de si?fe que S(a1 'i—l) =1, S(a 01 2
dit w(P)>2 . K" P=1 est par conséquent une relation irréductible.

a ) =1; ceci contro-

D'autre part si, pour tout i , &y €a AT s la condition que P soit
irréductible entraine w(P) = 1 . On déduit A(P) >

Soit a, = ]}‘aij la représentation irréductible de a, ot considérons
1'identité

-] = -1
- T = .
x TP, = 71‘;"&13 1
-1

)

. a2 *
Considerons comme dans 3-4, l'ensemble P des couvertures centrales

soit P sa segmentation concordante de unitaire qu'admet {W

des éléments a € {cx—l R Pq‘} s avee a~a; , ot soit CF(ax) un segment
minimal de F* .
Si CP(ay2 = S(ai,j+1 akh) , on pcut prcn@re S parmi les quatre geg-
ments de P
Sag,p 8 q) 5 8oy oy 1) 5 8oy y o), S(ay a)) .
I1 restec donc & étudier le cas CF(aM) = S(‘Xf"1 akh) . Considérons le
segment S(a ) de P ; d'aprés la remerque a) , de 3-4, il est ai—sim—

-—

ple. D'autro part9 puisque S(N kh) =1, « akh =1, ona
-1
A[S(alak 1)] NEEIC akh) akh cos uklj N(aT 9 h 1 e akl)

=h -1 < M) £x(ay)
On peut donc prendre dans ce cas S = S(a ak—l) .

&-1. cst une extonsion de 3-4 , des relations de la forme P = 1 s - aux

relations de la forme P = s X €A L/Aﬂl 3 3-4 n'cst cependant pas un cas

particulier de &-1.
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Supposons maintcnant quc A est fini, c'est-a-dirc que G cst de

rang fini,
. 4 X -1 . -1 .
82, 81 X € )l) ct A VA g ¥ UX T, 1l _existe une transforma-
tion simplc ¢ g__ Y; (G) , avee /\(tfz() < N{Z) .

On déduit -2 dec 8-1 , comme 7-3 de 3-4. Supposons cn cffct que

ok €A UL ot o XU, Puisque [X]=G , il oxiste d'aprés 3-1,

une suite P irréductible avec a; € X uX—l , tclle que P= . D'aprés

-1 , on peut trouver, dans ce ca.s, un élément % € P ct un segrent S . de
€4

P, a,-simple, avee A(S) < ,\(a ) . Si 1'on pose a, = XJO .

S = Sl(xj).xjo.sz(xj) , ol S, (x.)‘ ct S, (x.) sont nécessaircment des

suites d'éléments de” (X - KJO) U (X - x5 ) 1 , la transformation simple % s
définie par
(,FVJ. = Vj H ] = ']O
~a £ =
Pvig = Sl(vj)’vjo"sz(vj)
est telle que I\(Lf X)< MNX) .

8-3. Quel gue so:L'b X & L (G) , il existo y 6%((}) telle gue
AuAlcl{/"u(\yx) .

On déduit 8-3 de 8-—2, conme 7-4 de 7-3., Notons = e(4),le nombre des
éléments du sous—ensemble fini A de G . '

Corollaire. Quclle que soit la base libre A du groupe libre de rang
fini G, c(4) = r(G) .

Si en effet X € % )(G) ; i1 cxiste d'aptes &-3, \VX € ?6 (G)(G)
avec A UA -1
o(4) <w(YPx)

Si A=

n

\})‘\ ) x[, A) -1 ; de sorte que puisque A ~ A =0,
r(G) .

(Xl s (X2 $ eoo O(C(A)} 9 nO‘bonS

A= {«1,.0. oty Lo Ly e ,1} 5 c(a) = r(c) £
\___,._.,—-—"——\

n

1

—~N

8-4. 81 X €W () esttelloque aUA ™ cx uxl, 11 oxiste

Y €30,(6) , avee \pX—A .

I1 est clair que le rcmplacement de Xjo par XJ€O est une transforma-

tion simple, tandis qu'une transposition de X , s'obtient par une succession
de trois transformations simples, de sorte qu'une permutation de X s stob-
tient par une transformation dec T& (G). On en conclut qu'il existe

‘*)' e 50 (G) telle que



Y'X :{0(1 9 o000 g NC(A) ,BTC(A)"F]_ 9 oo ’yk’ eoe ,ym}
oy, € XEG; puisque G = T[A]], soit Y = f(°<i) , la représentation
irréductible de Ty o La transformation simple ¢ définie par

S“‘? Vj = Vj H ‘3_ £k
1

f (Vi)°vk

1

est telle que
Leqjtx :S\o(-l 9 ese ’dc(h) 5 yC(A)-’-l 9 ocoe g yk—l H 1 9 yk+]i H e..yym}

de sorte que finalement il coxiste \y* c—'ﬁ;m(G) , avec

* R
A 'X:A_

et alors V= \}/x\{/' € Z)p(G) est 1z transformation annoncée dans 8-4.

8-5. %H(G) cst_un groupe transitif de transformations_de Xim(G) .
Soit X, Ye X, (G) ; d'aprds 5-3 ot 8-4, il oxiste G,y ¢ JT, (0)

avee
\Vxszm ’ k}-’yY:Am

- g -1 -1
de sorte que \{/yl GIZm(G) est telle que \\/y Am =Y et y= \Py \Pxéfzm((})

telle que
1

e kau;ltf/XX: \{z; A=Y,

Corollaire. Tout sous-ensemble X dc_générateurg d'un groupe libre G

de rang fini avec c(X) = r(G) , est unc bagse libre de G . _
Si G=[[A]], d'aprés le corollaire de 8-3 , c(A) = r(G) . D'autre part
si [X]=G et o(X) = r(G) = c(4) , il existe d'aprds -5 , V¢ J’CC(A)(G)

avee A =X et par conséquent, d'aprés 7-2' s X cst un systéme libre.

En fait 8-5 , donne lc moyen de construire & partir d'unc base libre
A= g\dl 5 eee g dr(G)} » toute autre suite de générateurs de G ; il n'est
en effet quc de considérer toutes lecs suites

{dl,...,o(r(G),l,l,..,,l} 3 r(G) ¢m

et d'effectuer sur chacune les trz‘msfofmations de jzm(G) . Comme d'autre
part, d'aprés 7-4, on peut obtenir une base libre de G & partir de toute
suite X de géératcurs de G , par des transformations de j@w(x)(G) , on
peut conclure : ‘

On peut construire & partir d'une suite de générateurs d'un groupe libre

de rang fini, toute autre suite de générateurs, & 1'aide de transformations

de U Tém(G) .

n 2r(G)




