J. PETRESCO
Sur les groupes libres. I - Identité ; théoreme de Nielsen-Schreier

Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres, tome 8 (1954-1955), exp. n°21,
p-1-12

<http://www.numdam.org/item?id=SD_1954-1955__8_ A10_0>

© Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1954-1955, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SD_1954-1955__8__A10_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

21-01

Faculté des Sciences de Paris

P e 2, e
o < °

Séminaire P, DUBREIL
(ALGEBRE et TREORIE DES NOMBRES)
Année 1954/55

— 02
o "a °

Exposé n® 21

SUR LES GROUPES LIBRES.
T- IDENTITE ; THEOREME DE NIELSEN-SCHREIER
(Exposé de J. PERTRESCO, le 18 avril 1955).
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Une bonne partie des considérations qu'on fait en théorie des groupes
libres sont rassemblées autour de l'énoncé trés simple : " tout sous-groupe

d'un groupe libre est un groupe libre ", appelé théoréme de Nielsen-Schreier.

La démonstration de ce théoréme est moins simple ; il s'agit en effet d'indi-
quer un procédé de construction pour les bases libres de chaque sous-groupe
H , d'un groupe libre G . On connalt deux méthodes de construction :

1) L'une, opérant diréctement dans H , a ¢&té d'abord utilisée par Nielsen
dans le cas des groupes engendrés par un nombre fini d'éléments ; cette cons-
truction a été aduptée au cas général, & 1'aide du théoréme du bon ordre, par
F. Levi (Math. Zeitschr. 32, 1930). Plus récemment, 1'ensemble des bases
libres de H , obtenues par cette méthode,est amené & un degré de généralité,
probablement dcrniére, par H.Federer et B.Jousson (Trans. Amer. Math. Soc. 68,
1950).

2) Une deuxiéme méthode, qui opére & partir de représéntants convenablement
choisis des classes, par exemple 2 gauche;, de G mod. H , et qui utilise
l'axiome du choix, a ¢té déerite par Schreier (Abh. math. Sem. Hamburg, 5,
1927) et améliorée par W.Hurewicz (Abh. Hamburg, 8, 1930).

Nous nous occuperons des deux méthodes de construction, tout en générali-
sant celle de Schreier, ainsi que d'une troisiéme qui opére directemmt dans H
et utilise le théoréme de Zorn, et nous montrerons (dans la deuxidme partie de
cet exposé) qus, dans les trois cas, on obtient en fait les mdmes bases libres;
celles-ci peuvent d'ailleurs étre caractérisés par deux autres propriétés
remarquables (sans qu'on puisse cependant en déduire l'existence).

Nos démonstration s'appuiront principalement sur une définition forte de

la notion de groupe libre, qui consiste en une description compléte des
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relations intervenant entre les é1léments de la base : les identités. Il

s'agit en fait d'une solution du "probléme des mots" dans le cas des groupes
libres, différente de celle triviale bien connue, en ceci qu'elle n'est pas

récurrente ; elle est ainsi immédictement utilisable dans les -calculs.

1. Segmentations.Soit P = {al > 35 5 ees s an} une suite finie ; nous
dirons que P est une n-suite et noterons w(P) =n . S8 1<1i<j<n,
la sous-suite S(ai s &j) = i%} s 1<k <j , sera dite segment de P ,

d'extrémité 3 gauche a, et dlextrémité & droite 2y 3 si Q[S(ai aj)]

1]

m,

nous dirons que S(ai aj) est un m-segment de P . Le 1-segment S(ai ai)

se réduit & sa seule extrémité a; ; on considdre égalemnt le segment vide O .

Nous appelons gegmentation de P un ensemble p de segment de P , tel
que ¢
(1). Tout é1ément de P est extrémité d'un segment appartenant 2 P &t

{o TR

'un seul. Notons P(a.l) ; le segment d'extrémité a; , unigue, appartenant

P .

Deux segments S1 et 82 de P , sont dits concordants si :

[

et P est une segmentation concordante, si deux de ses segments sont toujours

concordants.

1-1. Pour gu'une segmentation P de P , soit concordante, il faut et. il
suffit que pour chague S €p
(2") a.ﬁS_..g JOal)CS
S

a; €8 entraine Smsf(a ) £0, 5

S(o(a ) €8,
Réciproquement si S 58 €p et (2') est valable, deux cas sont 2

& Sf,_(a.) , donec si (2) est valable

distinguer :
1) une extrémité de S, » appartient & S, ; dans ce cas, d'aprés (1) ,
Sl' = S (a ) et par conséquent, d'aprés (2') , 8y NS, = ‘ S,
2) 1es extrémités de Sl n'apparticnnent pas a 82 ; dans ce cas, on a
=0

évidemment, soit S, NS, =8, , soit S; NS

2 .
12, Si P est_concordante et S e ) l'ensemble o- des S'e e dont
une oxtrémité au moins apparticnt 2 s s ggggleg_uanﬂmuMgg ordante

de S.
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D'apreés 1-1 , S' € S, de sorte que & est une segmentation de S, et
puisquc o < P s clle est concordante.

1-3. si @ est concordants, S €p gt s* e p -9, l'ensemble o
des segments de P - S, de la forme s s ,_constitue une segmentation
concordante de P - S(}s '

D'aprés 11,S-S(a d)éf—ff entratne al,aJeP—S de

sorte que S* -5 €™ ostun segment de P - S de mémes extrémités que g™
D'aprés 1-2 , a; €P ~ 8 entrafne S = SP(ai) € p~ o, donc st-sgec™

En tenant compte de (1) , il apparait que o est bien une segmentation de
P-S. o estdautre part concordante, car de ST s S;j € p-o<p, on

déduit en appliquant (2)
S

(S -8) N(sy-8)=(s]Nsy) -8= 45
0

Nous dirons que les segmentations o et o do 12 et 1-3 sont les

PGl ¢

-8

N

segmentations induitesg par P dans S et P - S, respectivement.

Unc segmentation concordante P est un emsemble fini partiellement ordon-

né par (C , et par conséquent elle admet des segments minimaux.

1-4. Un segment minimal de P est soit un 1-segment, soit un ~2-segment.

Si S(ai aj.) est minimal dans e et w[S(ai aj)] >3, il existe
8y és(ai aj) y avee i<k <j . Mais alors, d'aprés (1) , SP(ak) £ S(ai aj)
et d'aprés 1-1 , S (ak) c S(ai aj) , de sorte que S’O(ak) C S(a:.L aj) , ce qui

est contradictoire.

Considérons maintenant les ensembles k} { } s, 1k <n,
de sous-suites de P , construites par récurrence comme suit

(ar) P1= P v

(b') 5] est un segment de P, avec W(3]) = 1,2

(@) By =Py g =S, | |

(b) S est un segment de P avec L(S]) =1,2 ,

et d'autre part, soit :
(c) p = {Sk)s » l'ensemble des segments S, de P de mémes extrémités
que Sf{ . ' ) _
1-5, p est unc segmentation concordente de P , et réciproguement, pour
chaque se;zmentatlon concordante P de P, on peut construire deux ensembles
{Pk} { de sous-suites de P , satisfaisant & (a) , (b) , (e) .
On a Pl_) P2 DN )»Pk D «.s. 5 de sorte que si a; € P, il existe k

(1)s*~ S est la sous-suite (de P) des éléments de s™ qui n'appartiennent
pas & S ; cette définition subsiste quand S S~ .
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avec a; € Py ot oy & P, ; meis puisque d'aprds (a) , Pro1 = Pk - St

ona a; €8 , donc dtapres (c) , a; est extrémité de S, . Par aillours,
si o, ost extrémité de S, et Sy, 3 1o fois, et si par exemple k <h,

on a d'aprés (b) et (c) , d'une part a; & P S =P d'autre part

a; € Sp <P donc, puisque k+l1<h , a, &€ Pk+1 , ce qui est comtradictoire.

3
D'aprés (1})1 , P st bien une scgnentation de P . Enfin si k< h,
S, = S(aio ajo) sy S = S(ai aj) ¢t si (2) n'est pas valable pour S, et
Sh , une extrémité de Sh , solt a5 s est telle que iy < i< jo 3 mais
a; € sl'mg Ph - Pk , c'est-a-dire qu'on a pour le segment S}'( de Pk ,
Q)(Si)_; 3 , contrairement & (v) .

Si maintenant on suppose la réciproque valable pour toute n'-suite avec

n'« n, soit P une n-suite admettant une secgmentation concordante p . Si
S est un segrent minimal de o , ona d'aprés 1-4 , (8) =1,2 , et P -8
est une n'-suite aveec n' ¢ n . D'autre part, dtaprés 1-3 , la segmentation
D__x induite par P dans P - S est concordantc. D'aprés l'hypothése, on
peut donc construiré les cnsembles {Pl s cen 3 P{,} et i s see S'_e}
de sous-suites de P - S satisfaisant, avec «— , & (a) , (b) , (c) . Les
ensembles de sous-suites {P’ s P1 s cee 3 Pp& et fS ’ Si g see S’JZ\s

ainsi que la segmentation ¢ sont alors dans le méme cas, relativement & P .
F 9 )

2. Identités. Supposons maintcnant que les éléments a; de P soient pris
dans un groupe G et notons P = Q85 oo O le produit des éléments de P ,
dens l'ordre de P 3 si R est une sous-suite de P , notons également R ,
le produit de ses éléments dans l'ordre dé P ; notons enfin S' , la sous-
suite des extrémités du segment S de P . Le segrent S sera dit unitaire

si -
(3) St=1,

et P sera une segmentation unitaire si ses segmeuts sont unitaires.

2-1, Si P admet une segmentation concordante et unitaire, P =1.

S8i 2-1 est vraie pour toute n'-suite avec n' ¢ n, soit S un seg-
ment minimal de la segmentation: concordante et unitaire P de 1la n-suite P .
D'aprés 1-4 , w(8) = 1,2 , de sorte que chaque élément de S étant extrémi~
té, S=8'=1. D'autre part; P - 3, qul est une n'-suite avec n' < n ,
admet d'aprées 1-3 , unc segmatation concordante o' induite par o dont
les segx:ents ont mémes oxtrémités que certains segments de e 3 il sten suit
que o- est également unitaire, donc d'aprés 1'hypothésc P-S=1.

Si 1'on pose S = S(ai aj) , on a par conséquent
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1 ‘2 [P ‘n = &1

=P-S5S=1.

Par ailleurs 2-1 est triviale pour n =1 .

PR ai""l S a. ec e an = 3-1 ce s a-j_l aj"‘l e a-n -

2-2. Pour qu'une segmentation concordante P de P goit unitaire, il

faut et il suffit que pour chagque S¢ F
(31)  s=1
Si P est concordantec et unitaire et S & e 1o segmentation o-

induite par p dans S est, d'aprés 1-2 , concordante, et puisque o &.f N

également unitaire ; d'aprés 2-1 , on a par conséquent S = 1 .
Réciproquement, e étant concordante ¢t S = S(ai aj) ep , considérons

S (ai+1) ; dtaprés (1) et 1-1 , S€(3i+1) C S, dohe S?(ai+l) = S(ai+lail) R

£

avec 1i ¢ il'< j « Considérons alors la suite des segments S(dik+1 aik+1) P
définie par
S (a. ) =95(a, L.a. )
P 1k+1 1k+1 1
d'aprés (1) et 1-1 ona i <i;j<i, <. <i, < ... <], et puisqu'elle
est finie, i, = j-1 , pour un certain h . Si maintenant (3') est valable
pour tout segment appartenant & f: , g(aik+1 aik+1) =1,k=1,2, ...,hr1,
de sorte que \
1=8=a, Sz, , a, ) ... S(a. a,
i i+l 1, lhkl+1 -1
c'est-a-dire que F est unitaire.

— ._—l
)aj =084 ay = st o,
Nous dirons qutune relation P = A) 3 cee @ = 1, a, € G , est une

identité si P admet une segmentation concordante et unitaire.

2-3, Si P=1 est une identité, p lune segmentation concordante et

unitaire de P et Sep ,S5=1 et P-8=1 gont éealement des identités.

Les segmentations concordantes induites par F dans S et P - 3,

étant conteﬁgii_dans fs » sont de méme que P s unitaires, et d'aprés 2-1 ,
S=1 et P-8S=1

Considérons maintenant leé propositions suivantes ;

(). P =1 est unc identitd

(p). P
W(s) = 1,2 .

(K). P=1 est soit telle que w(P) = 1,2 , soit_telle éue P contien~

1 est telle gue P contienne un segment unitaire § s avec

ne un segment S#ZP , avec S =1 .
On a, en tcnant compte de 1-4 , (&) — (ﬁ) - (§ .
Soit A un sous-ensemblc de G , et notons () (&A) s (XA) ,
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obtenucs de (%) , (p) , (¥) , en affirmint qu'elles sont valables, pour
toute relation P = 1 , avee a; € A uat,

2-4. On a les équivalences (WA) = (PA) = (XA) .

() = (p) . st (§) est valable pour P=1 et w(P)>3, Lllcnsem-
ble des segments S # P, avee S=1 , n'est pas vide, donc il contient un

, avec & 1 ; en appliquant () 2 Sy=1, on déduit
=C

segment minimal S

O

w(sy) = 1,2 et B

(pl

0~ O
(ﬁk) - (XA) . Si P=1 , supposons qu'on ait construit, comme & 1-5 ,
les ensembles {Pl ) eee s Pk}

et {Si s see Si} de sous-suites de P ,
satisfaisant & (a) et (b) ¢t de plus que

B —_— __- _-l_ —C‘
(4) P =...=P =8 =..=8-=
] - - . 1 _ -
Prenons P, =P - S ; on 1, d'aprés (4) , Py =P -85 =1,et
par conséquent, en appliquant (A) & Pk+l = 1, on peut dgalement obtenir
un segment S ;, de P, ., avec (O(Si+1) =1,2 et 8 , =1, 0n déduit

que (4) est valable pour tout k . Mais alors p o= {Sk} , définie par

(c) , qui d'aprés 1-5 , est une segrentation concordante cst également telle

que S}'( =1, c'est-a-dire unitaire.

Notons [A] 1le sous-groupe engendré dans G , par le sous-ensemble A ,

c'est-3~dire 1l'ensemble des P = 8y 85 v 2, OVEC A, € AuA -1 . Si

anatoo , ot si gbA) ost valable, on dit que [A] est librememt engen-—

d¥é par A , ou encore que A est un systéme libre, et on derit [A] =[[A]].

G est un groupe libre, s'il contient un sous-ensemble A tel que G =[[A]],

et A est appelée une base libre de G .

L'intérét des équivalences 2-4 , réside dans le fait que, dans ces défi-
nitions, on peut remplacer (8) -, soit par (&) , logiquerent plus fort, soit
par (¥) , plus faible, de sorte que, dans les démonstrations, on est conduit
4 utiliser (%) pour les groupes libres figurant dans 1'hypothése et (J)
pour ceux figurant dans la conclusion. De plus (X) caractérise complétement
les relations survenant entre les générateurs d'un groupe libre - autrement
dit elle constitue une s@lution du "probléme des mots" dans ce cas particulier ;
cecl résulte de 2-1 et 2-4 . Il n'en est pas de méme pour (B) ; il existe
en effet des relations P=1 avec ai.é A UA—1 , ayant la propriété (ﬁ)
et qui ne soient pas welables dans [[A]] si x €A , X X x 1 =1 , par
exemple,

Retenons la définition @



21-07

(Lu) A ¢st un systéme libre, si A N4 - 0 gt si les seules rela-

tions P = 1 ; &¥ec 2. € A UAT -1 sont les identités.

\

3. Relations irréductibles. P = {al 3 Do g ees 5 B § avee a; € G sera dite
suite irréductible si S # 1 , pour chaque segment S C P ; on dira dans ces

mémes conditions que P est un produit irréductible et P =1 une relation

irréductible. En utilisant (§) , on déduit de 2-4 :
-1 2 0, et s'il n'existe pas de

(Lé) A est un systéme libre, si AN A
relation irréductible P = 1 s @Vee ay T AJA -1 et w(P) >3.

On utilisera dans ce qui suit, soit (L,) , soit (Lg) , suivant 1'oppor-

tunité.
3-1, Pour tout P , avec a; € G, il existe une sous-suite P de P,

irréductible, avec P = ?m

Si P n'est pas irréductible, il existe S;CP avec S =1, de
sorte que P =P - S1 . Si 1l'on note P2
généralement on construit par récurrence une chainc stricte de sous-suites de

P

=P -5 ,onadone P= P2 . Plus

P :)PéAJ cos _)Pm D ves 5 avec P = P2 . = Pm = ...

qui est finie, puisque P est fini, de sorte que pour un certain m , Pm

est nécessairement irrdéductible.

3-2. 81 G=[[4a]], tout t #a €G admet une représentation unique

comme produit irrdductible d'¢léments dc A &JA—l .

D'apreés 3—-1n il ex%ste une représentation irréductible de a . Si main-
i ‘ _1
tenant 1 #a = Tla, =JT by » avec a, , by €auvn et TTa , TU by s
irréductibles,
-1

P = " o m—j+1 a. =1

est une identité et par consequent P admet une segmentation P s concordante
et unitaire. 5i S e P, ona S =1 et puisque m a; A1, TT b. £ 1
sont irréductibles, L'extrémité & gauche de S est dans bm—3+1‘ ct
llextrémité & droite dans {ai§ ; enfin, en vertu de (1) et (2) , m

i
)

-1 . .
et S = S(b‘.1 ai) . Mais alors, puisque S est unitaire by =a; .

Si a =P est la représcntation irréductible de t £ a €G=[[4]], on
appellera longueur A(a) de a , le nombre (W (P) . On posera A(1) =0
a évidemment A(a) = )(a_l) .

Si A(a) = 2m+1 , 1'é1lément a ., de P sera dit centre de a
Aa) =2m, o sera le centre 3 gauche de o , et a

on

e

si

H
le centre 3 droite.

m+1
+ 1, entre les éléments de G est

-~

£
La relation a~vb—=2 a=Db , ¢

une équivalence. Congidérons dans P = ial 905 5 eee an} avec ai'é G,
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1'ensemble des classes rclatives & cettc équivalence. Si x € G , P sera dit
’ Y ’ ’,
-si i 1¢ assc a, AV a. NU reduit a un secul ¢lément de
X-~simple si la classc des a5 ec ;"X , se t s
P. A(a )

Si G:[[A]],P:alaz,..an,a € G et si a ;—('al_,a €AUL

est la représentation irréductible de a; , nous nnterons

P:TT/_&.. s

A . . 1
1 ] J

on appellera longueur moximum §(P) de P, le nombre mix. '{/\ (aiﬂS .

Si P& admet une segmentation concordante et unitaire P s le segment
minimum appartenant & p et contenant les centres de a; , sera dit couver-
ture centrale CF(ai) de a; il cxiste, en effet, des segments minimaux
satisfaisant & cette condition, et si S1 et S, sont dans ce cas, on 2
5, o Sy 5 Sy QﬁSl ot puisqu'ils ont en commum les centres de 3 ,
S1 N 82 S

Supposons maintenant que P = 1 avec 2 €G= [[4]], soit une relation

irréductible ct  W(P) 2 3 . D'aprds (Ly) , Pi= 1 est unc identitd ; soit

= 0 ; mais alors d'aprés (2) , 5, =5, .

e la segmentation concordante et unitaire qu'admet dans ce cas PA
3-3. On a a. 1V Ce(a.) = C(/.(a ) —s i=k.

Supposons i < k , a; v g, UF(a ) = CF(a ) = CF s deux cas sont &
distinguer :

1) A(ai) = A(a ) = 2m+1 . Le centrc %5 el de o, appartient & C() R

done d'aprés 1-1 , S (al el
a4 contenir al e P 1 m+1) = CP ; de fagon analogue SP(ak,mﬂ) = C(o .

) .

Si maintenant a; =9, , on 2, d'une part a,

) C C{o s et puisque C, est minimum dans

On en conclut que CP = 5(a i,m+l k m+1

!-
i,m+T C‘k,rrHI » alautre
part puisque CP est unitaire 2 mel = akim-r-]f ; ceci contredit AmA™l= 0,

. "‘-11 | e
Si a; =, , ona d'aprés 2-2 , C{O =1, donec
S(a. ak)za. oo Oy cee @ =8y eee ay ot a2
i i (3 k m+2 k,2m+1 i, i, 1, i
S(a. ) = a7t é(a ) =ata, =1 |
i+l F-1’ T8 ak =% %S

ce qui est incompatible avec 1'hypothése : P = 1 irréductible et W(P) > 3 .
2) )\(a ) = /\(a ) = 2m . Considérons le segment 5(ay me1 akm) , qui n'est

p&s supposé appartenlr a P On a

(5) a € S(a i,me1 akm) —_— Se(a) C.S(a et k'm) .
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En cffect, dans le cas contraire ot si a € S(a1 me1 akm P (2)
contient soit les centres dec a; solt les centres de a) » S8 contenir
ceux de l'autre, cc qui est incompatible avec l'hypothese Cf’(ai) = C(O(ak)

) = S(a ) =S, ; l'irréductibilité de

Notons Sp(a. 1,me1 11’31 1

i,m+l

T 255 s (1) , () ot (5) ecntrafnent i < iy . Pour les mémes raisons, la
j .
suite de segments consécutifs, définie par |
S (a ) =8(a, . , a, . ) =28
PHapsdp+ It tnerodne h
est tellec que i <i1 <o <ih < vee £k , et puisqu'elle est finie, it =k,

. ) 3 (5) entrafne

pour un certain t . Considérons St—1 S(a . ay
Te-129p01 Koy

Lm .
Si jt<m,ak

(2) ot (5), s p(2

'j'b
5,41 S S(a:.L el akm) , donc cn tenant compte de (1) ,
3 -b -

. 3 ! > -
iy +1) C S(akr ak,Zm) ; mais d'aprés 2-2 ,

s.(a ) =1, ce qui contredit 1'hypothdse de 1'irréductibilité de
P k"]t+1 '
7T S
On a par conséquent ,]_b =mn, et pulsquc d'apres 2-2 , Eh =1,
h=1,2, .00, t1,
835 a1 B) =8y 5 oen By =1
Si a; = aij = akj , donc
S(a. ) =a, ...a. 8 a, ) ~1 ~l -2 a. arl arl=1
i k-1 S A T P i T

ce qui contredit 1'hypothdése P = 1 irrdductible et (P) > 3 .

sioa, =a l ,a = d
17 % 2 %k,em-jer T %y o OORC

- - -1 -1
S(a. &,) =a, ...a, Sta, ) a cee @ = O, ees Q. Q. ...,

ik i, i € i,m+l “m k,m+l k,2m u:L1 i, i, i
=1

S(a = a, -é(a a, ) a7l = a—l a, =1
o %) =0y Slay ) e =ayay s

ce qui est ¢galement incompatible aveec cette hypothése.

3-4. Quel que soit 2 & P avec Ala J = {(P) , il existe un segment-
S de P, a -simple avec /\ (s) <« Aa )

Considérons 1'ensemble px (de segments appartcnant a o ) des couvertu—
res centrales correspondont aux éléments a € P, avec a ~1oy . Soit CF(a )

. *
:).VLru a_ un segment minimal de e et posons C (9- ) = S(a i,j+1 akh) 3
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ona 8(a; 5 M) T 153 g =t

a) a,nva,, 1Y <k V=,

Si i<v ¢ k, les centres de a, appartiennent & G (aw) , donc
CP(a\)) (__CP(aw) ot puisque ?P(ax) est minimle dans  p” CP(av) = CP(O‘K) ;
si de plus 2~V a,, d'apres 3-3 , V¥ = .

Quatre cas sont & distinguer :

1) Un centre de a; ot un centre do o ¢S(ai,j+l akh) .

Dans ce cas aue S(ai+1 ak_l) ct d'aprés 2) , S(a‘i+1 ak-—l‘) est
ai—-simple.

D'autre part 2[ » (ai) -3l £ /\(ai) < X(aL) s 2h £ ’\(ak) < )\(&") de
sorte que '

A(Ji) - j +h f: l\(ai)

et

A [8(a )] = Ala]" o7t 8oy g %) G ees ot ]

141 %=1 T LT N, )ttt P 5 P Bk ke e By

-1 -1 -1 -1 -~ .
= A[ai,)\(ai) R L “k,h-1 " akl ]v= /\(&i) ~G D=1 <A (ab)

On prend S = S(ai+1 ak-l) .

2) Les centres de a; € S(rxi,j+1 a‘kh) et un centre de a, & S(ai’j+1 akh) .

Ona a, € S(ai a4

est minimal dans P¥ R Cf(ai) = CP(a){) ;osl ayrvage d'apres 3-3 , i = M,

. C .
) . Par ailleurs, CP(ai)’ Cp(a»() done puisque CP(an)

En tenant comptexde a) , on conclut que S(a. a, .) est a.-simple.
e e S0y By 7o
Dlautre part 2j ¢ /\(ai) <N (a.b) ;, 2h £ %(ab) de sortc que
3 A
j+h < (a")
et
-1

)\[-é(ai ak_l)]z /\(ail tee By &1:}11 ces akl ) £33 «;h él\(ab)

On prend S = S(a; a, ;)
3) Un centre de a; /é S(ai,j-:-l akh) et les centres de a, € S(ai,j+1 a'kh) .

Ce cas cst symétrique & 2) et on peut prendrec S = S(O’i+1 ay
i € 8oy 5.q o)

4) Les centres de a; ot les centres de’ a ,
On montre comme & 2) et 3) que S(a:.L ak) est a,-simple. D'autre part

2j < /\(av) , 2 [)\(:;xk) -h] < )\(ak) < A (ah) de sorte que

j o+ )\(ak) ~h < )\(ab)
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ALS(ag 3] = Aley won agy 0y o gees ak»"\(‘lk)) £33+ Ma) -h <X@a)

On prend S = S(ai ak) .

4. Théoreme dc Nielsen-Schreier. Soit G =[[4]], X C G . On dira que X est

un ensemble de Niclsen, si X A X120 etsi A
(N). Quel que soit lc sous—ensemble fini Y ¢ X , il existe b €Y avec
A (b) = 0(¥) , tcl que pour toute suite irréductible, b-simple, S , d'é1é-
ments de Y v, AE 2 M) .
D'aprés (Lg) et 3-4 , on o le critére de liberté :

4-1, Un ensemble de Nielsen est un systeme libre.

Soit maintcnant H un sous—groupe de G = [[fx]] et L (2 ¢b) une

relation de bon ordre d ns H , satisfaisant & @

(6) Ma) < 2(b) — a <b .

S8i L(a) est liensemble des x ¢ H, avec x <a , a sera dit
L-indécomposable si a ¢ [L(a)] . Notons H, , l'ensemble des 8léments de H ,
L-indécomposables .

4-2. Ona H= [[HL]J ; § est un groupe libre .

Il est évident que H = [HL] et H N Hi:l =0

Soit d'autre part Y C HL un sous enseable fini et b 1'¢élément maximum
de Y dons le bon ordre L ; d'apres (6) , A(b) = £(Y) . Une suite b-simple

d'éléments de Y oy ! est de la forme

g1 - €m & em+l Em+n } .
S= {b 5 e, BB, B, 0 BB b EY, 0h b Ab

donec b, <b, et £ ,€ =211, 81 de plus A(S) < Nb) , donc d'apres
(6) , S <b , on ddduit

_ (—im -§1 = ,~tmn -fn+1 €
b= (b ...t se T L p )T €[n(n)],

ce qui contredit be Y C H . Ona par conséquent  A(S) > \(b) , pour tout
S , b-simple, cl'est-a-dire que HL est un ensemble de Nielsen, et d'aprés
a1, [ 3= (08,7 | |
- Nous appelons HL , une base libre de Lévi , et notons }CL s l'ensemble
des Hp attachés & chaque bon ordre I satisfaisant & (6) .
Si X £G, notons X(A) , Ll'cnsemble des x € X, avee A(x) £ A .
- Dans le cas d'un sous-groupe H de G , soit {%1 5 Ap s oeen s '\k""}

l'ensemble des nombres A(a) , avec 1 #a €H , et supposons

Xl < Xz {ove £ )xk <.+.. Considérons les systémes libres
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Hy < H C ... CH
-/

N 2 k
définis par récurrcnce comme suit :

(a). H/ll cst un systéme libre maximal tel que Hy, ¢ H(yq)

(b), H)‘k est un systdme libre maximal tel que H'lk—l ‘C”H’\k < H(’\k)

Puisque la propriété d'un ensemble d'étrc un systéme libre. gst de carac-
tére fini, l'existence des systémes libres maximoux dont il est question dans
(a) et (b) cst assurée par le théoréme de Zorn. Notons :

(). Hy=T0 H’\k ; suivant 12 méme propriété, Hy cst un systéme libre.

4-3. ona H=[[H]].

I1 suffit de montrer que H & [HM] . Supposonsg que H(;\k_r) c [H/\ 1 et
' k-1

montrons que

(7)  HQy) <lHy . |
Soit x éH(Ak) s si \(x) € Aeop s OB S X & H( k——l) QEH/\{.&] ¢ [Hl\k] R
dtaprés 1'hypothése.

Si Alx) = A, d'apres 6) , {HAk , x) n'est pas libre. Soit P=1 ,
avec a, & {/H)‘ ) x} w ;/H)\ s x)_l une relation irréductible et tclle
IR e U T

que {P) > 3 . Puisque H) est un systéme libre il existe a; € P, avee
a; = x€ , e=%1 ¢t puisqﬁe /\(ai) = NMx) = ’\k = {(P) , on a d'aprés

3-4 une égalité de la forme ,
£1 €m _€ .€m+l Emin =
x b

— o _ +
bl oo e bm m+1 e oo bm+n -~S 39 Ei,g—'—l

ou, puisque S est x-simple, x # b, € H'\k et A(S) < Xk , done ’\(E)S'\k—l
i S < ] > que ”
Mais alors S €H()\k_1) - [HAk—l“' c [Hl\k] , de sorte que
x €[H 1.
[ A

De fagon analogue (A(8) < Ay » done NB) =0 et S=1) on momtre
que H(/\l) c [H’\lj s (7) est donc valable pour tout k . On en déduit
— ; T - —
| H=UH®}) €U [H,\k] =[U H,\k] = [H,J.
On notera %M s> Ll'ensemble des bases Hy . V
Remarquons que la scul notion utilisécdans le construction de HM est

celle de systéme libre, & l'exclusion de toute autre notion auxiliaire, comme

par exemple la L-indécomposabilité dans le cas de H .




