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LE LEMME DE HENSEL

Conférence faite vmar P. SAMUEL, le 8 mars 1954, rédigée par J. GUERINDON

INTRODUCTION.

La méthode de Newton pour 1l'approximation des racines d'un polynome réel re-
pose sur 1'idée suivante s si a est une valeur "approchée" d'une racine ¥ de
F(x) = O , on cherche une meilleure valeur en déterminant h pour que F(a + h) =
F(a) + h F'(a) + %; F"(a) + ... soit le plus prés possible de O « On est amené
3 annuler F(a) = h F'(a) en prenant h = - g,aa et le processus converge si
h est assez petit, clest-a-dire si | F'(x)| n'est pas trop petit et | F(x)) pas

trop grand dans l'intervalle ol on a pris a .

I.- On va appliquer ce procédé en 1l'étendant au cas ol F(X) e A[K} y A étant 1'an-
neau Z_ des entiers 'p-adiqqes (p premier fixé). On sait que A peut se défi-

nir d'au moins trois fagons différentes 3

19) A est 1'ensemble des sommes infinies ag + a1p + a2p2 + eeo Ol a, est

un entier tel que 0 < a, £ p-1 (on a P> 2 ) -

29) A est le complété de 1l'anneau 2 des entiers relativement & la valuation
p—adiqge-

3°) A est le quotient 2Z{{XjJ/(X - p) de 1'anneau des séries formelles &
coefficients en 2 par 1'idéal des séries multiples de X~ p . Cet anneau Zp

| est local d'idéal maximal pr et de corps résiduel Zp/pr isomorphe au corps

FP a p éléments. La valuation p-adique se prolonge de Z & Z_ , elle est en
évidence sur le développement u = af o+ aP~+1 pf)"'1 + oo (aF;é 0) , on a :
vp(u) = o Z_ est alo;§ complet pour la topologie définie par la distance
d(u,v) = exp [— v_(u - v)j qui en fait un espace ultramétrique (on a d(x,2) <

max d(x,y),d(z,y) ) 3 celui-ci est séparé au sens de Hausdorf.

Soit 1'équation F(X) =0 sur A = ZP et partons d'un a tel que F(a) =
O (p) et F'(a)# 0 (p) . Déterminons de proche en proche des a, tels que
,F(an =0 (%) et E'(an) # 0 (p) en posant 8,1 = & + p’h , h dépendant de
n et he A. Alorson a F(an+1) = F(an) + hpnF'(an) + up2h, avec ug A, et

.

comme F(an) = bnpn (1%16 4A) , il suffira de trouver h pour que b + hF'(an)s

0 (p) ce qui est possible car A/Ap est un corps et F'(an)§é 0 (p) « La suite
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(a 1" an) est une suite nulle au sens p-adique, donc (an) est une suite de
Cauchy. On sait que les suites de Cauchy d'un espace ultramétirique sont celles
pour lesquelles la différence de deux termes consécutifs tend vers O (utiliser 1'i-

négalité ultramétrique).

Donc a, a pour limite ae A& , A étant complet et F(an) tend vers F(a)
qui ne peut &tre que nul car F(an)za 0 (p") . La condition de possibilité est
F'(an)?é 0 (p) pour n grand, ce qui s'énonce cn passant aux quotients par Ap )
T(X) désignant la classe de F(X) : F(X) a une racine simple a dans A/AP .

a désignant la classe de a .

Les raisonnements précédents sont valables dans tout anneau valué complet A4,
dont 1'idéal de valuation est M , et plus généralement dans tout anneau local

complet A d'idéal maximal M .

Exemple 1 : Les polyndmes X° + 1 , X° -2 , X* = 3 ayant en Py , P, ot
F13’ respegtivement les racines simples 5', 3 et Z'(classes de 2 4,3 et 4
modulo 5 25 , T Z7 ot 13 2,4 ) on a donc : thﬁﬂe Z R Y2 7 R fﬂ—.e Zyy e
La premlere par exemple s'écrit au sens de la topologle 5-adique :Vt:f 2 + 5 +

2 5 + oee o

Exemple 2 s K étant un corps, l'anncau 'A des séries K{EX}] étant valué
au moyen du plus bas degré on est assuré lorsque 1 a 2 racines carrées distinc-
tes en K (o‘estfé—dire si la caractéristique de K est 3& 2 que la série

formelle 1 + X s(X)", s(xX)e K{{X1] , a 2 racines carrées dans A .

Exemple 3 3 Soit F(X,T) un polyndme en X dont les coefficients apparticn-
nent & A = K{[T]] et tel que F(X,0) = O ait une racine simple a dans K .
. I1 . existe alors s(v) = a + a,1 + ... unique telle que F(s(T),T) = O & c'est

1'analogue du théoréme des fonstions implicites.

II.- La généralisation des résultats précédents utilisera les définitions suivantes

sur les modules filtrés et leurs topologies.

Un anneau A sera dit filtré par une suite dessggdante de sous-groupes (ad-
ditifs) Ay neZ sillona s A A Ap+q et 1) A = A . Pzr exemple on

bPa .
= A pour g > © R4 Ah M° pour n.> 0 .

prendra A1 =M , idéal de A , A-q

Un A-modile E sur un anneau filtré A sera dit fiitré par une chaine

descendante En de sous-groupes additifs de E si 1l'on a 3 A E - Ep+q et

ns g En = E . Une filtration, dite canonique, sera obtenue sur E en choisis-

sant En = AE , kes An filtrant A . En particulier on aura des filtrations de

E du type En = u"E s avec EO = BE « Lorsqu'en plus on suppose que l'on a
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oo :
‘(,1\ M = (0) , 1es (Mn) constituent un systéme fondamental de boisinages de O
pour une topolggie séparée de A (au sens de Hausdorf) et les En = M'E de méme
pour B , si (,;\ E = (0) « Si w(«) est le maximum des n tels que o € E
E devient un espace ultramétrique relativement & la distance d(x,y) = e-—\.o(x-y
par exemple. Les anneaux que nous considérons sont commutatifs et munis d'un élé-

ment unité. Un anneau local (Stellenringen de Krull) sera tout anneau dy type

précédent ol les éléments non inversibles forment un idéal M , maximum dans 4 .
2. nax_.mum G

On sait avec Krull que si A est nathérien, on a f1'; " = (0) : ce sont les

anneaux M-adiques.

III.~ Le Lemme "bilinéaire".

"Soit A un anncau complet filtré par les puissances d'un idéal M ;3 E
E' et F des A-modules de type fini, F &tant séparé pour la filtration canoni-
que. Supposons fixée une application bilinéaire (? du produit E X E' en F
et désignons par Cé l'application bilinéaire, canc;niquement déduite de (1’; s qui
applique (EME) x (E'MME') en F/MF . Alors & tout systime d'éléments y e F ,
A € E/ME s A'e E'/ME' satisfaisant aux deux conditions :

19) la classe y de y mod. MF est n_g(:x,"o(')

2°) FMF = ¢ (X,B'/ME') + k?(E/ME,o(')
on peut associer des éléments a € E et a'€ B' tels que o =a , ' = a' et
y = Lf (asa’) "

On raisonne par industion sur n en prouvant que pour tout n il existe
_ané E et a'ne E' tels que & = a, et ' = a'n ct y = ﬁf‘(an,a'n) mod (MnF)
Clest vrai pour n = 1 d'aprés 1° . Supposons-le vrai pour n > 1 et démontrons-
o . o v - & 1 n - 1) =357 ‘ -
lc pour n+l 3 comme y - & (an,a n)€ MF ona y tf(an,a n) =2 mz (mj e Ny
. € . . i i. ! g ° a3 z.= ! !
F F) Chaque zy se isfait d'aprés 2° & z = Lf(an,w .j) + LP(wj,a n)

(mod MF) avec Wi € E, w € B' ot donc, ¥ étant bilinédaire :

RY: -';.. [} 5 w') = ETer 1 _37
y fo(a +Z.,mawJ ,an-t-Z..mWJ) y Lf(an’an) Lmjzj+

,a'n)) —Z~J mimj '\F(wi,w’j)f Mn+1F ,

n J
—

+Z.-' m.(z., —P(a_,w'.) =& (w, s,
dJd J g n J 19

NG

n ‘ S
car . €M ot . - v.) - .qa! . . - =
r:xJ otz kP(an,W J) ¢ (wJ,a n) € MF gn posera a4 = a +§. m W,
- 1 ST i —_ - 7
et a' 4 =8'  +Z mw' s . On aura alors a ., = an(M Eiﬂet al i1 Z a'n(M EY)
T — _ 1 . ! -
dtot ®n+1 = X 8 n+l = het ot ¥ \P (an+1 ’a'n+1)'E ur.

Les suites (an) et (a'n) sont des suites de Cauchy en B ot E!' qui
sont complets puisqu'ils sont des modules de type fini sur A qui est complet.

Désignons les limites par a et a' « On a & la limite a = X 2l =ol ' .
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n
Alors y - ¢ (asat) =y = ‘f(an,a'n) + Kf(an, a'n) - (aja')€ MF , car
Yy - ¢ (an,a'n) € M'F ot la 2e différonce aussi puisque QF est bilinéaire et
a, =@ € M'E et a'n - a'c M'B' . Coci étant vrai quel que soit n et F étant
séparé, on 2 y - Lp(a,a’) =0+ CeQeF.Do
Appelons unitaire un polynbéme dont le coefficient du terme de plus haut degré
est 1 °

Lomme de Hensel ¢ Soit A un anneau local complet, d'idéal maximal M ct

£(X) € A{X] un polynBme unitairc de degré n . Désignons pour tout h(X) & A[Xt[
par E(X) son‘ résidu modulo M . S'il existe deux polyndmes unitaires premiers
ontre eux & (X) et ='(X) de dogrés r ot n-r dans (AM)(X] +tcls que
F(X) = (' , il existe deux polyndmes unitaires g(X) et g'(X) de degrés r
ot n-r on A[X| tels que f(X) = g(X)g'(X) et g(X) = o (X),g"(X) = L '(X) .

On appliquera le lemme en prenant pour P ; E et E' les A-modules consti-
tués par les polyndmes sur A dc degrés respectivement inféricurs bu dgaux & n
r et n-r et en prenant pour ({7 la multiplication, ce qui vérifie immédiatement
la condition 1°, les polyndmes étant unitaires. Pour la seconde on utilise le fait
que £ et o(' étant premicrs entre eux chaque polyndmc de degré < n sur A/M
s'éerit o(ﬁ.‘ +c('f: « Par division cuwlidienne par (' de fj‘ on peut réaliser
cette représentation avec do(ﬁ ')< n -1r ; alors % est bien de degré £ r .

I1 existe donc en A{X] dos polyndmes a(X) et a'(X) de degré < r et
n-r respectivement tels que aa' =f 4, a=o , a' = &' . Comme ¢ et o' sont
des .pol'ynSmes unitaires de degrés r et n-r , a et a' sont de degré r et
n-r exactement, et leurs coefficients dominants sont dans 1 + M , et donc inver-
sibles. Soit 1 + m'e! l'inverse di plus haut coefficient 1 +m de ‘a(X)

(mym' € M) . Alors le polyndme g(x) = (1 + m')a(X) est unitaire. En posant
g'(x) = (1 +m)a'(x) ,onabien gg' =F , 8 =X ,8'= <! et g' est aussi

unitairc puisque f et g 1lc sont « Le lemme de Hensel est &tabli.

Corollaire ¢ Si A est un anncau local complet d'#déal maximal M , &i
£(X) € A[X] est normé et si son résidu f(X) en (&/M) [X] a une racine simple

-

E en A/M , alors f(X) a une racinc xe A tclle que X =& .

o

I1 suffit de décomposer f(X) en (X -% )X(X) ; de remarquer que X - T et
K(X) sont premiers entre eux et d'appliquer le théoréme préeédent. On retrouve

les résultats de I.

IVe~ Le théoréme de décomposition. "Soit A wun anneau complct séparé filtré par

les puissances d'un idéal M et tel quer A/M soit la somme directe de deux idéaux
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VAL et V'/M . Alors A cst la somme direccte de N = Q V' oet N' = f? yrt
ctona NMAM =MN , Nt/ MY = MN' . Ltenncau N (resp. N' ) filtré par
los. M™W (resp. M"N' ) ost séparé ct complet. On a les isomorphismes N/MN -——
ANV VAL ot NrARCY A/ X UTAL L

Par hypothése on a A =V + V' avec V7 V! =M « Alors l'unité 1 de Af
€ V/‘M s LY e V'/M )'

(€
Le lemme bilinéairec est alors applicable avec E =E' = F = A ;, ¥y = 0 ¢t eb prenant

1

s'écrit de maniére unique 1 € + £' avec EL' =0
pour t.( la multiplication. Il cxiste alors a , a's A fcls que aa' =0 et
dont les classes modulo M sont % et £' . On a donc a + a'= 1(M) , donc

a + a' est invorsible en A qui est complet (si a + a' = 1 - };‘- s cet inverse
est 1 + po+ rﬁg + eee ) o Soit 1+ m (m=M) 1l'ingerse de a + a' , alors

e =a(l+m) et e'=a'(l+m) satisfontd o+ e' =1 et ee' =0 et par
conséquent & = e ’ et = ot quel que soit n 3 cc sont des idempotents ortho-
gonaux de A . Leurs résidus modulo M sont encore § et £' . A est la som-
me de Ae ot Ae!' ot cette somme est directe car Ae.he' = Ae i Ae! = (0)

Comme e= V ,ona e= e V' ot donc Aez N = ’;‘ 7" . De mlme Ae'c N
=/ W™, 0r A= e+ Aot = Ad” + Ae'™ atol A= V04V et T oot ik
étant premiers entre cux YRR AR TE Tk , notamment. VV' =M et donc Vaveta
M" . Or A étant séparé cﬁ u® = (0) donc NAN' = (0) . De NI he , N' T Ac!
et NAN' = (0) on déduit que N = Ac ot N' = Ae' « En effet si n& N , on a

n-u=20

[t

n=u+u' avee ue€ Ae et ule Ae' o Alors u' = n-ue N donc u?

et n= Ac done N = Ae , ¢t de méme N' = fAe' .

On a2 M™NEC NN M® ., Inversement si xee N et xe€ M ona xe = xceee N
donc M'N = NN M° , ce qui prouve que la topologie canonique sur N coindide avec
la topologie induite. Alors N eét fermé dans A comme intersection d'idéaux
fermés, car les ouverts v sont aussi fermés (Cf. Bourbaki, Topologie générale,
Ch.III § 2, prop. 4) On a 2lors NAN = NM AN YN + NAL = ¥ + Ae/Ml = VAL et
VAL S A/N' puisque AM est la somme dirccte de VAL et V'/M .
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