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Cet exposé est consacré a des gquestions en cours d'étude. Il pose de nom-
breux problémes irrésolus. De plus les méthodes employées et les résultets obte-

nus ont cencore besoin A'&trc améliorées.
I1 s'agit decs problémes que l'on peut énoncer sous le forme générale suivente:

. éme - . s -
Etant donné un polynome du 3 degré & 3 variables x , y , 2z et & coefficients
rationncls, f(x,y,z), on demande s'il existe des cnscmbles de nombres rationncls

X,y s 2 vérifiant la relation
£(x,y52) = 0

S'il existe dc tcls cnsembles, on demende un procédé permettant de les obtenir

tous.

On dit, en abrégé, que l'on recherche les points rationncls sur la surfacc

cubique définic par la rclation précédente.

On peut aussi exprimer ce méme probléme en coordonnées homogénes

. ; R .. Leme PN . N .
Etant donné un polynome homogéne du 3 degré & 4 variables et 4 coefficients

entiers, F(x,y,2,t) , on demande s'il existe des cnscmbles de nombres entiers

(positifs ou négatifs) x , y , z , t, non tous nuls, vérifiant la rclation :
F(xy5,25%) = 0
et le cas échéant, on demandc de lcs obtenir tous.

Certains cas particuliers de ces problémes ont été résolus dés lc sidcle der-
nier. C'est ainsi quc l'on reconnait facilement que la rclation

3 3 3 3

X" +y =z7 + t
admet des solutions entidres x , y , z , t non toutes nulles et que l'on sait

les obtenir toutes.

Mais les premiércs études générales datent seulement de 1940. L4 cette époque,
le géométrc italien Benjamino SEGRE s'ecst réfugié cn Lngleterre et a travaillé on
collaboration avee lt'arithméticien anglais L. J. MORDELL. La confrontation entrc

les méthodes géométriqucs ct arithmétiques a été particulidrement fructucusc.
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Elle a permis de regrouper des résultats hétérogénes et d'arriver & une premiére

vue d'ensemble de ces guestions.

On trouvera un exposé géhéral, mais succinct,des résultats obtenus dans un
article de B. SEGRE : "Arithmetic upon an algebraic surfaces", Bull. of Amer.
Math. Soce, te 51 (1945). On trouvera des démohstrations plus complétes dans
un mémoire du m8me SEGRE : "On the rational solutions of homogeneous cubic egqua-
tions in four variables", Mathematicae notes, t. 11 (1951). L'un et l'autre
de ces mémoires donnent des indications bibliographiques sur les autres publica-

tions dans ce domaine.
Un des résultats les plus importants de IMORDELL et SEGRE est le suivant :

Une surface cubique non singuliére contenant un point rationnel en contient unec
infinité.
Suivant la notation de 1l'école italienne, on appelle surface singuliére une

surface algébrique admettant au moins un point singulier.

La recherche des points rationnels sur les surfaces cubiques singulidres
présente des particularités ou méme cst essentiellement différente du méme pro-
bléme pour les surfaces non singuliéres. C'est ainsi que ce problédme pour un
cbne ou un cylindre cubique revient & la recherche des points rationnels sur une
section plane de¢ ce c®ne ou cylindre, probléme qui peut admettre un nombre fini
et non nul de solutions. Nous n'étudierons dans la suite que les surfaces non

singuliéres,; sauf mention expresse du contraire.

Le résultat précédent a été démontré de plusieurs fagons différentes, tant
par MORDELL que par SEGRE. On trouvera les démonstrations ou les indications

bibliographiques sur ces solutions, dans les mémoires cités antérieurement.

Puisqu'il y a2 un nombre infini de solutions (ou aucune), il ne peut 8tre
question de les obtenir effectivement touies § mais seulement d'indiquer un pro-
cédé commode pour les construire toutes au moyen d'un nombre infini d'opérations

rationnelles. On peut espérer employcr un procédé qui réussit pour les courbes

planes de genre O : chercher une rcprésentation birationnelle & coefficients
rationnels sur un plan de la surface cubique donnée. C'est-d-dire que l'on

cherche & représentér les points de la surface au moyen de 2 paramétres :
X = fluyv) , y = g(u,v) , z =nh(u,v)

o f , g et h sont des fractions rationneclles, de manidre que u et v

s'expriment rationnellement en fonction de x , Yy oo 2 ¢

u ={F(x,y;z) ' 5 v =Y (x,5,2)
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les coefficients de toutes les fractions rationnelles f ,'g , h oy Lf, %’ étant
rationneld. Alors les points rationnels de la surface cubique correspondent aux

valeurs rationnelles des parametres u et v .

Mais un théordme de SEGRE montre que cet espoir est vain dans le cas général 3

Pour qu'il existe une représentation birationnelle & coefficients rationnels d'unc
surface cubique non singuliére sur un plan, il est nécessaire que la surface con-
tienne soit une droitc rationnclle, soit un doublet rationnel, soit un triplet

rationnel, soit un sextuplet rationnel.

On appclle "droite rationnelle" une droite qui peut &tre définie par un sys-

téme d'équations & coefficients rationnels.

SEGRE appelle "doublet rationnel" l'ensemblc de 2 droites ne sc coupant pas
(soit & distance finie, soit & 1'infini) qui sont soit rationnelles, soit conju~
guées- 1'une de l'autre dans un corps quadratique (ctest-a-dire que chaque droite
peut &tre définie par un systéme d'équations & coefficients dans un corps quadra-
tique et que l'on peout passer d'un sysitéme & l'autre en opérant sur tous lecs coef-

ficients l'opération du groupe de GALOIS de ce corps).

SEGRE appelle "triplet rationnel"™ l'ensemble de 3 droites ne se coupant pas
.2 é_2 (ni & distance finie, ni & 1'infini) qui ont leurs coefficients dans un
corps de degré 3 au plus et dont toute conjuguée (dans le corps des coefficients)

appartienne a l'cnsemble.

Enfin SEGRE appelle "sextuplet rationnel! 1l'cnsemble de 6 droites ne sc cou-
pant pas 2 & 2 qui ont leurs coefficients dans un corps de degré 6 au plus et dont

toute conjuguée apparticnne & l'enscmble.

Le théoréme précédent est démontré dans le mémoire cité des llathematicac

Notae.
SEGRE y ajoute les compléments suivants

Si une surface cubique non singuliére contient un doublet rationnel, clle admet

une représentation birationnelle 3 coefficients rationnels sur un plan.

Pour qu'une surfacc cubique non singulidre contenant un sextuplet rationnel admette
une representation birationnelle & coefficients rationnels, il faut et il suffit

qu'elle contienne un point rationnel.

L'exemple le plus simple de surface cubique contenant un doublet rationnel

est la surface

PEI S AR
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Elle contient le doublet rationnel formé par les 2 droites :
.2 .2
x+ jy=2z+ jt=20 et x+ Jy=2z2+3jt=0 ’

ol j est une racine cubigue de l'unité. On en trouve facilement une représen—
tation birationnelle & coefficients rationnels, en séparant les parties réelles

et imaginaires des relations 3
x+ gy = (u+ §v)(z + jt)
x+ 3% = (u+ %) (z + 5°%)
z + t = (u2 - uv + vg)(x +y)

Le résultat sur les surfaces cubiques contenant un sextuplet rationnel les
apparente aux courbes de genre O . En effet un théoréme de NOETHER et POINCARE

démontre le m8me résultat pour ces courbes.

En fait, l'snalogic peut &tre poursuivie trés loin. Si oy choisit un sextu-
plet sur une surface cubique non singulidre, il existe des cubiques gauches
rencontrant les six droites du sextuplet et ces cubiques forment un "réseau
homaloidal". Clest-a-dire gqu'il existe des représentations birationnelleqﬂe la
surface cubique sur uh plan dans lesquelles ces cubiques sont représentées par
toutes les droites du plan. Si le sextuplet est rationnel, une telle représenta-
tion n'a pas nécessairement ses coefficients rationnels ; maes toute conjuguée
de cette représentation peut s'en déduire en la multipliant par une transforma-
tion homographique du plan. (On appelle encore conjuguées de la représentation
les représentations qui s'en déduiseunt en effectuant sur tous les coefficients
de la représentation une mdme opération du groupe de GALOIS du corps qui contient
tous ces coefficients). La recherche de celles des représentations birationnelles
précédentes qui ont leurs coefficients rationnels (et aussi celle des points ra-
tionnels sur la surface) peut ainsi &tre ramende 3 des problémes concernant les
transformations homographiques du plan ou les matrices qui représentent ces trans-
formations en coordonnées homogénes. La théorie des algébres normales et simples
permet de résoudre ces problémes, comme je 1'ai montré dans ma thése (4Ann. Scient.
Ecole Norm. Sups, te61, 1944).

Un exemple simple de ces surfaces est celle qui a pour équation :

(1) N(x + Oy + 62;) - a

9

oi A est un nombre rationnel et £ un nombre cyclique cubigque et ol le symbole
N désigne la norme des nombres du corps engendré par & . En fait, cette surface
est singuliére 3 elle contient 3 points singuliers situés a 1'infini sur les 3 axes
de coordonnées. Les 27 droites de la surface se réduisent aux 3 droites du plan

de 1'infini situées dans les plans de coordonnées (dont chacune doit &tre comptée
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plusieurs fois).

Mais toutes les surfaces

N(°(1x ol X+ Xyz +0(4) = A N(;’31x +f~‘2y +}332 +ﬁ4)

ol e(1 ’ 0(.2 ’ 0(3 ’ 0(4 ’ }'51 ,‘_]52 9 ﬁ3 ,y:4 sont des nombres du corps engendré par
0 , peuvent 8tre déduites de la surface (1) par des transformations biration-
nelles & coefficients rationnels. Donc la recherche des points rationnels sur
toutes ces surfaces sont des problémes équivalents. on peut choisir <¥1 R 0% ’
0(3 ’ 044 y ﬁ1 ’ ﬁ2 ’ ﬁ3 , f‘54 de manidre que la surface correspondante ne soit pas

singuligre ;3 elle contient alors un sextuplet rationnel.

Un théoréme de Hilbert montre que la surface (1) admet une représentation
birationnelle & coefficients rationnels si elle contient un point rationnel. Un
théoréme de HASSE permet de reconnaitre si cette surface contient des points ra-
tionnels. Ces 2 résultats appartiennent & la théorie du corps des classes, équi-
valente & celle des algébres normales et simples sur un corps de nombres algébri-
ques. (On pourra consulter l'ouvrage de DEURING : "Algebren" paru dans la collec-
tion Ergebnisse der Mathematik en 41935).

On ne sait pas encore si une surface cubique non singuliére contenant soit
une droite rationnelle, soit un triplet rationnel peut admettre une représentation
biratiomnelle & coefficients rationnels sur un plan. Il semble qu'elle ne puisse
en admettre quc dans des cas exceptionnels. On est ainsi amené & chercher un au-
tre procédé pour obtenir tous les points rationnels de la surface. Or le théoréme

de MORDELL et SEGRE cité au début peut &tre précisé de la fagon suivante :

Une surface cubique non singuliére qui contient un point rationnel admet une
représentation gimplement rationnelle & coefficients rationnels sur un plan ou sur

un espace linéaire.

On peut cspérer obtenir les points rationnels de la surface en utilisant une
ou plusieurs rcpréscntations simplement rationnelles. Si on utilise une représen-
tation simplement rationnelle de la surface, on obtient une infinité de points
rationnels sur la surface correspondant aux valeurs rationnelles des paramétres.
Maig on n'obtient pas nécessairement tous les points rationnels de la surface j
car un point rationnel admet plusieurs systémes de paramétres qui sont en général
algébriques. I1 faut donc trouver un ensemble de plusieurs représentations ration-

nelles qui permettent d'obtenir tous les points raticnnels.

Dtautre part, chaque point rationnel est ainsi obtenu plusieurs fois, puisqu'til
correspond, dans chaque représentation, & plusieurs systémes de paramétres. On
peut penser qu'il y a intérét & choisir des représentations réduisant ce nombre de

systémes de paramétres et, tout d'abord, des représcntations simplement rationnelles’
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sur un plan, dans laquelle chaque point de la surface n'est représenté que par un
nombre fini de systémes de paramétres. lgis les essais dans cette vois se heurtent
a4 de grandes difficultés. C'est au contraire l'utilisation de représentations sur
des hypersspaces ‘de dimension assez élevée (dans lesquelles chaque point de la
surface est représentée par une infinité de systémes de paramétres) qui m'a permis

dtétudier un nouveau cas comme Jje vais l'exposer maintenant.

Il s'agit de surfaces cubiques contenant un triplet rationnel. Il y a exac-
tement 6 droites d'une surface cubique non singulidre qui ne rencontreat pas les
droites d'un triplet TO de la surface. Ces 6 droites se répartissent en 2 tri-
plets T et T qui forment avec le triplet TO 2 sextuplets. Si le triplet

1 2
T, est rationnel, les sextuplets ainsi formés nec sont pas en général rationnels,

0 "

mais dans un corps du 6°me degré. Choisissons l'un d'eux, celui formé par TO et
'I‘1 par exemple ; on peut choisir une représentation biratiomnelle de la surface
sur un plan dc maniére que les droites de T1 correspondent aux trois sommets

du triangle de référence (l'origine et les points & 1'infini sur les 2 axes en
coordonnées cartésiennes). On sait que les droites de T2 correspondent alors
aux cbtés du méme triangle de référence. Cette représentation n'a pas ses coef-
ficients rationnels ; les représentations conjugudes s'én déduisent par multipli-
cation par des transformations simples du plan : homographies qui conservent le
triangle de référence ot transformations gquadratiques qui permutcnt les sommets
et les c8tés du triangle de référence. Les transformations homogﬁﬁggiques précé-~
dentes peuvent &tre définies en coordonnées homogénes A ’ r—, vV %agg relations

de la forme
Xt Mot v

1
c”,t— - 021) - c3>\

les transformations quadratiques précédentes peuvent &tre définies par des rela-
tions de la forme :
A pet R

01)\0 - 02'-\&0 - c3>\r.

olt €y s Cp oy O3 sont des constantes.

Introduisons alors leg paramdtres surabondants %1 9 )2 s F% ,‘*2 ’ 91 ’ 92

par les relations :

>‘=>\1>‘292 ' M= YL2J2 !

Les transformations précédentes peuvent 8tre représentées par des transfor-
mations homographiques sur ces nouveaux paramétres. Pour la premiére transforma-

tion, on peut choisir une homagraphie de la forme :



| 807
S I R 2 R R - B

Capg SaVq O3 N C4Vp S5y %%

et pour la seconde, on peut choisir unc homographie de la forme :

S I R RS T e TR
= — = = = — = =
01%2 02(‘*2 03\92 94)\1 05r1 06x1

oi ¢ c c c c c sont encore des constantes
19 2’3? 4_’ 576 .

La recherche dc certaines représentations ratiornnelles & coefficients ration-
nels de la surface sur l'hypersspace )1 , %2 5 rﬂ ’ Vﬁ 5 Qq 5 92 peut ainsi
se ramener & des opérations sur les transformations homographiques de cet espace
(ou sur les matrices qui les représentent). On peut utiliser de nouveau dans
cette recherche les résultats de la théorie des algébres normales et simples.
Les conclusions sont moins simples que dans le cas précédent. En effet, 1l cxiste
toute une classe de transformations homographiques de cet hyperespace (et non
plus une seule transformation) dont le produit par une représentation de la sur-
face sur l'hyperespace donne une méme représentation. Il faut tenir compte de
ce fait lorsquton cherche les conditions pour que 2 représcntations soicnt iden-
tiques. (e qui introduit, au lieu d'égalités strictes entre matrices, certaines

congruences au produit prés par les matrices qtuhn groupe fixe.

Néanmoims, ces difficultés ne sont pas insurmontables. La méthode permet
effectivement d'obtenir des rcprésentations & coefficients rationnels, s'il en

existe; et 1l'ensemblc de tous les points raticnnels.
L'exemple le plus simple de ces surfaces est ccllequi cst définic par la
relation ¢ N(x + By + ng) = A ,

o £ est un nombre cubique non cyclique. Cette surface est encore une surface

cubigue singuliérc ; mais, comme dans un exemple précédent, on peut la’ transfor-
L3
mer, par une transformation birationnelle & coefficients rationncls, en une sur—

face cubique non singuliére contenant un triplet rationnel.
Si on pose :

-X+ey+62z=__

}..\_
J

!

x + Ay + 9'22 =

812 Y
X+9"y +'j" z:A———
A

on obtient une représentation birationnelle sur lec plan de coordonnées homogénes -
X ,'& s ¥ dont les coefficicnts sont dans le corps engendré par B , et scs
conjugués €' , 4" , Los conjuguées de cette représentation s'en déduiscnt en

la multipliant par des transformations des types précedemment indiqués. On peut
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donc utiliser les méthodes précédentes.

Je vais exposer une méthode légérement différente qui utilise directement

la théoric des idéaux de nombres algébriques.

Cherchons d'abord tous les points rationnels sur la surface :
N(x +8y + ng) = 1

qui contient évidemment dc tels points. Une généralisation facile d'un théoréme

de Hilbert montrc d'abord que le nombre :
K =x+0y+ B2, (x , y , z rationnels)

doit &tre de la forme

RS

) |
ot A est un nombre du corps R(ﬁ ’ 6', gn) engendré par g ot ses 2 conju—
gués B' et " et ol ¢ désigne b'élément du groupe de GALOIS de ce corps
qui permutte circulaircment & , 8' et 8" . Si le nombre of est de cette

forme, il vérifie la rclation
O‘o'@%)c'g (=) =1 .

I1 suffit donc de trouver la condition pour qu'il soit contenu dans le corps

R(B) engendré par & seulement.

Décomposons o en produit de puissances (positives ou négatives) d'idéaux
premiers dans le corps R(8) . Si AL est un de ces idéaux premiers, il peut
soit rester premier dans lec corps | (6,868' ;8" ) soit se décomposer dans ce
corps en un produit de 2 idéaux premiers ) fg (distincts ou confondus).
Dans le premier cas, -4 figure dans la décomposition dans R(8,8' ,6")
soit de A , soit de = (\) . Ce qui exige que soit cf(y) figure avec lec méme
exposant dans la décomposition de ¢ (A) , soit que 5‘2( ) figure dans celle de
A « Mais puisque y est un idéal de R(8) , & (f) ou o’g(y) ne peut &tre
contenu dans ce corps que si f;E est rationncl ; et dans ce dernier cas, «f dis-
parait de la décomposition de. & . Le nombre X du corps R(®) , qui contient
1'idéal f(zf) ou crz-(y) non contenu dans R(8) , doit contenir aussi le conjugué
de cet idéal avec le mBme exposant ;3 ce conjugué est soit 6‘2(}') , soit c“(y) .
lais cela exige & nouveau que % soit encore contenu, aveg ‘1texposant opposé,
dans la décomposition de ™ . Finalement, on voit que X contient une puissance

(positive ou négative) du produit

22
(1) —_l
(@) ()
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Si est décomposé, dans le corps R(&, &' , 8" ) , en un produit de 2
idéaux ¢, 292 (distincts ou confondus) , 2#2 est le conjugué de 19 , soit
T () oh 7T désigne 1'élément du groupe de GALOIS qui conserve e et qui per—
mu{3 g' et 6" . Le nombre o( doit encore contenir soit & ( ) , soit ﬂ‘( )
avec l'exposant opposé. Si cet idéal :fgy1 ou K2Qf1 est contonu dans le
corps R(g) , on retrouve le cas déja étudié. Si cet 1de§1 NVC¢?) ou 5—€$ )
n'est pas contonu dans R(&) , 1'idéal conjugus bf )i ou bla* ij)] doit

4

aussi &8tre contenu dans la décomposition de K , avec 1e méme cexposant., Or 3

-~

eletppd - Al ] e lFe) - )
Donc le produit @ "
(2) g’l - (351)
0’(3’1) “':;:f(“df’}, )]
qui” est contenu dans R(B) est de la forme

54

ot O est un idZal (non bremier) du corps R(H, &' ;8" ) . De mdme le produit
(3) #1 )
R ORIECAY

qui est contonu dans R(€) cst de la méme forme .

Finalement, { est un produit de facteurs d'une des formes (1) , (2) ou
(3) 3 mais on voit facilement que ces 3 formes peuvent toutes se ramcner & la

forme (2) en choisissant convenablement 1'idéal :f} qui y figurc.

Si o est un produit de facteurs de la forme (2) , on voit que clest un
idéal de R(H) ct que cet idéal vérifie la reclation :
o 5 (%) F () = 1
Mais, il faut encore que cet idéal soit primcipal.
Or, on sait que le nombre de classes d'idéaux de R( &, 5' 9 6") est fini.
Donc, les produits o de facteurs de la forme (2) , sont encorec de la forme 3
O (O -
e A U o PR
o () Tt (&) ] () efe (92

ol (Fi est un idéal de R(¥, A , &) qui ne pecut prendre qu'un nombre fini
de valeurs (un rcpréscntamh de chacunedes classes d'idéaux du copps) et ol yb

est un nombre arbitraire du corps ( G' ,\;" ) .

Désignons par (ra) les idéaux de la forme :
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@& T(x)

(% )elo ()]

qui sont principaux. Le nombre X est nécessairement de la forme

b P E(p
b (P rE(ml

Enfin si le nombre X est dec la forms précédente, il est bien dans R(8) et

1'idéal principal cngendré par A vérifie :
o) 6 (0) 62(¢) = 1

Le nombre oK vérifiec donc seulement la reclation 3

Nx) =1 .
Mais il est facile dc distinguer les valeurs de }"j qui conduisent & des nombres

o dont la norme est cxactement + 1 .
Cherchons maintenant s{il existe des points rationnels sur une surface :
N(x +0y + ng) = A

oh A est un nombre rationnel arbitraire. I1 faut d'abord que A soit la norme
d'un idéal de R(e) $ cc qu'on peut férifier facilement en décomposant A en pro-—
duit de puissances d'idéaux premiers du corps R(8, 8' , 8" ) . Si dans ce pro-
duit figure un idéal premier 4f non contenu dans R(B) , il doit aussi y figurer
avec le mdme exposant 1'idéal 'Z(s‘) « Si un idéal rationnel figure dans cette

décomposition, il doit y figueer avec un exposant multiple de 3 . Enfin si un

idéal de R(P) , décomposé ou non dans R(H,6' , 8" ) , figure dans cette
décomposition, il doit aussi y figurer les idéaux O”(g) ct 5*2(«3) . Ces condie

tions suffisent pour que A soit la norme d'un idéal U% de R(B) .

Mais il faut encore trouver la condition pour qu'il cxiste un idéal prin-
cipal dont la normec soit A . Or tous les idéaux dont la norme est A sont de
la forme :

u 4@
o (B T|s (D]

I1 faut donc vérifier si un des idéaux s
¢ T ()
& () 2le ()]

{7
JL'1

ol Oli décrit cncore l'onscmble d'un représentant de chague classe d'idéaux de

R(B, B' , 6" ), cst principal. Toutefois, si un tel idéal (%) existe, on cn
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cogclut seulement que sa norme est X A . I1 faut encore vérifier si la norme

du produit de o par une unité est exactement égalc & + A .

En conclusion, la recherche des points rationnels sur les surfaces cubiques
peut se fairc si la surface conticnt, soit un doublet rationnel, soit un sextuplect
rationnel; soit un triplet rationnel. Mais il reste encore & traiter les cas on
la surface contient une droite rationnelle ct lc cas général ou la surface ne

contient aucun dcs éléments rationncls précédents.



