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APPROXTLTIONS DIOPHLANTIZNNES BT CROUPE MODULALRE

J'ai choisi d'exposer quclqucs démonstrations, pour la plupart classiqucs,
de la théoric des approximations diophenticnnes, qui s'appuicnt dircctement sur
la considération dos groupcs modulaires, pour fairc obscrvor, dans cortains cas,

lour puissance, ¢t dans d'autrcs, lcur instabilité.

. . . -, : s - az+b
I - Le groupe modulairc des cnticrs rationncls, formé des substitutions 2z —

cz+d
& coc’ficicnts cntiers a, b, c; 4 tecls que ad-be = 1. pcut 8trc considéré

avec avantage commec opérant, non sur lcs z récls, mais sur lcs g = x+iy
complexcs do partie imeginaire y > O (domi-plan de Poincaré) ce qui domnc les
formulcs de transformation

2 = (ax+b) (cx+d) + ac y2
(CX+d)2 + 02 y2

y!

_ J
(ox.+d)2 + 2 y2
Dec maniérc ennloguc, on peut fairc opércr dlaprés Picard lc groupc modulaire

az+b | . . . . s .
& coofficicnts a,b,c,d onticrs d'un méme corps imagineirc gquadratique
cz+d

- R( \/ -m), tcls quc od be = 1, sur un doemi cspacc décrit par unc variablc compbo-

2=

xe x ct une varinblc positive y par los formulcs:

5! = (ex+b) (ex+d) + nc y2 ot y
(cx+a)(Gard) + o8 y° (cx+a) (Gd) + cC y°

Rappclons que les enticrs de R(\/ -m) constitucnt un modulc sur los enticrs ro-
tionnels, dont unc basc cst (1, W) -~vec w = &(1+V -m) si m=3 (mod 4),
et (1,0) avec © = V-m si m= 1 ou 2 (mod 4); ct quc 1'opposé D du discri-

minant du corps vaut alors rcspcctivement m ct 4m.

Le grouve opére tronsitivement sur les nombres du corps z = p/q (pyq, onticrs
du corps) lorsquc 1l'identité de Bézout ost valable, c'est-a-dirc pour un corps
dénué d'idéaux non principaux (on fait, pour D = 3,4,7, 8, 11, 195ees) cas au-

quel nous nous limitcrons. En coffct, il suffit do montror qu'il cxiste unc trans-
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formation du groupc amcnant p/q cn 1/0 (1c produit de cellc-ci et de ltinversc
de cello amenant p'/q' on 1/0 trensforment p/q on p'/q'). Or, il suffit de
precndre p=d, ¢ = =g 4, & ct b {étent fournis comme solutions dec ap + bg = 1.

Par cettc tronsformation, on aménc sur lc plan y' = g la sphérec
T s —_ - -2
(cx+d) (ex+d) + cc y2 = }-2-;. y ou !x - p/g |2+ (y - 1/hqq)2= (1/nqq)“ « Coctte

sphére, que nous désignorons par S (p/q) est tangonte au plan y=0 ou point
x=p/q 5 ot a pour rayon 1/hq3 (Prondrc garde que p/q doit Stre Serit sous
forme irréductible).

En considérant lc plan y = h/2 comme la sphérc "infinie" S (1/0) ,
lt'cnsumble dos sphércs Sh (p/q) ¢st invariant par le groupe, choguc sphérec

pouvant correspondre & n'importe quclle autre. En considérant y> h/2 comme

1tintéricur (fermé) de Sy (1/0) 1lcs intéricurs (fermés) sc correspondont.

BEn convcnant que "sphérc"-ct "plan" pcuvont signifier "ccrcle" et "droite',

cecl s'applique au cas rationncl.

2

-~ Do m8me qu'unc forme quadratique d finie positivc X p2+ 2 @pq + Kq & va-

rinbles p,q cntidres rationnelles ost proportionnclle & (p—qx)2+ y2q2 s Unc
forme hermiticnnc définie positivo X pp + @pﬁ + @ﬁ' + ¥ qq & coefficionts

X et 7)/ réels ct (’; et @ complexcs conjugués, ct dont los varisbles p,g
sont des entiors d'un.corps R ( \/-m) ost proportiomnnellc & (p-gx) ('ﬁ;a314)+y2q§ y
o x .cst complexe ot y positif. Sous ces formecs, lc discriminent de ltune

‘et de 1'autre cst Zi) = y2 .

Dirc quc le point (x,y) epparticnt & (1'intéricur formé de) Sh (p/q) ,
clest dire‘ que | p-gx |2+ ;,*2 ja] 25 2 ¥y o On cn déduit que, si h ost choisi
de telle sortec quc la réunion dos Sy p/q) couvrc tout le demi-cspace y >0 ,
le minimum de toutc forme cst <L E Y& . Pour qu'i;L en soit ainsi, il faut (c'ost
évident_) et il suffit que la frontiére de la sphére infinic soit recouverte par
los autres sphéres. In offct, lc groupe éteont transitif, il en scra de m'émei pour
chaque sphérc ;3 le groupe étant discontinu pour y > O , les sphércs nc peuvent
staccumuler on un point dc cette région 5 si celle-ci n'éteit pas couverte par
la réunion des sphércs, il y aurait des pcints ffontiéres de cctterégion sur
la frontiére d'unec sphérc, ce qui cst impossible.

Dons le c¢~s rationnel, cette condition s’oxprimt;' par h < \/_3_. In effet,
si h S V3, les corcles Sy (p/1) rccouvrent 1la droite y = h/2 ; si
h >3 , cos cercles ne suffisent pas ot los sutres ne pouvent compenser, puisque

leur rayon ost au plus 1/4h < 1/4 \/3 alors que h/2> V3/2>2/4 N3 .



Dc ccei résultc que pour toutc forme qua- ////”-\\\\\\/////——*“\\\

dratique F(p,q) définic positive, lc mini-

T-C3
mum pour (p,q # (0,0) cst au plus :%i VAN
le constante 253, étent "ocxacte", cc
qui équivaut au fait que lc "d&tcrminent X
1

, 0
critique" du ccrcle de rayon 1| ost \f§/2 . Pig.l

Dens lcs cas complexes, soit r 1lc plus petit rayon dec cercles tous égaux
centrés aux enticrs du corps gqui rccouvrent lo plen ( r cst lc rayon du cercle
circonscrit au trianglc isocéle 0,1, (W ou 2u rcctenglce 0,1,0,0+1, donc vaut
k/Vvm ou % \l+m suivant quc m = 3 ou non (mod 4), ca posant dens lo premior
cas m = 4k-1). Pour quc los sphércs Sh(p/1) rocouvront le plan y = h/2 , il

faut et i1 suffit que lc rayon des cercles d'interscction, soit

2
\/ 1 -2 s Soit au moins égal & r , cc qui donnc lcs conditions suffisantes
5 . .
n? < 4(1 - k ) ou 3-m . Ccci impliquc que le minimum pour (p,q) # (0,0) d'une
.om 5
forme hermiticnne F(p,q) définic positive cst au plus = N ll, les constantes

H étant données prr lc tablcaus

D = 3 4 7 8 11
H = 2\/? 2 2\/3 1 2\/-3
3 7 11

La réciproguc n'cst pas assuréc, dans lcs mdmes conditions gque pour lc cas
rationnel, donc la constantc H & coup slir "exacte", quec si H/Q‘Ebl/ﬁ s donc
pour D = 3 ou 4 [1] . ' ‘ | _

D'autrc part, écrivant F(p,g) = PP+ Q@ avec P = A p+o&q y Q= PPHG
on déduit du fait que le déterminent critique de ;i”sphére 4 4 dimonsions vaut %

[2} y que le minimum de F est au plus \;2 ‘JZX 3 cc qui fournit ~ chosec
curieusc - cxactement les mdmes volours que prgcédcmment, sauf dens lc cas D = T,
ol le résultat est moins bon « Par contrc, cettc méthodc donne un résultat général

alors que le précédente sc dérobe cn dchors des cas dcritse

- Les figurcs évoquécs pcuvent cussi servir & étudier 1'approximntion dos nombres
réecls par des rationnels, puis des nombros comploxes par dcs nombres p/q dtun

corps R( V -m) . Le remarque cssenticlle ost quc la relation 'x -2 |$§~£L~
' q hqg

équivaut & 1'affirmation que pour un certain y > 0 , lc point (x,y) apparticat
a Sh(p/q) = ou encorc, quc la droite perpendiculaire au plan y = 0 au point x

coupc la sphérc (Sh;p/q).
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Posons C(x) = lim 1/]q(a%p)] (constonte d'approximation de x) ot O=be inf.C(x)
("consteonte d'Hurwitz" du corps cnvisagé).
Si la droitec perpendiculeirc ~u plan y=0 au point X coupec unc infinité de
Sh(p/q) , ctost que h £C(x) ; si cocci sc produit pour tout x qui n'cst pas
dans lglorps, c'cst que h L C .

Nous utiliscrons unoc condition suffisante quc nous appellerons lc "principe

des trous" [1] « Appelons trous los composantos connexes du complémentaire
(dans lc demi-cspace y > O) de la réunion des sphéres (formées) Sh(p/q) ; borné .
(suivant Poincaré) un cnscemblc du demi-cspacc qui ost borné =u sens ordinaire,

et & distance strictemont positive

du plan y =0 &

Principe des trous ¢ Si, pour un
certain h s les trous sont bornés,
C>2h . En offct, on sc déplagant
sur la droite perpendiculairc au

point x au plan y = O , dans lec

sons dcs y décroissants, on finit flg' 2

par sortir do chague trou; mais, x étant hors du corps, on sort aussi de chaque
sphére; done on rencontre une infinité de sphércs. Conséquence immédiates

C>H (défini au 8 2)e. Mais il y a micux; cxaminons d‘'abord le cas rationnel;

on a non sculecment C2> *V'}', mais C> 2 , commec le montre la figurc 2 3 en
effet, pour que tous lecs trous soient bornés, il suffit, puisque tous les trous
sont équivalents par lc groupc, que le soicnt coux que borde lc cercle infini j
et pour ceux-ci, il suffit dc constater quc lcs corcles 82(p/1) sont tengonts
entre eux ot a 82(1/0).

En fait, on sait que C = ng‘ [3] 3 ccei peut sc démontrer sur unc telle
- figure, mais cxige queclques calculs [4] « Si 1l'on pessse aux cas complexes, on
ost amoné généralement & des calculs beaucoup plus compliqués [5] 3 meis il
sc trouve qu'on pout obtenir trés simploment dos résultats puissantss Examinons

d'abord cc qu'on pcut déduirec, por le principe des trous, de la considération
des seulos sphéres S (l/b) ot S, (p/1) « En donnant & r 1lc m8me sens qu'au
8 2, on cxprime quc ces sphércs onf rment dos trous cn écrivant d'abord quo les
sphéres S (p/l) recouvrent lo plan de lours centres, soit 1/h r ¢ Si cette

‘condition suffisait, on aurait démontré:
¢ =2 V3 =1,13 Y2 =1,41V7/2 = 1,32 2A3=1,15 Vi1/3= 1,10 V19/5 = 0,87
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alors que lcs valours cxactcs sontt

N3 -1,89 V3=1,13 #e-1,68 Yo=-1,0 V5/2-1,11 1
[6) 7] (5] 8] o], [0] [
L'indgalité parait donc numdériquement cxccllente; mais l'application du principe
des trous cxigc que lc plan Sy (1/0) soit cu-dcssus du plan dcs contres des
Sh (p/l), ¢t la limitation n'cst corrcetc que pour D = 3 ct 4 .

Par compcnsation, pour lc corps de Gauss (D = 4), lc principc dos trous
donne lo résultet "oxact" C = V3 s & condition dc considérer aussi les sphércs
S, (p/1+i) do rayon 1/2hn.

I1 suffit on offct, pour montrcr quc C = JE-, de constater quc les 6
sphéres S J§(1/O), S Jg(O/l), S Jg(l/l), S\fg(i/l), S‘J§(1+i/1) ct S Jj(l/l—i)
délimitont un trou; pour celad, il suffit dc vérificr que ces 6 sphércs recouvrent
lcs faces de l'octaddre obtcnu cn joignent les contres des deux sphércs extrémcs

J—(l/b) ct SVF‘(l/l’l) aux quatrc autres centresé ‘
cc qui est immédiat (fig.3s revoir 1n fig. 1).
On a donc obtenu, d'unc maniérc étonnammcnt S1Qplo

( [1]

voir ”HSSl [7] ) quo 1'inégalits

H
'£!<< el __ 2 unc infinit¢ de solutions on n
q 2 e\

enticrs de Gués% p,q, pour tout x complcxe

hors du corps. '

AN

]

; 3
-1 i

1

1

Lo caractére "oxact" de 1la constente J?;
3 /1/1 1/1+l

résulte d'un cxemple facile (voir pnr cxemple 0 ]
[10] , 11.6). fig.3

- Les méthodcs précédentes peuvent 8trc nppliquécs & dos problémes d'un type un

peu différcnt. Indiquons d'abord cec théoremcs:
s étant un entiar£> 2 , il cxiste unc infinité de fractions p/q telles quo
x -2 £ == , g n'étant pas divisible par s 3 la constantc 2 cst "exacte!

2
q 2q
si s = 2 (cc qui résulto cncorc d'un cxomple); si s % 2 , on pcut romplacer

cette constantc 2 par \/5 s laguclle constante est évidemment "cxactec'", puls—
qu'ellc l'est déja sems lrnfondition supplémcntaire g # O (mod s)e
Le cos s =2 cet bicn connu [11] 5 lc rcste cst dens [12J .

.)

En d'autres tcrmes, on désignent par C(s) lo constante analoguc & C “sous la
condition supplémentaire ¢ # 0 (mod 8)y, on a2 C(2) =2 ot C(s) = Vﬁ; pour
S # 2 .

La démonstration de C(2)> 2 cst imnédiate sur la fig.2. Qualifions cn

cffet, de mauvais ou de bon un cercle Sg(p/q) sclon qﬁo g ¢st ou n'cst pas



7-06
divisible par s . Remarquons que lcs trous bordant le cercle infini sont limités
par un mauvais et deux bons cercles ; il est aisé de prouver qu'il en va de méme
pour tous les trous ; d'ol résulte que toute droite perpendiculaire & y =0 en
un point x irratiomnel coupe une infinité de bons cercles, ot par suite le
théoréme en questioi.

Passons aux cas complexes. Si D =3 , il n'y a2 cncore qu'une mauvaise sphére
parmi les 4 sphéres S‘/B‘(l/u), S\/"B'(O/l), S.\G(l/l), S\/‘B’( W /1) qui enserrent
un trou et ceci rsste vrai pour chaque trou, donc C(s) > v3 pour tout s aqi
n'est pas une unité.™

Si D =4, le mlme raisonncment cst valable pour les six sphéres considérées
3 la fin du 8 3 s POUrvu -que ls[2 > 2, donc dens ce cas C(s) =V 3 car déja
¢ = V3 . Une variante permct de traiter le cas ls[z = 2 (soit par exemple
$ = 1+41) , comme me 1l'a signalé R. Descombes. En effct, comme on 1l'a vu au g2 ’
les sphéres S‘[E(p/l) (qui sont bonnes) rccouvrent la frontiére de la sphére
infinie ; donc toute mauvaise sphére a sa frontiére rccouverte par des bonnes
sphéres, et 1'on peut rencontrer unc mauvaise sphére sans per 13 m8me en rencontrer
de bonnes, ce qui prouve qu'on rencontre encore une infinité de bonncs sphéres,
et que C(1l+i) » \/5 N
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Re Descombes signalec que des cxcmples appropriés lui permettent d'affirmer
que, pour D =3, C(1+w) =N3 ; ct, pour D=4 , C(1+i) =V2Z ., Les valeurs de
C(si pour l¢ corps de Gauss offrent donc une anzlogie avec celles du cas rationnel.



