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Séminaire d!'ALGEBRE
Année 1953/1954
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SUR LES COLLUTATEURS

Conférence faite par J. PETRESCO, le 22 mars 1954

Il s'agit d'une reconsidération des différentes notions relatives aux com-
mutateurs dans les groupes, d'un point de vue plus général, et qui, tout en res-

tant & 1'intérieur de la théorie classique, permet des développements systématiques.

1e= SOUS-GROUPE COMIUTATEUR.

Le sous-groupe commutateur K2 d'un groupe G . est la classe unité modulo
Eﬁg y Ol ﬁy? est 1'équivalenwe régulidre minimum qui jouit de la propriété
ab # ba@K?) 3 on en déduit que K° est le sous-groupe (caractéristique) engendré

1

par les commutateurs a @ b = aba v~ , avec a,b € G . Si l'on se propose

maintenant de déterminer la relation awvib ( b est une substitution de a ) 3

il existe un ensemble [31 3 Bp g eee an] dtéléments non nécessairement dif-
4.

férents de G et une substitution o = (a1 9 8 9 eee 8y ) opérant dans cet
ao ’ a- ’ o0 8 a.
Tt n
ensemble telle que a = 8y 8y e By b = 5’(511 By eee an) , oll on a noté

6"(31 3, eee an) = 8y 35 +eo @y , on voit sans difficulté que v est une équi-
valence réguliére. Pour montred par exemple la trensitivité, on déduit de
= & : - = T
’ b—G’(a1 o0 0 an) 9 b-—b1 eo e bm 9 c = (b1 .oob) I}
-1 a ) b~
1 LI ) n °

'b: e b b 9 c = ’C(b, e oo b )c ((a
10 4 m
f(av.1 ceva by een b D ). De plus; avib —»a = b(I), car o"(et,1 cos an)’-’

ue a = a, --. 8
8 1 * Tn T

28y e an(JCg) - on utilise la décomposition d'une substitution en transposi-
tion opérant sur des éléments consécutifs et la régularité de W 2 - et par

»> . . » O » .
conséquent si E cst la classe unité modulo v, on a E &€ K~ . Réciproquemeng,

un commutateur aba-1

2

b-1 appartient & E , donc, puisque E est sous—-groupe,
K€ E ‘ .

1.1 = K° est 1l'ensemble des substitutions de l'unité ; avnb =2 a = bﬁ?ﬁg)

2.~ SOUS~GROUPE CO:1UTATEUR D!'UNE REUNION.

A et B étant sous-groupes de G , notons A+ B le sous—groupe gqu'ils

engendrent, K2(A) le sous-groupe commutateur de 4 . Un élément de
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W . « Proposons-nous de
A UB est de la forme i¢n a; bi avec a, €A, bl € B opos
distinguer parmi ces éléments ceux qui composent le sous-groupe commutateur de

AUB, KQ(A UB) « Si 1'on considére l'ensemble E(A @ B) des éléments —q a; by

avec q 2 € KQ(A) " b € K (B) , on voit facilement qu'il s'agit d'un sous-
groupe. D'autre part un commutateur de Auv B est de lg forme c¢ = i—‘;rn a; bi
-1 |\ aoa=1 . .
‘\;m O(J 75 (‘r ) gj "J 33\ et on voit par exemple que
T, 1 T at TNt AT =1 Ty -
i1 TT A ! a.q. H“‘( 1.u‘\\.\ a, a7 H“(O(1
J J 1 n-1 Jg m=3 1 1 1 J J J
On déduit, d'aprés 4.1 , ¢ € E(A v B) , donc K2(A wB) € EMAwvB) . Récipro-
a— o S
quement, de ¢ e B(A U B) , on déduit ¢ - 1‘ 2, bim’i‘ a, o e K2 ()K°(B) ¢
KQ(A v B) , donc d'aprés 1.1 , ¢ € K2(A U B) et E(AuB)cK2(avB)
2.1 - K2(A W B) est l'ensemble des éléments ‘j{ a, b, , avec _\;‘ a, € KQ(A)
2Ty
To, e K2(L) .
On peut faire l'extension par résurrence de cette propriété a KQ(A1UA2--
e A)J)

30— NORMALISANT.

Si A ¢ B, appelons normalisant de A dans B le sous-groupe normal dans

B engendré par A4 , soit NB(A) et considérons l'ensemble des -‘1-( a; b, avec
q bi e y soit (A,'ﬁ.). Celui-ci est un sous-groupe normal dans AUB , car

si a<A, b€B, ona évidemment a.-";.rai b, . € (4,B) et b.‘!;r a. b..b-1
est tel que b.TTb b o o6 L Drautre part _q a, b vee by,

RSP
=1 . .
s (b1 b2...b ) -Tb et si qb]._:e » on voit que q b, eNAuB(A)

" v
i
a,

a0

i

o . e L _
3.4 NAUB(A) est l'ensemble des éléments ‘q a, b, , avec T:'l:bi =6 .

En particulier N(A) , le normalisant de A (dans G ) est 1'ensemble des
Eraigi,ave'c a.leA,gieG, ; 8 = e .

4.~ COIMMUTATEUR DE DEUX SOUS-GROUPES.

Notons AoB le sous-groupe engendré par les aob , avec a & A sy b & B,
C'est un sous—groupe normal dans A«JB , car si par exemple o € A ,
e aba ! b"1 ~1 =oab (x a) .bm( b~ :>( 15 AoB . En particulier AoG
est normal dans G . Si 1l'on considére maintenant 1'ensemble (K B) des -ﬂ- a, b
avec Tll' a; = _';rbi = e , on voit qu'il s'agit d'un sous-groupe normal dans AvB s

et puisque a b a1 v & (A,B), on a 4oB ¢ (&,B) . Réciproguement si Tirai =



S

&£ AoB , donc TJ as b, o= TT Q.

- H

s = esona  Loa; by
c, a; , O c, & AoB,
- AoB st 1'=nscmbl- dog

Si T"T'a b, ost tcl quo
i<n “i

—

ab.=§.

|
i 2
et Tr
i

<limonts

T.0 b, =
1 1

1 1 ‘i l 1

T T

a. (an1

1112
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-1 -1
) 1 ai

3-2 s a -1
a i""(3, a ee ol )-4
e BigFylBg Bp eerByg

rTs, b, svoe ’ TT b=

i i
c , on o d'a

i

d'aprées 3.1 ;N (A)C‘A(AOB) . Puisquc d'cutrc part

Ld

4e2 - On a NA‘JB(A) = A(LoB).

En particulier N(4A) = A(A0G) . 2
& AoG = e . On déduit, puisque AoG € GoG = K~ ¢

Un sous-groupe normal A

est contenu dans

1.I
o TT a. b,

orés 41 ? ‘D' mn-i 'i i i

A(AoB) ot ~~r consdgucnt,

aebat vt oW

ausd) ¢

étant le centre de G , A & Z équivaut

2

Z , ou alors AOKQ# e 3 tout

sous—groupe normal minimal est contenu soit dans Z ,

soit dans K2 .

4.3 - Ona AvuB

De 51 a, b, = '.‘ a..—n— a_1 ” a. b ” -1 T

i¢n 71 71 i 711

n-i i i

i n—-11

b. , on déduit également 3

= A(AoB)B 5 ltordre des facteurs est indifférent .

5.- LE PRODUIT A*(40B)B™.
On déduit comme dans 4.3 :
5,4 — Si A%c A, B¥<c B, £%(AoB)B¥ est l'onsemble des éléments -E_r 2, by
avec T.ra. & A® ’ Tv. « % .
_— i i i1
On déduit de 5.7
% % .
5.2 - Si A* ost normal Coms A ot B dans B , A"(A°B)B™ est normal dans
AUB .
503 -Si A"CA,beB,b LA*(AQB)] v Te 1X(40B).
En particulier, on a pour- B = G :
S5e4d = Si A c A, A*(AOG) cst un sous-groupc normal (dans G)
5.5 - 8i A ost normel et AoG £ A¥ T A, A® est normal (dans G ).
Si 1l'on considé&re une chaine centrale, c'est-d-direc une chaine A ¢ A,, <
coo C':Ai-‘l < A, € ..o G, telle que A oG = A, , » on déduit de 5.5 que tout

sous—-groupe interealaire d'une chainc centrale cst normal (dans G )

AuB =

Soit maintenant AX¥g A, x € A¥

A(AOB)B y un élément de
-1. =1 -1 -1 -1

of acbx” b = X aeg o~

2% (A v B)
o8 e N CN =1

93€A,b,GB,C’\EAOB. Puisque

est un produit d'éléments de la forme

« b 11@"1

“1.a7" € (a%4) (noB),
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car AoB est normal dans Ay3B , de sorte que :

a7

5.6~ Si A c A, A% (AuB) £ (4%04)(4oB) .

En particulier Ao(AuB) = (AoA)(AcB) .

On sait que si B et C sont normaux ABoC = (AoC)(BoC) . On déduit en

tenant compte de 5.2 et cn appliquant 5.6 que si Ax est normal dans A et
B* dans B, [A*(AoB)B"jo(A UB) = [A*o(AuB)] | (A0B)B™0 (4 uB)]:
= [#% (2 uB)) [(80B)o (auB)] B0 (auB)] & (4%04) (40B) (8"0B) :

5.7 - Si A* ost normel dens 4 et BX dans B [a%(aeB)B¥]o(auB) €
(A%04) (40B) (B*0B) .

: /’
6+- SOUS-GROUPES RESOLUBLES.

De 2.1 ot 4.3, résulte

6.1 - Ona K°(AuB) = K°(4)(49B)X°(B).

62 - Si B est normal dans Au3B , KZ(AB) < KQ(A)'.Bo

i 27, 1= . . i ) KV
Botons Kl({&) =K LK1'1(A)L K1“1(A)0K1f4 (4);51 d+k = i+ 5 K (4) = Iga ¥ (1))
pe ki (AB) & il (A).B on déduit en tenant compte de 6.2 , K (AB) = K‘[K1-1(AB)J
c x° &{1-1 (1) .B] € x*(a).B , de sortec que :

6.3 — Si B ost normal dans AUB , K (AB) & K'(A).B

(AoB)B = N, UB(B) est normal dans AUB ; on a donc d'aprés 4.3 et 6.3,
k(L VB) = K3 @;. (40B)B] € KJ(A)(4oB)B 5 mais KJ(A) est normal dans 4 , donc
dtaprés 5.2 , KO(4)(4°B) ost normal dans (AuB) 3 si j+k=1+1, one

en appliquent do nouveau 6.3 ; K (AuB) € KKE{J (1) (AoB).-Ajg K9 (A)'(AoB)Kk(B) .

6.4 - Ona K (AUB)S KI(A)(LoB)K (A) , si j+k=3i+1.

Si la condition des chalnes desccndantes est velebles dans G s il existe
un nombre n , le degré résoluble de A , tel que k™ 1(a) # k%(A) = KnH(,A) .

Suivant que K7(A) = ¢ ou K"(A) = A on dit que A est résoluble ou anti-

résoluble (parfait). K%(4) est un sous-groupe anti-résoluble, réunion des

sous~-groupes anti-résolubles de A , que nous appclons radical anti-résoluble
de A ot notons K(&) , si 4 B, K(A)E K(B) « De 6.4 on déduit :

6.5 = K(AvB)= K(A)(LoB)K(B) .

En particulier :

6.6 ~Si A et B sont normaux dans AuB , K(AB) = K(A)K(B) .

6.7 - Si A et B sont résolubles, K(AvB) = K(AoB).
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Ces deux propositions généralisent : si A et B sont normaux et résolubles:

AB  est résolublc, d'oll on déduit 1l'existence du radical résoluble (Filling)

T o= SOUS-GROUPES NILPOTENTS.

On peut falre des considérations analogug,s en romplagan‘c l'operatlon K
par l'opération ol définic comme suit ot(a) = ot (A)OA , O (A) Lok = 2(A).

Brn utilisant notamment S.7 on déduit par récurrence
0% (4uB) & 0" () (4oB)0*(B)

et si 1'on note 0O(4) = 0%(A) ot n est défini par s on-1 (&) =}= o™(a) = OHH(A)

il en résulte :

O(AuB)Z 0(a)(A0B)O(B)

8+~ FORMES CO:LIUTATRICES.

Soit N = [1 P \/] un ensemble fini d'indices ¢t E = LA » by oy
cee A))] un enscmble de sous—groupes (non nécessairement différents) de G .

Considérons un elemen‘c gquelconqgue de A1 U A2 U oo WV A ,. soit a —TT a a e

i
Ceee aiv » avec a; éA% 9 )LeN . si §™ , A4 Y estun sous-—ensemble de
A éléments do N , soit N rx. 5 )x.2 g see 7(.)\] s nhous notons N>\(a) ’

le produit obtcnu cn égalant & e tout &lément aix de l'expression de- a pour

lequel 2z % N)k , Clest-a-dire quo'

5N (a) -

e o pLS pld

TN ! A
Soa, a. seee Q.

i 1. 1 1

Nous notons par ailleurs EtM(A 5 A2 5 eoe A))) s OU encore E}L s l'en—
semble des éléments a € A WA, YV .. ULy , avec N™(a) = e X quel que soit
A '4 rk et lc sous-cnsemble N» de N . Par définition E (i
= 8UA U «es ULy . On s évidemment : BV BV
De plus 3

1 9 .[2 9 e e 0 9.[3.”)—‘

vzl ¢ oo ¢ 8% c B,

8.1 - E [° cst un sous—groupc normal do g’ , 1<~ Vo

: 1..,2 X
Si o = Tro(o( o 0{.” gy X € A, ,20%&N, ceci résulte des relations

>‘ J_}(E‘J J )()\L 20
N (ax) = "Iai PN ljl o<j’ ;—43’\ - (a).N (=)

X -1 - Vi _ - 3 - < LA -
) M T @D s TR (0 [ et

v . . O . ~L
N e - T ax* (o)™ = & N (a)] (7))

- ‘ > oy
N>\ i_‘”(%a(dx)-’]J: T.Ta.1..- ai)f.)\= N% (a) ‘}"‘% Nx



6-06

Soit mainicnant CF (A1 » Ay oy cee Ly) unc forme commutatrice de poids M

8.2 - On a <-‘rFQ(A1 b Ay s e s hy)c E))(_A_1 ) by s eer s Ap)

D'aprés 4.1 ccei est vrai pour » = 2 . Supposons gue la rclation soit

vraic pour tout YLV, D'aprés la définition des formes commutatrices

%("H’Az
5 b}
ol ))1, ))2<>), V, + Y,

fifférents, apparticnnent & N

cee s Ay) = CF1(AL1, AL»1)0?2(AH;...,A%2)

YV , les indices 5 s Les LUy s W
oo o © o 0 ]/ b
K M >

Notons I = [L1, oo g L)’:’ s 1'= [ﬂ1y-eo,fuj"
1 2

ona IwWI'=N. Il s'en suit que tout élément (f & Cf“(.!&,1 9 eee g Ay) est

de la forme

¢-Tergi

»

i

L ” 1 Ti 2 < .
1 ! } = =
oy d'aprés 4.1 , q:] = (P] = e et d'aprés l'hypothése, LP

- L
! = u 3.1 o
L, £ T

1 1 1 2
a avec 1 (‘f’k ) = e, pour tout >\1 (3)1 ’ ‘:Pk = Trai cevoay avec

1

A .
1 2((&3) = ¢ , pour tout >\2 <L ))2 . Soit maintenamt A <Y 5 on a

(@) = Tar el (@) - T [Enn*li@). a1 (e?)

Quatre cas sont & distinguer :

(1) 1a¥*cI , ItnNtcT

- A - =1 - A J -
= ¢ et par conséquent N ((F) = e .

(2) I1nx =1 , ItAn®

°
7

¢ I' 5 dons ce cas \:INN%] (('Plj:)

4 A 1
dans ce cas ‘LIHN J ((ek)

1]

e, [T )P

HYD =Py

: [Irf-, N)‘J((.Pkg) = e¢ , ¢t par conséquent N (LP) = TkT (‘P]:: =€

(3) 1nNA

cIl , Itn N>‘ = I' ; en procédant de fagon symétrique & (2) on

obtient N> (LP) = T}:(&i = e

A

(4) IaN =1 , ItAamWr=T1r

on déduit IeND I'eN>™ donc
?

N=TIuwltc N>\ y cc qui est contradictoire, puisque X < ¥

~
On a donc de toute fagon N>‘ ((P) = e , c'lest-a~dire qi € BEY et en défi-

nitiwee 'JPQ Eg, pour tout P

Soit maintenant CF (AL s A

w , ou les indices Lv 9 114.

~

R ALW) une forme commutatrice de poids

v £ w , non nécessairemcent différents, sont tels

que Lv € N 5 nous dirons que le nombre ( des indices L, s différents, est

"1'indice de CP par rapport & E

une forme commutatrice de poids w et d'indice ¥ .

H on a w é W o Notons ¢L(AL ’ A\_ ’...’Ab)
. 1 2 w
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. | |
8.3-0na P (AH, oo s A VS EN(A Ay, ey Ap) s
w

Dtaprés 8.2 , CPL(AL y eee g AL){_‘EW(A L) . Soit a €E" ;
w

5 )
1 4 tdw
1

’
d'aprés la définition de EV il est de la forme a = Tf a.  eee aL‘” s o1 81 1'on

i

- v
note I-_-[L;i s oee ’Lw]’ ona a; \:ALV pour tout LV€I ot Iv(a)=e ,
pour tout v < w . Notons également I AN i ; l'ensemble des éléments de I
qui sont égaux i un quelconque des éléments de NN . St ANev , 1 !\N'\ c1I,

de sorte que

v (a) = [IAN)\_](a) -6 .

On en déduit E'(A , «us , A )€ E"(A1 s ses » Ay) et on définitive 8.3 .
‘ 1 - W

9.— AGREGATS COIMUTATEURS.

Nous allons appeler agrégats commutateurs d'indige v, 1la réunion des for-

mes commutatrices 47 (A s ALy oen s & ) d'indice A 3 L par rapport &
_ o W

E = LA1 9 AQ 9 o0 A.‘)J et nous%’ﬁoterons Ob (.[.L1 ’ A 9 eee AL))) H

1

O = (A1 9 ooce ¢ Av) =A1 U eee UA)J .

9.1 = 0" ( by A2 g see o A;?) est sous-groupe normal dans A,‘UAEU v o UA,,.
Soit CP>\ unc forme commutatrice d'indice X 3 Ly, ©C € ‘F'\ y B€A,
XEN. Ona |

303;1 = (aoc)c é. (A),*o ?j)\)c?)\é‘. OL(A1 9 eoe }&)))

car A, o Cf)\ est unc forme commutatrice d'indice > A . liais alors on déduit

que pour tout ¢ = —q a? !

i € 0% et par consé-

e al € U e VA, sle
quent 9" .

2 2
902 —On a E (A1 ) Ag 9 ove o .Apl: O_(A.,, 112’ o0 9 Av) .

D'aprés 8.3 ’ 02’5.- E2 . Soit,réciproquement , a = m a? cee a‘)é E2 ’

i’ i
c'est-a-dire tcl que -g-a;(‘ =e « Il existe une substitution opérant dans
l'ensemble dos a;“ telle que o (a) = Tira; '1’ ai cee "Ia;) . D'autre part
¢ peut 8tre décomposéc en un produit de transpositions & = ¥ '?-'2 cos ""C'm
portant sur des éléments consécutifs et de la forme = (aik’ aj)“) s, avec
X4+ A . Ona aix a;\ = a;'i\ a> (02) et puisque O° est normal dans ET ,

- donc 1'équivalence attachée réguliére, 'li( ’tk-!-? ces 't'm(a) = ’tk+1 - tm(a.) (02}
On en déduit ' .
. 1 . 2
e = 1;.{ ai o o0 -irl' af = 6- (a) = ’tq ?2 o0 o th (a) E a(o )

c'egt-ad-dire que a € 02 ; et en définitive E2 < O2 .
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9.3-0na B (&) s Ly s oo b hy) 20 (A, s Ay s oo s Ay) , 1SV EY

D'apres 8.3 ,0“€ EY“ . Supposons que E "'15 o"=" . Un élément

©=1 st donc de la forme a = 1;[’- (-P1 (-PQ (?)\ X, 5 o iPx&
?Lq (A cee A ) ’ . étant des formes commutatrices d'indice
-1 e'b differentes au moins d'unc varlable et o( €0t . Side plus a € ok
ona N (a.) = e , co qui entraine, puisque o ¢ E"' , dome o, € E-
-1
(c(i) -

L__J ; on a d'apf“es 8.3

(e, a1 Kunu' ¢ K,

I - xR - o ,

Notons d'autro part K:n. = LJ«L s see 9 I

y oi Kx/'INL = K, , donc

-1
N = Kx (]

Si donc on prend y--1

b=ty T o b=t ? L1, L—1 Lt _ >
Ce-nt) Tattgh) v el @ v ) =T Y
car NL-1:F K, » pour tout )ﬂ’# Y . On déduit que
_ T ! 2 L
a= T G PP Py o

- —
avec }z (Pi =0 1\<J(.$>\ ’ Tlr 0('i=e . Miis on a 0(:'{ 0(16‘0"’ et
by o - 2, dt=1 b= L1
&'autre part (P= -}:.Lr (():1.'. qi ce e (Pi).\ Q(]{- E’ E ((?1 ’¢L2 g o000 9 *A 9 o." ) ’

donc d'aprés 9.2 @

=K, , ona

2 L=1 L1 YA | L
CF‘SO(CP., ’ ) ,---,4’)\ » O )SOL'
0% . De 9.2 on
v .

" par conséquent a =X Y € 0 “ ot en définitive E“ €
£

déduit maintenant que 9.3 est valable pour tout ¢

904-011 a

U -0 ) T \ | .
1$x$v Ax" X1 AX1' 31’ Xg O (Ax1’ I‘L)ﬁ2) e x1’000,xA O (Ax»l'"'."AXA)
v

o A)-)) 1ltordre des facteours dé.ns les produits Tr

o000 O A IL
( 1 ’ x,’...,xk

2 1

étant ind&fférent.

Choisissons d'abord un ordre fixe, mais autrement arbitraire pour les pro-

dui “ C - Nl 1 2 y U ,‘
u;.ts )(.1,...,%.)\ et soit a N a.i ai ess ai& 17 &Y !z x * Notons
-7 . Y = 1l
N)Cv...,x.)\ "_D{’I LA x’)\] et pos‘ons c(DL,‘) B N)t;(a) ! p1 ‘x1°(3<'1) *
. N -1
LeS I‘elatlons 0(){1 9 oo 9 )(A ) - Nx ’.“’x (pA_1 a)

A



Py = P}\_q I_:—,”.’Lx c:(‘)c1 g eee ,“)L)\)
définissent c(><,l »oeee 525 ) et Dy poﬁr tout N < v . Nous avons évi-
- demment
(1) c(2,) €4,

et d'autre part

s 2
(2) a=p, (EY)
1, =1 (1 V-1 T e T P =1 1 L
car N, (p1 a) = :«'.z.?id‘-“- \_c(xq)J/{ N, (a) = 7'('1‘LN3"~»[‘N7<1(8)3J N, (a) 5 mais
) o e 3 ){1 :];"')L

(Mfa) 5 x =0

de sorte que x(p1 a) = "N (a )} 1.Nx( ) = e , pour tout 2¢ , donc p1 12 €8°
et on définitive (2') .

Supposons maintenant que

L
}C}\_1)e E (A?_?, cev sy A )

(1m) c(?f-1 5 eee g
A =1

(2) a=p, _, (EM)
N A
B EARRE RN

N -1 -1
L LC I NIE N'[ﬁac1,...,atA (Brq2)] = M (5 l4e) - o

a partir

Si N' est un sous-ensemble propre de s nous obtcnens de (2")

c'est-a-dire gque

(1) c(%q 9 LU ) 9}LA)€ EA (.[-\,;L,‘T}:OO ,AK/\) e

Dtautre par'b ,
s > y I-’ -1
Py & = [“1’””"’{)\ o g0 e 2N ) *Py-1

Si #(7\ ’ Nf;'[~c(?c1 , y Aoy )] = e, d'aprés (1) et N’L(p)'\'j_,’a:o)
d'aprés (2") , tendis que :

, A
_ (¢ PN e, TN
}I%LC( 1S 9 eoce g ’3{.)\):.5 ='} 1’ .9 )\
1 / A X
ey s e e ) Notysens g™

toujours d}apras (1) + On cn déduit
th{’a) = e /LL. < A
y (5]"a) = [o(og , oy 3¢y )T (55 LN (5 Ty (p)\ 2) = c



6~10
A+

donc p')'ja €0 y clest-d-dire
)
On en conclué que (1) et (2) sont valables pour tout XN <V , clestei-

dire que ‘
a=p.>|-100(1, 2’ ®co 99 ) = 3’110(x1)0 ;IS’XQC(X1,‘)12) LU 0(1’2’00.9)

ot c(x1 g oees gy )€ g» (A SRR Ay_)\) s 1 E&ALY, (1, 25 eee 4,¥)
v

E,E (A,,;AQ'.OQ,.A]J)o
Mais ceci signifie, en tenant compte de 9.3 que

szsv Ay € %TA;H.;F’? o(x *

et d'autre part lt'inclusion réciproque est évidentoc.

1 ’ 2) es e OQ (A1 9 oeee 9 IL;))

9¢5 = La suitc définic par

~GR)
c) = '\,, -1 c, 2 b'A a~» (ab))‘ y Cp = b_\ =N (ab)'

est telle que cy € 0>‘ Sa,b? .

Nous allons mon'trer que si nous prenohs, dans la démonstration de 9.4 ,

x {a, ’ a - bt R a;‘ = 2! ’ a;'" =ab , 1<& ¥ <Y, nous obtenons
en cons1derant l'element de 1S§‘-{.V A, = {a,b}
AL = Tll' a; 5.12 e a? 2oV V@), 1.1, 02 3
1'égalité suivante
(1) ‘ c(x1 poeee 3y ) = o)

quel que soit le sous-cnsemble [?(1 g eee o ?*’.>\] de A éléments de N .

Supposons cn cffet que 1'égalité ait liecu pour tout >\}< A Dtapres 1l'hypo-
thése ot la rclation (2) de 9.4

,
O T c
N 3 T I e i
xq’...’xx w1,.." A’ CN,
, %1’.'.’?CA)
. % A
§Nl I -
'a(_,,...,}c, N 1""’%*

~.

La seconde alternative se vérifie pour ()\.) sous cnsemble NA
3‘.1 gecey D A‘

de A éléments de N s de sorte que

X ot T

Tty ey 1) - N ypenny a9 ol )"‘2;\3‘2 i(%1 ’Ti))m
2) ) A_q
;tr-‘;,..o,KA-1c(a’L1 ? °°° 3 aLA_1) = 02 C§3 ce e C)‘“1
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et en définitive, puisque N}‘, = () = b->\ '%( b)>\
. 3(1’-o0, d(-'x ( ) ()\)
I -1 Tix RTINS U DR N
o7 s weey 2y ) = N oyreens aC.;(P)\-‘i'*) =eynlg e oy " b Ta T (ab) =0y

On déduit que (1) est valable pour tout X < v . Mais d'aprés 9.3

e A A
G(3~1 9 see ,}Lx)fo (A.%’ 0o e ’A}(‘ )=O {a,b%

7° A
On a donc
cy & O’\ ga,bg

pour tout R y ¢t puisque la relation a licu pour tout » elle est valable
pour tout A . On cn déduit 1'identité de P. Hall |

. A )
(ab)}‘ - a® 022 cee c)\)\__;'1 N

avec c?f(_é 0" {a,b} 9 2 £ ¥ ¢A, sous la forme donnée par A. liagnus et

généralisée par M. Lazard.




