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SUR LES COMMUTATEURS

J. PETRESCO,Conférence faite par J. PETRESCO, le 22 mars 1954 ,.

Faculté des Sciences de Paris

Séminaire d’ALGEBRE
Année 1953/1954

Il s’agit d’une reconsidération des différentes notions relatives aux com-

mutateurs dans les groupes, d’un point de vue plus général, et qui, tout en res-

tant à l’intérieur de la théorie classique, permet des développements systématiques.

 .- SOUS-GROUPE COMMUTATEUR .

Le sous-groupe commutateur K2 d’un groupe G est la classe unité modulo

iF8 , où Jf est l’équivalence régulière minimum qui jouit de la propriété

ab  ba(R2) ; on en déduit que K2 est le sous-groupe (caractéristique) engendré
par les commutateurs a n b = a,b e G . Si l’on se propose .

maintenant de déterminer la rela.tion a 1S7 b ( b est une- substi tution de a ) t
il existe un ensemble [a y a , o o o y a ) d’éléments non nécessairement dif-

férents de G et une substitution 03C3 = a1,aj, a2’ 
° ° ° 

opérant dans cet

~l ~2 ~n ’

ensemble telle que a = a~ a~ .. " b = r (a,, a~ ... a~) y où on a noté

o- (a, a2 o.. an) = ai1 ai2 .a. ain , On voit sans difficulté que 
~ est une équi-

valence régulière. Pour montrer par exemple la transitivité, on déduit de

a = a, . o . an , b = «. (a1 .. . an) , 
b = b, ... c = "’’ (b, ... bm) ,

que a = a, . ;. o 8. il b ,; , , ; 

 
b~’ , c = " (b, 1 a o o b~) .  (a, o o . a~) .b~’ = 

::.f(a, ... an b i ... bm b-1). De plus, a ~ b - a à b(2),car 03C3 (a1 ... 

£ a1 ... a (ÔÉ2) - on utilise la décomposition d’une substitution en transposi-
tion opérant sur des éléments consécutifs et la régularité de H2 - et par

2
Conséquent si E est la classe uni té modula H , on a E  K . Réciproquement,
Un commutateur appartient à E y donc, puisque E est sous-groupe,

K~ C E à . 

" 

j

 of - K2 e£t_ l’ensemble des substitutions de l’unité ; a ~ b ~ a = 

2.- SOUS...GROUPE COMMUTATEUR D’UNE RÉUNION.

A et’ B étant sous-groupes de G , notons A .,,’ B le sous-groupe qu’ ils

engendrent, K2(A) le sous-groupe commutateur de à- , Un élément de



A ~ B est de la forme .’! n a. b. avec a. 6 A , bi ~ B . Proposons-nous de ,

distinguer parmi ces éléments ceux qui composent le sous-groupe commutateur de 
.

A u B y Si l’on considère l’ensemble E(A ~ B) des éléments 03C0 a_ b,

avec ~ K2(A) , 03C0 b. 6 K2(B) , y on voit facilement qu’il s’agit d’un sous-
groupe. D’autre part un commutateur de A u- B est de la forme c = a_ b.
jm o( 6 (03C0 a. b.)"’ ( 03C0 03B1j 03B2j)-1 et on voit par exemple que 

...

On dédui t , d’après 1.1 , c ~E(A~ > B) ~ donc K (A u B) ~ B) . Ré c i pro-

quement, de c~ on déduit c = 03C0 a. K2(A)K2(B) ~
K~(A’~B) , donc d’après 1.1 , , c et 

2.1 - K2(A UB) est l’ensemble des éléments ’.* a. bi , avec I! a.~ K2(A) ,
7 bi ~ K2 (L) .

On peut faire l’extension par résurrence de cette propriété à 
... A~j ) .

3.- NORMALISANT.

Si A C B ~ appelons normalisant de A dans B le sous-groupe normal dans

B engendré par A y soit NB(A) et considérons l’ensemble des 03C0 a. b. avec

~ b. == e ~ soit (A~B). Celui-ci est un sous-groupe normal dans AUB y car

si évidemment a. 03C0a. bi.a-1 ~ (AyB’) et b. 03C0 a. b. 

tel ° b. 03C0 b .b-1 = = part !J a. b. = b2 ... bi -1 ’ai (b1 b2 "’ bi-1)-1 03C0 bi et si 03C0 bi = e , on voit que 03C0 a. bi ~ NA~B(A) :
3.1 - N B(A) est des éléments !j. a. bi , avec 

En particulier N(A) y le normalisant de A (dans G ) est l’ensemble des

g~ , avec ~ A , G , = e .

4.- COMPTA TEUR DE DEUX SOUS-GROUPES.

Notons AoB le sous-groupe engendré par les aob , y avec a ~ A y b ~ B .

C’est un sous-groupe normal dans car si par exemple A y
~. a b a" b" .~"’ = °la b (ca)" b" .b"~ b"~"~ AoB . En particulier AoG

est normal dans G . Si l’on considère maintenant l’ensemble (A,B) des 03C0 a b
~T Tf 

’ 

B ~ ’ i i i

avec ~ a~ = ~ b~ = e ~ on voit qu’il s’agit d’un sous-groupe normal dans 
et puisque a b a"~ b"~ ~ (I,B’), on a Réciproquement si =



4.1 - AoB est l’ensomble des élémants 03C0 ai bi avce i ai = 03C0 bi = o.
Si 03C0 a. b. est tel que T.f b. = o y on a d’après 4.1 y 03C0 a-1n-i I? i i ~ 1 - " "

donc ~ ~ b~ = TT a~ . ~ c~~ ~ ~ b~ A(AoB) et conséquent,
°°°°° ’ 1 "1 1 ’1 * ’i n-1 1 1 1 

il 

~ "

d’après 3.1 , N. Puisque part a.ba-1 b" 

4.2-On a N~~~(A) = ..

En particulier N(A) = A(AoG) . Z étant le centre de G ~ A ~ Z équivaut

à AoG = e . On déduite puisque GoG = K 2 s

Un sous-groupe normal A est contenu dans. Z , y ou alors A~K2 ~ e ; tout

sous-groupe normal minimal est contenu soit dans Z , soit dans K .

De .-H a. b. = ~J a.. U a" . ~ a. b. tt déduit également s

4*3 - On a AuB = A(AoB)B 3 l’ordre des facteurs est indiffèrent . 
’

5.- LE PRODUIT 

On déduit comme dans 4*3 ~

5.’) - Si B* g B , A*(AoB)B* est l’ensemble des éléments 03C0 a. bi,
avec ~ a. ~- A~ T b. ~ B~ .- 

2014201420142014 11 ’il

On déduit de 5.~ s

5.2 - Si A" est normal d-s A et B" dans B , A*(AoB)B* normal dans

AUB . 
’

5.3 - Si A~ &#x26; A , b ~ B , b b~9 

En particulier, on a pour- B = G 2

5*4 - Si A y est un sous-groupe normal (dans G) .

5.5-Si A est normal et AoG ~A~ S A ~ A~ est normal (dans G ).

Si considère une chaîne centrale, c’est-à-dire une chaîne A $- A1 ~
... ~A__. &#x26;A. ~ ... ~ G y telle que A.. ~ y on déduit de 5.5 que tout

sous-groupe intercalaire d’une chaîne centrale est normal (dans G ) .

Soit maintenant AoB . Puisque
AuB = A(AoB)B y un élément de est un produit d’éléments de la forme 

b" c" a" -== Xa~"~a"~.a.~c~" .~b~’~b’"~.c’~.a~ ~ 



car AoB est normal dans A B B y de sorte que s

En particulier = e

On sait que si B et C sont normaux ABoC = (AoC)(BoC) . On déduit en

tenant compte de 5.2 et en appliquant 5.6 que si A* est normal dans A et

B* dans B ~

5.7 - Si A~ est normal dans A et B~ dans B ; 

6.- SOUS-GROUPES RÉSOLUBLES .

De 2.1 et 4*3 ~ résulte s

6.1 - On a = 

6.2 - Si B est normal dans $ 

Notons K~(A) = ~JK~~A)]~ j~k = 1~1 ~(A) = 

De K~"~(AB)9 on déduit en tenant compte de 6.2 , = 

~ K~~"BA).B]~ K~(A).B , y de sorte que s

6.3 - Si B est normal dans K~(AB) ~ K~(A).B _

. 

(AoB)B = N, ,-D(B) est normal dans A ~ B ; on a donc d’après 43 et 6.3 p
A ~ jj

Kj(A~B) = Kj [A.(AoB)B] ~ Kj(A)(AoB)B ; mais Kj(A) est normal dans A , ’ donc

d’après 5.2 y est normal dans si j +.k = i + 1 y on a

en appliquant do nouveau 6.3 , ~ 

6.4 - On a si j + k = i + 1 .

’ 

Si la condition des chaînes descendantes est valables dans G y il existe

un nombre n ~ le degré résoluble de A ~ tel que K’" (A)~K (A) =K (A) .
Suivant que K (A) = e ou K (A) ==A on dit que A est résoluble ou anti-

résoluble ( parfai t ) . K (A) est un sous-groupe anti-résoluble, réunion des

sous-groupes anti-résolubles de A ~ y~ que nous appelons radical anti-résoluble

de A et notons K’(A) y si A ~B y K’(A)= K’(B) . De 6.4 on déduit s

6.5 - ~(A~B)~- 
En particulier s

6.6- Si A et B sont normaux dans y 
== 

6.7 - Si A et B sont résolubles, = K’(AoB). o



Ces deux propositions généralisent s si A et B sont normaux et résolubles’

AB est résoluble~ d’où on déduit l’existence du radical résoluble (Filling) ~ 
"

7.- SOUS-GROUPES NILPOTENTS.
’

On peut faire des considérations analogues en remplaçant l’opération K

par l’opération 0~ définie comme suit 1 = 0~(A) = AoA = K~(A).
En utilisant notamment 5.7 on déduit par récurrence

et si l’on note = On(A) où n est défini par s = 

il en résulte :

8 . - FORMES COMMUTATRICES.

Soit N = [1 , 2 , o o o y J] un ensemble fini d’indices et E = [A1 ,
... , A , ] un .ensemble de sous-groupes (non nécessairement différents) de G .

Considérons un élément quelconque de A, W A2 w .. o W A v , soi t a =03C0 al aÎ ...

o.. af , avec afe si N03BB , À 1 9 est un sous-ensemle de
À éléments de N , soi t N’ = 1 , >..i , ... , 03BB] , nous notons lI’ (a) ,

. le produit obtenu en égalant à e tout élément de l’expression de. a pour

lequel >.c 1 N03BB , c’est-à-dire qu.e ’ .

Nous notons par ailleurs EF(A. ? A? ~ ... ~ ou encore E~ ~ 
semble des éléments a~ A.~A~ ~ ...~A~ y avec N (a) = e ~ quel que soit

~~ ~ et le sous-ensemble N~ de N . Par définition E (A. p A~ ~ ... y 

= ... ~A~ . On a évidemment s E ~ ~ E ~2014’! ~ ...~E~ ~ ~  ... ~ E 2 ~E . ~
De plus : 

’

8.1 - E ; est un sous-groupe normal de E ~ 1 ~ ~ ~ " .
Si >( = 03C003B11j03B12j ... 03B103BDj , 03B1x ~ A., y x ~ N , ceci résulte des relations ?



Soi t maintenant 4’ (A1 , ? l-- , , .. , 9 /i g ) une forme commutatrice de poids ùi é

8.2 - 0n a # (>à, , A~ y o .. ~ /.> ) C E °(A, ~ o . o , Ap) .
D’après 4.1 ceci est vrai pour 9 = 2 . Supposons que la relation soit

vraie pour tout D’ ° . D’après la définition des formes commutatrices

Où 9~ 9 9~  ’ , ’, + ’~ = ’ y les indices L~y ooo , L, y ~, ooo , U» ,
1 2

fifférents, appartie nnent à N , Notons I = [ L, , . o o y I ’ = [É, , . o . , 
on a I i> I ’ = N . Il s’en suit que tout élément 03C6 £. 03C6(A1 , o.. , />v ) est

de la forme

0153. d’après 4.1 , !f = = e et d’après l’hypothèse, 03C61k = t.t ai ...

avec 1 03BB1 (03C6k1) = e , pour tout B  v1 , 03C62k = a/S avec

1 03BB2(03C62k) = e , pour tout 03BB2  Y2. Soit t maintenant 03BBv ; on a

Quatre cas sont à distinguer s

(1) in dans ce cas (?,’) = e , =

= e et par conséquent N ((p) = e . 
.

(2) 1 , i dans ce cas = =~~ ,
-[l~nN~J(~) = e , et par conséquent N~((~) = ~T ~~ = e 

(3) I~N03BB~I , j en procédant de façon symétrique à (2) on

. 

obtient N~ (~) = T’~~= e
(4) I~N~= 1 ~ = on déduit donc . 

"

N’ = N~ ~ ce qui est contradictoire, puisque X  ~

On a donc de toute façon N03BB (03C6) = e , c’est-à-dire 03C6 ~ ED et en défi-

nitiue 03C6~Ev, pour tout P . .

Soit maintenant Y (AL1 , AL2 , ... , ALw) une forme commutatrice de poids
w , ou les indices Lv , 1  v  w , non nécessairement différents, sont tels

que L v 6 nous dirons que le nombre L des indices Lv , y différents, est
’ 

par rapport à E ~ on a L  w . Notons ~~(A ~ A ~~.~A )
une forme commutatrice de poids w et d’indice lP . ’ 

’ ~ ~ 
. 

~



D’après 8.2 , 03C6(AL1, ... , AL)~EW(AL) Soit a 

d’après la défini-tion de EW il est de la forme a = 03C0 a’ ... aiw, où si l’on
note 1 = { r Li , ... , Lw] , on a aiLv ~ A L pour tout Lv ~ I et Iv(a) = e ,

pour tout v  w . Notons également 1 /B N y l’ensemble des éléments de 1

qui sont égaux à un quelconque des éléments. de N-~ . Si BL. 
de sorte que

On en déduit E~(A, ~ ... , A, ) ~ ... , et en définitive 8.3 .

9.- AGREGATS COMMUTATEURS.

Nous allons appeler agrégats commutateurs d’indive L, la réunion dos for-

mes commutatrices 03C603BB (A y ... , par rapport à

E = A2 , ... , et nous le noterons O (A1 , A , ... , Av) ;
0 = (A. ~ ... ~A~) =A.u ...uA~ .

9.~ - 0 ’" (A. y Ap ~ ... ? sous-groupe normal dans ... ~ A ~ .
Soit 03C603BB une forme commutatrice d’indice 03BB ~ L , c ~ 03C603BB,
N. On a

car est une forme commutatrice I.iais alors on déduit

que pour tout 03B1 = ’1 a1i "’ aDi ~ A. ’J ...-’ Av , 

’ 

c-1 ~ OL et par consé-

quent 9.1 *

9.2-On a E~(A~ , Ag , ... , A~) = 0~(A~ A~, ... , A~) . ’

D’après 8.3 , O2 ~ E2 . Soit,réciproquement , a = 03C0 a1i ... avi ~ E2 ,
c ’est-à-dire ’tel que ’ axi = e . Il existe une substitution opérant dans
l’ensemble des axi telle que r(a) = " a1i a2i ...  avi . D’autre part
(?" peut être décomposée en un produit de transpositions ce = Tl ... Em
portant sur des éléments consécutifs et de la forme t, == (a. ajx) , avec
x ~ 03BB . On a =55 a03BBj ax(O2) et puisque 0 est normal dans E1 ,

’ donc l’équivalence attachée régulière, k zk+1 ... m(a) ~ k+1 ... m(a)(O2).
On en déduit ..

c ’est-à-dire que a ~ 02 1 et en définitive 0~ .



D’après 8.3 , OL ~ EL . Supposons que E L-1 ~ OL-1. Un élément
(. -1 J:’ Tf (01 (02 03C603BBi 0( "fXest donc de la forme a = 03C62i ... 03C603BBi i , où 03C6xi ~

03C6L-1x(Axj , ... , A ) , 03C6L-jx étant des formes commutatrices d’indice

L-1 et différentes au moins d’une variable et i~OL. Si de plus a ~ El

on a NL-1 (a) = e , 
. 

ce qui entraîne, puisque OL ~ EL , donc o.~ EL

Notons d’autre part Kx = ... , xL-1] ; on a d’après 8.3

Si donc on prend N L -1 = K 9 on a

car N 
1. ~ K y pour tout :x-~~c . On dédui t que

Vautre part

donc d’après 9.2 :

~ 

par conséquent a = 0 ’ et en définitive E~ Ç ~ ~‘ . De 9.2 on
déduit maintenant que 9.3 est valable pour tout 1 $ ’~ .

..* 0 (A. y A2, ... A03BD) l’ordre des facteurs dans les produits 03C0
.

 ~ ~ ... 
--- - -’ - . ’ 

- 
- 

7~ ~ * $  ~ ~C~
étant indifférent.

Choisissons d’abord un ordre fixe, mais autrement arbitraire pour les pro-

duits ~ 
~ et a. a" ... a. 6- A~ . Notons

N03BBx1,...,x03BB =[x1 , ... x03BB] et posons c(x1) =N1x1(a) , p1 =  c(x1) .
Les relations c(x.. y ... , x03BB) = N03BBx1,...x03BB (p-103BB-1 a)



définissent c(x1 , ... ,x03BB) et PB ? pour tout 03BB03BD . Nous avons évi-

demment

et d’autre part

de aorte que = [NEX(a)]-1.N1x(a) = 0 ,pour tout x , donc p1 a ~ E
et en définitive (2’) .

Supposons maintenant que

Si NI est un sous-ensemble propre de N’ 
, nous obtenens de (2")*1 , O O . , &#x26;;

_ _ , .

c’est-à-dire que

D’autre part

d’après ~2") ~ tandis que

toujours diaprés (1 ) . On en déduit



donc p-103BB a ~ 0 +1 , c est-a-.dlre

On en conclue que (1) et (2) sont valables pour tout 03BB  v ,
dire que

Mais ceci signifie, en tenant compte de 9*3 que

et d’autre part l’inclusion réciproque est évidente.

est t e l l e que c~ ~ 0 ~a/b~.
Nous allons montrer que si nous prenohs, dans la démonstration de 9.4 ,

~ ~=~~~ ~ a~ =b" y a~ = a" 
~ 

~ a~= ab ~ ~ ~~-~"~ y nous obtenons
en considérant 1~ élément de ~~~"~~ = ~a~b~ .

l’égalité suivante

quel que soit le sous-ensemble ~ 1 9 ... 9 ~~~ de B éléments de N .

Supposons en effet que l’égalité ait lieu pour tout ~~  ~ . D’après l’hypo-
thèse et la relation (2) de 9.4 m ,

. La seconde alternative se vérifie pour ( B) sous ensemble

éléments de N 9 de sorte que



6-11,

et en définitive, puisque

On déduit que (1) est valable pour tout B ~3 . 0 Mais d’après 9.3

On a donc

pour tout ~  ’~ ~ et puisque la relation a lieu pour tout ~-’ elle est valable

pour tout À . On en déduit l’identité de P. Hall

avec c ~t, ~ 0 2 ~ ’~.  ~ ~. ~ sous la forme donnée par A. Magnum et

généralisée par iL. Lazard.


