M.LAZARD
L’identité de Hall et les suites typiques

Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres, tome 7 (1953-1954), exp.n° 5, p. 1-13
<http://www.numdam.org/item?id=SD_1953-1954 7 A5 0>

© Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1953-1954, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SD_1953-1954__7__A5_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Faculté des Sciences de Paris 5-01

Séminaire d'ALGEBRE
Année 1953-1954

TYTHENTTTRE DE_HALL ET LES SUITES TYPIQUES
(Exposé de M. LAZLRD, le 14 décembre 1953).

AVERTISSEMENT. Les pages suivantes sont extreites d'une rédaction d'un projet
de thése. On y trouvera donc certains renvois & des paragraphes antérieurs, no-
tarment en ce qui concerne 1'existence de la formule dite de Hausdorff, et le

critére utilisé pour démontrer qu'un groupe est libre.

L'identité fondanentale de P. Hall dont il g'agit est celle démontrée au
peragraphe 3 de son Mémoire "A contribution to the theory of groupes of prine
power order" (Proc. Lond., Math. Soc. 36, 1934, p. 29-95). L'énoncé original du
théoréne de Hall est le suivant :

"Supposons que les commutateurs complexes formellement distincts formés
4 partir de deux éléments quelconques. P et Q d'un groupe quelconque G
soient ordonnés suivant les poids croissants, l'ordre étant par ailleurs arbi-

traire, de la fagon suivante @

(a) R1 F) R2 9 cee o Ri 9 oo
Alors, il existe une suite de polyndmes & valeurs entidres (pour x entier)
(b) fl(X) 5 fz(X) s eoe 9 fi(X) 9 oo

(avec fm(x) = fz(x) = x ), tous nuls pour x = 0 , tels que le degré de fi(x)
ne dépasse pas le poius Wi de Ri par rapport & P et Q , et tels que pour

tous P, Q et pour tout entier positif X; o

() (*=r 01 g 4

e y

fl(x)
i L]
cette équation signifiaat que si R}, A ::A(c) s est le dernier terme de la
suite (a) qui soit de poids inférieur & c¢ par rcpport & P et- Q alors
| x_ o f £ £, (x) .
(d) (PQ) =Ry 1(x) R, 2(X),.. Ry A ces (mod Hc) s o0 H,

désigne le c-iéme sous-groupe de 1a‘suite centrale descendante du sous-groupe
engendré par P et Q , les relations (d) étant valables pour c =2 , 3 , ..."

La méthode des suites typiques utilisée dans cet exposé a été indiquée
dans une note aux C.R. (5 janvier 1953),
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1 — SUITES TYPIQUES

Nous considérons d'abord une algdbre de Liec libre L* engendrée par la fa-
mille de générateurs indépendants (x,) . @_ p sur le corps Q des nombres ra-
tionnels. Cette algébre est munie d'une graduation naturelle (les générateurs
étant de degré 1) et nous appelons comme précéderment ordre o(y) 1le degré mi-
nirmun des conmposahtes homogdnes non nulles d'un é1ément y & L* , La filtration o
définit une topologie séparde sur L* , et nous noterons L 1'algdbre complétée :
les éléments de L s'identifient canoniquement aux séries 3, gc::l Y5 ol
yiE * s deg vi = i + Nous désignerons par Li le sous-module de L constitué

par les éléments d'ordre » i ,

Nous pouvons désormais introduire dens L wune nouvelle opération binaire,
que nous noterons Xy , définie au moyen de la forrmule de Hausdorff :
XY =X +Y + 2[X7]+ aee
L devient ainsi un groupe non abélien, et, lorsque nous parlerons de sous-grou-

pes de L , ctcs, il sera sous-entendu que nous nous référons & l'opération xy
Nous nous proposohs d'étudier certaines suites d'éléments de L :

Définition (1.1) Une suite g(t) d'éléments de L dépendant du paramdtre en-

tier positif ou nul t sera dite guite typigue (dens L ) si l'on peut trouver

des éléments aié- L (i entier 2 1) tels que a; € L (pour tout i ) et que,
oo i +

pour tout t : g(t) =Zi—1 tTay .

H dééignan‘t. une partie de L , g(t) sera dite suite typique dens H ei
elle est assujettie & la condition supplémentoire g(t) € H pour tout t »

Nous désignerohs par la méme lettre & 1'opérateur qui fait correspondre &
une suite d'élémentz g(t) la suite A glt) = g(t+l) - g(¢) et 1'opérateur qui
fait correspondre & un polynéme P(t) 1le polyndme A P(t) = P{t+1) - P(t) . Les

puissances successives de l'opérateur /A seront notdes Ak .
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THEOREME (1.2) - Une suite d'éléments g(t) €& L est une suite typique
si et seulement si g(0) =0 et N g(0) e L, pour tout entier k > 1,

Démonstration. Soit d'abord g(t) = Z i=1 1 a, une suite typique. Alors
_ 5™ i _ o .i_ _ i 43 _ e
Ag(t) = Zi:l (t+.1) a, Z =1 £t a; = > i:l ((£+1) t )ai =5 At a; .

i=1
.2 k OO k i .
Plus generalement s L7 gt) = z t~ a, pour tout entier k } 1. Or,

A =0 Sl "k>1i, donc AE g(t)..ZiO_k Aktla CLk,et, en parti-
culier, A¥ g(0) € L.

Réciprogquement, soit g(t) wune suite d'éléments de L , avec g(O) =0,
Nous pouvons calculer les termes de la suite g(t) & partir des g(O)
(k> 1) , par la forrule connue 3

g(t) =Z k=1 (kl A g(O) s OU (i} désigne le coefficient

" binomial que nous pouvons considérer comme un polyndme en t & coefficients
rationnels et de degré k . Aucune difficulté de convergence ne se présente,
puisque la série considérée n'a qu'un nombre fini de tcrmes non nuls pour tou-
te valeur entidre >0 de t . Pour démontrer que les relations Ak g(o)& L,
entrainent que g(t) est une suite typique, nous établissons plus généralement
le

LEME (1.3)~- Soit a, une suite d'81éments de L tendant vers O et

k
P (t) wune suite de polyndmes & coefficients rationnels sans termes constants;,

telles que deg P (t) <o(a ) pour tout k >1 . Alors g(t) = k::l k(t) ay
ost une suite typique.
_ " 00 i, -
Posons en effet Py (t) =2 i=1 %,k - ci,kc' Q . Alors
1 ‘s
g(t) = 1 (Zl 1 %1,k t1) a -Zl_l (Z,k__ i,k ak) + La condition
deg Py (t) € O(ak) peut s'énoncer ainsi o(ak) o si ey ;é 0 ;3 l'interver-

sion d»s sormations est donc licite, et b, Zk-—l i,k kC L; 5 ce qui

démontre que g(t) = = 1 1 b, est une sulte typlque.

Nous pouvons définir sur l'ensemble des suites g(t) & valeur dans L
une structure d'algdbre de Lie en posant (A g)(t) = A g(t) ,
(g + h)(t) = g(t) +h(t) , [eghl(t) =[g(t),h(t)]
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et une structure de groupe, en posant (gh)(t) = g(t) h(t) . Nous introdui-
sons sur cet ensenble la topologie de la convergence simple : une fanille
gy(t) de suites converge vers g(t) si g,(t) converge vers g(t) pour

tout t fixé. Avec ces conventions ¢

© THEORRME (1.4). Les suites typiques constituent, dans 1l'ensemble de
toutes les suites d'éléments de L une sous-algeébre de Lie fermée, et, par

conséquent, un sous-groupe.

Démonstration. Soient g(t) = 2_.1 1 t 8, et h(t) = zoo t bi deux sui-
tes typiques. Alors (A g)(t) = Zf—_l £+ )\a (Areq) ;

(g + h)(t) =Z§_’__l ti(a. + b.) et
(b)) =[Z2, tha, , 5%, ¢t 0, 1=32 (i a0, D . Les

r-l

. - - im ] Svi i A
relations aiC Li ’ biC Li impliquent éviderment ay e Li ’ ai+bie Li

1 ]i [ar,bi_r]é Li « Les suites typiques constituent donc une sous-algé-
bre de Lie,

Soit gv(t) une famille de suites typiques tendant vers la suite g(t).
Alors, pour tout entier k > 1, Ak g,(0) tend vers ok g(0) ; comme,
pour tous V ,k , Ak gy(O)é Ly » Ak g(0)& L ce qui montre (1.2) que
1l'ensemble des suites typiques cst fermé,

Enfin, si nous considédons gh(t) = g(t) + h(t) + fg(t) , h(t)] + ...
nous voyons que la somme des termes de degré n de ce développement de
Hausdorff est, pour tout entier n , une suite typique., Nous pouvons donc
passer & la limite, puisque 1l'ensemble des suites typiques est fermé, ce

qui établit que gh(t) est une suite typique.

Nous allons mainténant chercher & caractériser les suites typiques en
faisant abstraction de la structure d'algebre de Lie de L , et en ne rete-
nant que sa structure de groupe. Remarquons que nous pouvons définir dans

L les puissances fractionnaires de ses éléments ¢ si r et s sont deux

entiers rationnels, x un élément de L , nous poserons y = r/ 5 si

ys =x . Or, d'aprés la formule de Hausdorff, X = rx ’
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r/s

y° = sy ; y est donc univoguerent déterminé par y=x'" =T X .
Autrement dit nous exprimons en termes de théorie des groupes la définition
de la multiplication des éléments de L par des scalaires rationnels. Les
puissances fractionnaires vérifient éviderment les identités (xxﬁ‘ = x ¥

ot x*xM=XM O,ueQ) .

THEOREME (1.5). Si (Pi(t)) désigne une suite de polyndmes en t 2
coefficients rationnels et sens termes constants, chaque polyndme Pi(t)
étant précisément de degré i , la relation @

g(t) = a,F1() o P2(0) | o Pal)

établit une correspondance biunivoque entre 1'ensemble des suites typiques
et 1l'ensemble des suites (ai) d'élénents de L telles que aiéi L, pour
tout entier positif i . .

2

Démonstration. Si (ai) est une suite d'éléments de L tels que aiéi Li
8y Pilt) Pi(t) g, ost une suite typique pour tout i,d'aprds (1.3). Il

en est donc de méme du produit a1P1(t) voe aiPi(t)...=:g(t) , d'aprés (1.4).

Pour démontrer que la suite (ai) est univoquenment déterminée, nous

nous appuierons sur le

LEMME (1.6). Soient H un groupe, (Ki) une suite centrele dans H ,
c'est-3~dire une suite de sous-groupes tels que K1 =H , Ki:> Ki+1 et
(H,Ki)(:,Ki+1 pour tout i > 1 . On suppose que f\i K, = (e) (1'é1ément
neutre de H), que H est complet pour la topologie obtenue en prenant les
(Ki) corme systéme. fondamental de voisinages de e , et que tous les quo-
tients Ki/Ki+1 sont sans torsion. Soit (Pi(t)) une suite de'polynGmes é
valeurs entidres pour t entier, chaque Pi(t) étant précisément de degré
i« Alors, si (ai) et (bi) désignent deux suites d'éléments de H ten-

dant vers e s on ne peut avoir :

W &R0 o P2(t) o BsE) p P18 p F2(t) v, F1(t)

LN o - LN ’

pour toute valeur entiére 2> 0O de t que si a; = bi pour tout 121 .

Supposons que, pour un entier k donné, 'nous ayons démontré les relations
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b, € a; K, pour tout i>1 (cela est évident pour k = 1),
Posons donc b, = a; ¢, c; € Kk . Notre relation (x) s'écrit :
P, (%) Pi(t) P, (t) Pi(t)
a cee Qa eees = \8, C eee \H. C. so 0
1 i 171 i71

Prenons le quotient de H par Kk+1 ; et désignons par £ la classe dans
H/Kk+1 de x€& H , La relation (%) nous donne :

X Pl(t) X Pi(t) @ o )Pl(t) X Pi(t)

~N
LI ] 4. eee = ¢} [ a, C. [
al a.l al( 1 X ( 1 % X

Mais, par hypothése, éi apoartient au centre de H/Kk+1 . Donc

(é ¢ )P (t) “i*'(t) 5. Pilt) ; et nous pouvons regrouper les facteurs du

P (t) Pl(t) Pi(t) Pi(t) ' Pl(t) Pi(t)
prOdult al see ai ei eees = (él coe ai sve
P, (t) P.(%)
o A1
Cl ee 0 Ci LN L]
Pl(t) Pi(t)
Nous parvenons ainsi & la relation : 61 cee 61 eeo = & dans

le groupe abélien Kk/Kk+1 . Remerquons que tous les (ai)’(bi) appartien-
nent & K, , sauf un nombre fini d'entre eux. Par conséquent 61 =8,

sauf pour un nombre fini d'indices, Adoptons lc notation additive j suppo-
sons, dans un groupe abélien sans torsion, une suite d'éléments d; , tous
nuls seuf un nombre fini d'entre eux, et tels que :E =1 T3 (t) d; = O‘, pour
toute valeur entiére > 0 de t . Si tous les d ne sont pas nuls, soit €

le plus grand indice tel que dp # 0 . Alors ;S [§£’Pi(t) d; = 0 ; mais
A Py (t) =0 pour i< £, et Ae B (t) =4 ¢. )«2 (/\3 désignant le coef-
flc:Lent de t‘Y’ dans IE (t) ). Ainsi (4! /\EA)d,e: 0, ce qui implique que

d g= 0 . Tous les di sont donc nuls. Il en résulte que 61 = & pour tout

i , autrement dit : bi_&,ai K .,1 pour tout i . Cela étant vrai pour tout
indice k , nous avons bien démontré les relations ai = b, , comme congé-
quence de la relation (x) .

Remarques (1.7) L'énoncé (1.6) admet un certain nombre de variantes,
qui n'entrainent que des modificetions insignifiantes dens la déronstration.
Tout d'abord nous surions pu supposer que la relation (x) n'est vérifide que

pour une infinité de veleurs de (au lieu de toutes les valeurs entiéres
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>0 de t ). En effet, tout se rmméne & démontrer que, dans un groupe

abélien sans torsion, unc famille d'éléments d (L& i< n) ne peut sa-
tisfaire & Z o

les dl sont nuls. Si (t) = 2{ l )\1 j » NOUS pouvons supposer, en

\

521 l(t) d = 0 une infinité de vcleurs de t que si tous

multipliant 5vcntuellcnvut tous les (t) par un entier conveneble, que
les coefficients A 1,j sont entiers; alors A -A # 0, et

Pi(t) d; 2. n t e, 3 avec e, = ZE -1 3’1 d; + Un caleul de dé-
terminant de Vandermonde montre que tcus les ey sont nuls (il suffit que
le relation 221*1
conditions ‘hi,i # 0 (pour 1< i< n) montrent que tous les d, sont

i
alors nuls., Contentons nous d'indiquer les énoncds suivants, qui se démon-

£t e soit vérifide pour (n+l) valcurs de t ) ; les

trent comme (1.6) :

a) On remplace dans (1.6) la condition "tous les Ki/Ki+1 sans torsion"
par la condition "le coefficient de t1  dans chaque polyndme Pi(t) est
1/i!' ", Par exemple : Pi(t) = (g) .

b) On remplace la condition "les (ai) et (bi) tendent vers i " par
ay = bi =e pour 1> n, on suppose que le coefficient de t~ dans chaque
Pi(t) est égal 4 1, et on remplace la condition " Ki/Ki+l sans torsion"
par "1'ordre d'aucun é1lément (excepté 1'élément neutre) des quotients

Ki/Ki+1 ne divise n! ",

¢) On remplace la condition "les (ai) et (bi) tendent vers 1" par
".aiti K, et b, &K, pour tout i", on suppose que le coefficient de
t'  dans chaque Pi(b) est égal 4 1 , et on remplace la condition " Ki/Ki+1
sans toreion" par "l'ordre d'aucun é1lément (excepté 1'élément neutre) de
K,/K,,, ne divise i !, que;/que soit i 1" .,

d) On remplace la condition MK, /K sans torsion" par la condition
"1'ordre d'aucun élément de K, /K Yl (excepte 1'é1ément neutre) ne divise
n" , et on suppose que le coefflclent de t' dans chaque i(t) est de la

r .
forme 1 ol r divise une puissance de l'entier n donné.
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L'unicité de la représentation (1.5) g(t) = a; ees By .
des suites typiques rdsulte immédiatement de (1.6), en prenant H=1L,

i = L, , et en remplagant, si nécesseire P, (t) par n; Py (t) et a; par
/ n

ay , (n ) désignant une suite d'entiers convenables,

Nous voyons de plus quec la suite (ai) d'é1léments de L intervenant dans

Ia définition (1.1) des sustes typiques est bien déterminée par la suite

g(t) ¢ il suffit d'appliquer (1.6) & L considéré comme un groupe abélien.

Enfin, g(t) € L, pour tout t si et sculcment si &, € L pour tout i
(appliquer (1.6) au groupe abdlien L/Lk).

Achevons la dénonstretion de (1.5). Soit g(t) une suite typique. Sup-

posons que nous ayons déja constrult, pour certein entier 1, des éléments

al’l ’ a2,1 ees al’i s tels que C_L pour 1< r<i et que
L R 2 )
(g(t)) al,i az’. cos al’i & L .1 pour tout t entier >0 .
.1 Py(t) P, () . .
Alors h(t) = (g(t)) ay 1,1 e ai,i est une suite typique dans Li+l .

Nous avons donc, d'apreés la derniére proposition énoncée,
h(t) = J 1 £ bJ s avec bJ e LJ n L .1 ¢ Puisque chague polynSme P, (t)
est de degré. 1 ot sans terme constant nous pouvons Cﬂlculer sans amblgulte

Y o) \ *
les nombrew rationnels Aj,k tels que EZk:l i,k k(t) = ¢J o Alors @

1+1 j‘ _ 1+1 1+ﬂ (
Posons = :E_llilkJ,k b'J « Alors la formule de Hausdorff nontre irmédia-
tement que ¢
P, (t)
h(t)]}hi+i ey Li+2 , pour tout t .

Or les eloment? N appartiennent tous a L 41 2 ce qui implique que les
éléments N permutent, noduleo L 4o » avec tous les éléments de L .
Ainsi ¢



5-09

5
DRI I B IONIIAD
al, LN ai’i cl L ] i i"'l 1 i 1 oo

P, (t) P, (%)

i i+l o « n _
oo (2 23 % i1 mod. L; , » Posons 8,441 = Op g Op POUT

,,,,, h KN 0

1<€r < i et a1+1,1+l Ciel @ La fuml*le a. ,i4l possede, pour l'indice

i+l , les mlnmes propriétés que la famille ar,i pour 1l'indice i, et

a_ ..4 = a i nod L . Nous pouvons donc poser a, = 1lin a, »

ryi+l r,i +1 1(,;) D (t) ryi,row i,r

et nous voyons que (+) cee ajJ ves € Li s quel que soit 1,
Pl(t) 7. (t) :

c'est-a-dire que g(t) = aq ces ajJ voe a.j 6.13 pour tout J . lLa

construction indiquée ne fait pes intervenir de choix arbitreire,

Nous allons d'abord appliquer le théordne (1.5) en prenant
P, (t) = ( ) .

Définition (1.8). Soit une suite d'éléments g(t) (t entier »0) dans un
groupe quelconque H , g(0) étant égal & 1'¢1lénent neutre. Il existe alors
dans H une suite (u ) d'éléments déterninés, telle que ¢

N (O RN I ¢
g(t) = a; 25'2%4ee a1 oo, pour tout t .,
L'é1ément a; sera dlt i-¢me différence non-abdlienne de la suite g(t) ,

et noté. 5i g(t) ; il ne dépend que des valeurs de g(t) pour 1<t €1,

En effct, (t) = 0 pour tout t <i, et il s'agit donc toujours de
produits finis dans H. Supoosons déja calculéd a; pour 1<€ig j-1 ¢

() (; i)

see aJ 1 8:,cequi détermine univoque~

nous devrons avoir g(j) = ag j

ment aj .
Nous pouvons aloru,<faprés (1.5), énoncer :

: THEOREME (1.9) Soit H un sous-groupe quelconque de L , La condition
nécessaire et suffisante pour qu'une suite d'd¢1léments g(t) . de H soit une
suite typique dens H est que g(0) = 0 et que 5ig(t) E-Li'ﬁ H pour
touv i> 1,

Prenons en particulier pour H 1le sous-groupe G de L engendré par
ses générateurs ,(Xc)oiei 1 » Alors G est un groupe libre par repport aux
généreteurs (x,) , et les sous-groupes G, =GN L, constituent la suite
centrale descendante de G , Il suffit en e ffet pour le démontrer d'appli-
quer les théorémes (3.1) et (4.3) du chapitre I, en remarquant que le
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[N

(@]

sous-anneau de Lic engendré per les (xi) dans G est libre.

Le théoréme (1.9) nous donne donc une caractérisation des suites typi-
ques dans le groupe libre G , sans plus feire aucunement intervenir 1l'alge-
bre de Lie L , Ainsi :

THEOREME (1.10) Unc suite typique dans le groupe libre G , dont la sui-
te centrale descendante est notde (Gi) , est une suite g(t) da'é1lénents de
G telle que g(0) soit 1'é1ément neutre et que Sig(t) € G, pour tout en-
tier 1> 1 , Dans l'enscmble des suites d'éléments de G , les suites typi-
ques constituent un sous-groupe fermé., Si Pi(t%'(iit un polynéme & valeurs
i

entiéres pour t entier et de degré i, est une suite typique

dans G si et seulcment si x G.Gi o

Le théoréme (1.10) nous permet d'établir irmdédiatement des_identités du -
type de 1'identité fondementale de D, Hall, Prenons par exemple deux
éléments x et y dans le groupe libre G ; xt yt = g(t) est une suite

typique et :

ce O ) |
(1.11) =xy = a; = a, vee By ceey AVEC Q = XY ,
-1, -1 -1
8y =¥ (X 5y )y s eee ay = gig.(t) e Gi .

Pour trouver une identité de la forme (xy)t = xtyt eos 5 11 suffit

de considérer la suite typique : y—t X (xy)t = h(t) . Ainsi :

(1.12) " (xy) =xy by T

_ s
bi = oi.h(t)EGi

-1, -1 -1
ssey avec b2 =y (y "ox )y

Rappelons que (l.11), oli 1'on foit t = p , donne 1'identité (6.4) du

chapitre I, ’ ‘ |
Des identités analogues s'établissent pour des suites typiques telles

que (xt,y) ’ des suites typiques irpliquant plus de deux &léments, etc...
Ltavantege des formes canoniques qué nous trouvons est qu'elles découlent
sans calculs de (1.10), et qu'elles ne font intervenir que des mroduits fi-
nis. Por contre, la vérification que les i-émes différences non-abéliennes
sont des produits de commutateurs de poids » i entraine: des calculs péni- H
bles, méme pour les suites typiques les plus sirmples et les petites valeurs
de'i + Aussi allons-nous donner une forme non-canonique des suites typiques

qui met en évidence les sous-grcupes Gi .
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G désigne corme précéderment le groupe libre engendré par les

(x,), ¢  dons L . Nous choisissons unc femille d'¢lérents (¥)), e g
d'élément de G , V percourant un ensemble N bien ordonné, de fagon que
oly,) <<Ky)}) jmplique V < V', et que les y pour lesquels oy =1
constituent, mod. Gi¢1 , une base du groupe abélien libre Gi/Gi+1 . (cf, pa-
ragraphe 6, chap. I). Alors, tout élément du complété G de G dans L
s'éerit, d'une manitre et d'une seule, corme un produit infini ordomné (con-
vergeant au sens de le topologie dens L ) Trvéllyv by, » ol les hy
sont des entiers qui doivent vérifier la condition suivante : pour tout i,
les hy correspondant aux indices Vv tels que O(y,) = i sont nuls sauf
un normbre fini d'entre eux. Nous. énoncerons désormais plus simplement cette
condition en disant que le produit doit converger. Les composantes homogénes
de degré n(yv) des y, (c'est-a-dire leur "parties principales") consti-
tuent une base, sur l'anneau Z des enticrs rationnels, du sous-anneau de
Lie libre engendre par les (x) dens L (Chap. I paragraphe 4). Elles cons-
tituent donc aussi une base, sur le corps Q des nombres rationnels, de 1l'al-
gébre de Lie L* dont L est le complété. Nous en déduisons sans peine que
les éléments de L sont représentés univoquenent par les produité convergents

Mye RAY
g(t) dans G (resp. dans L ) peut donc 8tre mise sous la forme TTv;ru

h, s ot les hy sont des nombres rationnels. Une suite d'él¢ments
(%)
ol les h(t) sont des fonctions de t déterminées & valeurs entidres

(resp. rationnelles).

THEOREME (1.13) Une suite d'éléments g(t)::TTve_N yyhﬁ(t) est une
suite typique dans G (resp. dans L ) si et seulement si le produit converge
pour tout t >0, h (U) =0 pour tout V& N, et enfin si pour tout
VE N, la fonction h(t) peut &tre représentée par un polyndme & valeurs
| entiéres (resp. un polyndme & coefficients rationnels) de degré £ ofy,) .

Démonstration. Un produit du type considéré représente bien une suite typique,
n, (t)
v

d'aprés (1.4). Réciproquement, soit g(t) =TT, e N une suite typique
dans G (resp. dens L), Désignons généralement par V; - le plus petit indice

V tel que o(yv)-= i,
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Supposons démontré que pour V< V. , les fonctions h(t) vérifient les con-

ditions du théoréme. Alors (TTv<ivi yvhv(t))—l g(t) ewt une suite typique
- . © j . . .

dans Gi (resp. Li) , donc de la forme 2. i=1 t 25 avec ajtl Li Lj

pour tout j . D'aprés les propriétdés des y, , nous pouvons trouver des

coefficients rationnels .-\j Y (1€j< ©; VEN) tels que
°3
hy(t) = 2

= < 3 . ,
_Z Vivu_l)‘;,,y (mod. L 141 ) pour 1< j< i . Il en résulte que

A i, Y 23
1< j<i "5,y tY ; ce qui démontre (l 13Y,

(1.14) Remarques. a) Si, dans la définition (1.1) des suites typiques,
nous remplagons le condition ai_C Li pour tout i par la condition plus
feible limi_>oocﬁai) = 00 , nous pervencns 3 le notion de suite analytique
dens L ., Les suites typiques ne sont donc gqu'un cas particulier des suites
analytiques, mais ce sont les seules dont nous cyons ici & faire usage. Tous
les résultuts que nous avons démontrés pour les suites typiques s'établis-
sent, en modifiant convenablcment les dnoncés, pour les suites analytiques.
Ainsi, dans (1.2), on doit remplacer la condltlon v AK g(0) € L, pour

tout i " par la condition " lin o(Cs g(0)) = 0" 5 1la meme nodlfl—

cation doit intervenir dons le thcggzne (1.9), les différences A g(O) tent
remplacées por les différences non-zbéliennes 55 g(0) . L'énoncé du lerme
(1,6) s'applique directement aux suites analytiques, et perret de démontrer,
pour les suites anclytiques, le théordme (1.6) ol il faut seulement remplacer
la condition " aiﬁi Li " pour tout i " par la condition plus faible

" 1im, b(ai) = ol .

b) Si deux suites typiques (resp. analytiques) g(t)
et h(t) coincident pour unc infinité de valeurs de % , elles cofncident
pour toutes los vrlours (ontidres > 0) de t . I1 suffit en effet d'appliquer
aux deux suites le théoréme (1,5) en prenant par exemple Pi(t) = (;) s

(cf. (1.9)), ppié d'appliquer la remarque (1.7).

c) Nous avons supnose, dans la définition d'une suite
typlque (resp. cnulythue) g(t) que g(0) = 0 . Cette condition n'est pes-
essentielle, mais elle simplifie certains énoncés, et correspond aux besoins

des applications,
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d) Nous aurions pu, dens la définition (1.1) des sui-
tes typiques frire intervenir toutes les valeurs entieérres de t . Alors les
théorémes (1.2) et k1.9) ne seraient plus exacts (puisqu'ils ne font interve-
nir que les valeurs de g(t) pour t >0 ). Per contre, les théorémes (1.4)
et (1.5) restent valables (une seule modification doit &tre apportée, pour
démontrer que 1l'ensemble des suites typiques, considéfé comme partie de 1'en-
serble des applications de Z dans L , est ferné). De méme nous aurions pu
faire intervenir toutes les veleurs retionnclles de t . Mais, avec ces défi-
nitions, la remarque b) précédehte resterait valable : deux suites typiques
coincidant pour une infinité de voleurs de t coineideraient pour toutes les
valeurs (entidres ou rationnelles, suivant la définition adoptée) de t .

I1 en résulte que nous n'avons essenticllement qu'une seule définition des
suites typiques, car 1l'extension d 'une suite typique, définie corme en (1'1X
4 toutes les voleurs entiéres ou rationnelles de t est évidement possible,

et n'est possible que d'une seule maniére,

Application. Les identités telles que (1.11) et (1.12) que nous avons éta-
‘blies pour t ecntier D> O restent vraies pour t ndégatif, les produits en-
visagés étent alors effectivenent infinis. (Si 1'on veut considérer les va-
leurs non entiéres de t , on doit &éviderment se placer dans le groupe L )e

Toutes ces considdérations s'appliquent au cas des suites analytiques.

e) Tous les résultats concernant les suites typiques
(resp. analytiques) peuvent se généraliser & des femilles d'éléments dépen-
dant de plusieurs paramétres. On pourrait ainsi donner des identités du type
de P. Hall pour xt yt' zt , etc, Les énoncés serdient sensiblement plus com—
pliqués, et, pour avoir des reprisentations en produit (Cf. (1.8) , (1.9)),
on serait obligé d'ordonner totalement les couples (ou n-uples) d'entiers po-
sitifs, ce qui laisserait subsister beaﬁcoup d'arbitraire, Aussi, semble-t-il
reisonnable d'attendre les applications dventuelles avant de déveloprer la
théorie dans cette direction,



