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LES TREILLIS EN TOPOLOGIE. I.
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Conférencc faite par L. LESIEUR, lc 5 avril 1954

S Sam S

1+~ ELEMENTS OUVERTS.

Unc topologie dans un cnscmble E peut 8trc définic par les enscmbles ouverts

de E , qui vérifient les axiomes suivants :
O1 - Uhé réunion guelconque d'onsémbles éuverts est un cnsemble puvert.
O2 — L'intersection de deux enscmbles ouvert est un cnsemble ouvert.
O3 ~ L'enscmble vide ct l'ensemble E sont ouverts.

(Voir par exemple, N. Bourbaki, Topologic générale, Chap. I).

Les enscmbles ouverts sont donc des élémonts, non pas de E , mais du trcil-
lis P(E) « des parties dec 1l'ensemble E , ot les axiomes précédents cxpriment
que les éléments ouverts constituont un sous-treillis £t de T = P(E) , compre-
nant ¢ ot E , avec la propriété suivante : l'union d'unc infinité d'élémcnts
oxiste dens {1 ot c'eost 1z nfnmo que dans T . Cettc propriété signific que JL
est un sous-trecillis Ve-complect dec T . En appclant O 1'élément nul ¢ et
T

u 1ltélément universcl E do s Les axiomes des cnscmbles ouverts peuvent

donc &tre condensés sous la forme suivantc

AXIOME 1.~ Les ouverts forment un sous-treillis U -complet {1 de T , com-

prchent O et u .

Cet énoncé reste valable mdme si lc treillis T. n'cst plus un treillis de
partics P(E) , c'est-a-dirc un treillis de BOOLE complet ot atomigque (Voir
Treillis géométfiques, Conf. II , th. 2). Nous supposcrons sculecment que T est
un treillis dc BOOLE complct, sans postuler par conséquent 1l'existonce de points

dans T . DNous donnerons d'aillcurs & la fin un bel cxcmple d'origine topologi-

que de treillis dc BOOLE complct non atomiguc.

DEFINITION 1. - T &tant un treillis de BOOLE complet, unc topologic dans T

est définie par un sous-cnscmble fl-d'éléments de T , appelés ouverts, qui



3-02
vérificnt ltaxiome 1
On sait qu'un trecillis de BOOLE complet vérific la loi de N —distributivité
généralc 3
vrntdoy o U o(xny
X N wed o)

I1 on résulte quec () vérific aussi le loi de M -distributivité généralc.
Par contrec il nc vérific pas nécessaircment la loi de U -distributivité généralce,
puisqu'il n'est pas un sous-treillis f —complet de T . Cependant el est, en

tant qu'ensemble ordonné en treillis, un treillis complet. Donc 3

PROPRIETE 1.~ L'cnsemble ) des ouberts est un treillis complet vérifient

la loi de DN —distributivité générale.

’ I
5. ELEMENTS FERMES.

DéFINITION 4= Un &lément x d'unc topologic dans T ecst fermé si son

complément est ouverte.

Les propriétés dos compléments dans un treillis de BOOLE complet montrent im-

médiatoment que les éléments fermés vérifient 1'axiome suivant ¢

AXIOME 1'e- Les fermés forment un sous—trcillis N —complet de T , comprenant

0 ct U e

Autrement dit, on a los 3 axiomes suivants des éléments formés

F, - Une intersection quelconquc d'éléments fermés est un fermé.

1
F2 - L'union ae deux éiéments fermés est un fermé.
F3 - Los éléments O ct u sont fermése.

——

I1 est clair que lc sous-treillis ﬂ? des éléments fermés de T détermine le
sous-treillis L)L ges é1émonts ouverts. On peut d'aillcurs se donner q; arbi-
trairoment, satisfaisant & l'axiome 1' ; les compléments des éléments de §5
déterminent un sous-trecillis {L satisfaisant & 1'axiomc 1 , et per suite unc
topologic dans T 5 d'od la définition suivante d'unc topologie, dquivalente a

la définition 1 »

DEFINITION 1'e—= T étant un trcillis de BOOLE complet, unc topologic dans T

est définic par un sous-treillis q>dﬂéléments de T , appelés fermés, qui véri-

fient ltaxiome 1'.

Ce sous-treillis §> posséde la propriété suivante :
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PROPRIETE 1's—- L'enscmble 9? decs formés cst un treillis complet vérifiant

la loi de U-—distribitivité générale, soit

xu(xg‘j‘%m) 12};&9(’“"&) .

e~ FERMETURE TOPCLOCIGUTD.

Soit x wun élément quelcongue de T . Les élémonts fermés X qui vérifiocnt
xg('},x forment un sous-cnsomble non vide de T opuisque u cn fait partic, et
i}rs admettont un élément minimum x quil cst leur interscection _:{:;% X puisque
# est sous-treillis N-complet de T (axiome 1'). Lfapplication X — X do

T dens T possédc les propriétés suivantes :

(1)

AXIOMES de fermoture topologique

190/ x> x (cxtonsivité)

20/ X=X (idempotence)
3/ xXUy=xuy ( 2 ~homomorphisma)
4.0/ 6 =0 $ -L-l- = U o

X s'appelle la fermoture topologique de x

Les propriétés 1° , 2° , 4° se démontrecht immédiatement. Pour démontrer 3°

romarquons d'abord 1'isotonic :
x»y entraine x3»y

qui résultc du fait quec les éléments fermés > x font partic des éléments fer-

més :«,/ Yo Onendiduit t xuyzxvy .Meis xuy cstun élément formé

puisque P ost un sous-treillis de T $ par suite, on a : X v Sr_ >x vy ct

x u"}—;; X Vwy o, diolt 3 x Uy = x \_137- . Dans cctte application, lcs éléments fer-

més sont caractérisés par
X = X o

Réciproquement, étant donnée unc application x-sx de T dans T satisfai-
sant aux axiomes de fermeturc topologique, on démontre aisément gue los éléments

vérifiant X = x comstituent un sous—treillis cf de T @ -complet, comprcnant
0O ot u. '

(1) ~ Cf. MAC-KINSEY ct A. TARSKI : The Algcebra of Topology (Annals of Math.,
45 (1944), p. 141-191)

MAC-KINSEY et A. TARSKI : On closed elements in closurc algecbras (Ann.
of Math., 47(1946), p. 122-162)
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Ce dernier point cst assuré par la propriété 4°. D'autre part q? est fermé
pour l'union ct la propriété 3° cntrainc en particuliecr l'isotonie. Il restc a
démontrer quc 55 est fermé pour une intersection m8me infinic. Considérons
9 X, 9 avec Sc'd: X o D'aprés l'isotonie, x,p X entraline ;c',’( =X >

xefo

X =

),-x': s d'olr o(l?ﬁ X > X . Mais, d'aprés la propriété 1°, on a aussi
2

X

T ef

détermine donc d'aprés la définition 1' une topologie dans T . Pour cotie

X, > x . Par suitec x =x cst bien un élément fermé.

topologic, 1'application de fermeture est l'application donnée x:_>§ « En effet
x > x est fermé d'aprés la propriété 2° et sil'ona zy» x, avec 2z fermé,

on en déduit d'aprés l'isotonie z =2z » X . Ltélément x est bien la fermecture

de x , ¢t on a le théorémc suivant :

THEOREME {.- Lfapplication de T dans T qui fait correspondre & x 1'in-

torsection x des éléments fermés > x vérifie les axiomes de fermcturc to-

pologique. Réciproqucment, toute application X —>X vérifiant les axiomes de

formoture topologiquec définit une topologie unique dans lagmelle la fermeture

de x est x 3 les éléments feormés sont ceux qui vérifient x = x o

Cc théoréme permet donc une nouvellc définition d'une topologic dans T ,
équivalente aux deux précédentes. O. ORE a introduit une notion plus généralec

au moyecn d'axiomes de formeturc algébrique qui se déduisent des axiomes de foer-

meture topologique cn remplagant la propriété 3° (W ~homomorphisme) par 1'isoto-
nic. (0. ORE, Annals of Math., 47 (1946), p. 56=78).

4e~ FILTRES D'UN TREILLIS DISTRIBUTIF.

Les filtres d'un treillis 'P(E) ont été étudiés par G.BIRKHOFF, H. CARTAN,
G+ CHOQUET, J. SCHMIDT(1). Les filtres d'un trcillis distributif quelconque avec

0 ot u ont été utilisés par H. WALIMANN, P. samen(2).

’
DEFINITION 3.- On appeclle filtrc d'un treillis distributif T avee O et u

une partiec non vide de T , soit F telle que

1°/ x et ye F entrainent xnye P

(1)— G. BIRKHOFF : A new definition of limit, Bull. Amer. Math. Soc. 4j,636 (1935)
He CARTAN : C.R.Acad.Sc.,205,595-598 (1937) et 205, 777-779 (1937)
Go CHOQUET : Sut les notions de filtre et deo grille, CeReAcadeSce,224,171-
172(1947)
Js SCHMIDT s Beitrdge zur Filterthcorie, Math. Nachr. 7,360-378 (1952) et
10,197-232(1953)

(2)-H. WALIMANN:Lattices and topological spaces,Ann. of Math.;2,112-126(1938)
Pe SAMUEL:Ultrafilters and compactification of uniform spaces, Trans.Amer.
Math. 506+64,100-132(1948)
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20/ x&F ct z>x cntrainent z &€ F

Si 0€F ,ona F=T ot lec filtrc cst dit impropre. Le filtre cst propre
lorsque O & F .

EXEMPLE 1.~ a.?.O étant un élémont do T , 1l'cnsemblc des éléments x > a

forme lc¢ filtre principal propre )a(

EXEMPLE 2.- a =u étant un élément de T , 1l'cnsemblc des éléments a!
premiors & a , c'est-d-dire vérifiant a v a' = u , forme un filtre.

EXEMPLE 3e— E étant un cnsemble infini quelconque, les complements des par-

tios finics dc E forment un filtre dans T = P(E) qu'on appelle lc filtre

caractéristique (C) de E .

Un filtrc dans T cst donc un élémont de P(T) 5 en particulier, un filtre
dans P(E) ost un élémcnt de P(P(E)) + On peut donc ordonner les filtres par
la relation d'inclusion des cnsembles dans P(T) ; on obticnt alors lc théoréme
suivant

THéORﬁME Q.- L'consomble des filtres de T , ordonné par la relation decs

ensombles dans P(T), formc un trcillis distributif complet E}f vérifiant la loi

de N-distributivité générale.

En effet, l'intorsection d'un famille de filtres Fy =au sens de la théoriec
des ensembles cst cncorc un filtre F = bex » Si tous les filtres Ex sont
propres, il en cst de méme dc F . L'ensemble %}f est bien un treillis avec élé-
ment minimum )u( , ou filtro réduit au seul élément u , ot élémont maximum )O(
qui est lo filtrg impropre. L'union d'une famille de filtres Ex cst le filtre
dont les éléments sont los intorsections dans T d'un nombre fini d'élémonts ap-

partenant aux E* . Cettec union n'cst pas toujors un filtre propre.

<GP . s as i s . .
Pour montrer que & vérifie la loi de M -distributivité généralc, il faut

établir la rclation :

U .U
AN (&éﬁ}:so() = T# (4 (‘\B&) .

uﬁ(A A B,) . Il suffit done de vérifior

pil

U

: = oe

’.’ \._/ i e
f*”(,}zfogBak) < xéﬁ(Ame) . Soit donc xeAf'\(x\éfL/ﬂ)Be() jon a x €A
et x=h, Ab, N ..o ND gy 8&Vvec b, € B s €2 qui peut stécrire x =

“1 Wb Xﬁ °(1 xl

Or on a toujours : A N (‘;é/fu B.)

(xwb, )N (xub, )0 e N(xvdb,) . Comme xvbd, & B, " L on a bien
’(1 %5 '(n 3 % ‘

X € K_) A AB « Le théorime est démontré.
xej‘t( «) ©

Le treillis des filtres de T est 1ié & T par la propriété suivante
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PROPRIﬁTé 2.~ La correspondance a —>Jaf est un isomorphisme dual entre

le treillis T et un sous-treillis T! gg_gff,t\—gomgigzl

La correspondance a —> )al est en effet biunivoque car )a( = )a'( entral-

ne a=a' - On a de vlus :

a( 0 )p( = Jawd( 5 Ja(v)b( = )and( 3 Q{/Qﬂ Jag ( = )dké/ﬁa (.

I1 y a beaucoup d'autres propriétés importantes des filtres d'un treillis

distributif. Signalons seulement la suivante 3

PROPRIéTE 3o~ Tout filtre propre F est contenu dans un filtre propee maximal

ou ultrafiltre.

En effet, la famille des filtres propres contenant un filtre propre F forme
un ensemble inductif car une chaine de filtres propres E& admet comme filtre
union la réunion des éléments des EK , qui est un filtre propre. La propriété

3 en résulte par application du théoreme de ZORN.

Se— VOISINAGES.

4
DEFINITION 4.- Dans une topologie dans T , on dit que v est un voisinage

de a s'il existe un élément ouvert W tel que :

a(u.)év

~
On vérifie immédiatement la propriété suivante :

4/
PROPRIETE 4.- Les voisinages de a forment un filtre V(a).

Ltapplication a —V(a) est donc une application de T dans un treillis EF’
des filtres de T .

Cette application vérifie les propriétés suivantes 3
AXIOMES DES VOISINAGES.

10/ V(a) € )a(

20/ v( 4 ay) =" YV(a

30/ 81 veV(a) , il existe b & V(a) tel que v e V(b) .

40/ v(0) est le filtre impropre )O( .

Toutes ces propriétés se démontrent immédiatement. Démontrons par exemple la
2e « Soit V&V(Ua*);onadonc Va, LW Sv,doll a &£ v et
v & V(aqg « Par suite : venN V(Q*) . Inversement, si v e M V(a,) , il existe
w,‘ tel que ag(gouo(gv,d’oﬁ ua‘*guw°< £ Vv 3 mais qu est un



ouvert w j il en résulte v & V(U a°<) .

Dans le cas odv T = P(E) , il suffit de définir le filtre des voisinages
d'un point pour obtenir au moyen de la propriété 2° le filtre des voisinages
d'un élément a quelconque. De mdme, dans ce cas, la propriété 3° peut 2tre

énoncée en supposant que a est un point.

Les éléments ouverts sont définis & partir des voisinages par la propriété

suivante

PROPRIéTéj.- ‘% est ouvert si et seulement si W € V(w). Une forme égui-

valente de la propriété 5 s'énonce 3

W est ouvert si et seulement si V(W) = Jw( .

La notion de voisinages permet une nouvelle définition d'une topologie dans

T par le théoréme suivant :

LN . :
THEOREME 3.- Etant donnée une application a —>V(a). de ‘T dans le treillis

deg filtres de T , vérifiant lcs axiomes des voisinages, 11 existe une topologie

dans T et une seule pour laguelle les voisinages de a sont précisément les
éléménts du filtre V(a).

Cette topologie, si elle existe, est unique puisque les ouverts sont néces-

sairement définis par
w est ouvert &= V(w) = )
en vertu de la propriété 5 .

Montrons donc que ces éléments forment un sous-treillis i Y—complet de T,
Ju(  puis-

| et w, tels que v( u.},l) = )W,l( s V( w2)=)ua2(
La propriété 2° montre que 1'application a —>V(a) est anti-isotone

a &b =¢>V(a) 2V(b) . Il en résulte :

comprenant O et u . Or on a V(0) = )O( par hypothése et V(u)
gue V(u) € )u( . Soient

i}

T(w Aw) 2 V(w,) < Jw (5 V(@ Aw) 2 V(w) = )wy(
et par conséquent :

V(e MWL) 2 )W (V) w,( = Jw, 0w
¢lest-a-dire, d'aprés la propriété 1° s V(w1f\ ‘—'-?2) = )0«"1“‘02( .
Enfin on a d'aprés la propriété 2° : '

V(U @) =M V(wy) =N (= )u W (,

‘ce qui prouve gue l'union d'éléments L:J*G 0 est un élément o € N .
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L!'ensemble JTL vérifie bien l'axiome 1 des éléments ouverts.

Il reste & démontrer que, dans la topologie ainsi définie, a admet précisé-
ment V(a) comme filtre des voisinages de a + Soit v un voisinage de a 3

on a donc 3 a <« () £ v . W Ztant un ouvert. D'on
~ -~

v e )w( = V(w)< v(a)
et par suite 3 ve Via) .
Inversement, soit v & Via) « Si <2 est 1l'union des éléments x.x\tels que
v & V(xy) ;, on a d'aprés la propriété 20 , V(w) = M V(x,) , dot v €V(w)

et par suite a w g v . Daprés la propriédté 3° des voisinages, il existe

b € V(w) tcl quo v £ V(3) ; on on déduit b g I, d'od b = w et wev(w).
W est ouvert et v ost un voisinage de a .

6.— SUR UN THEOREME DE GL.VENKO.

Le treillis Q des éléments ouverts d'une topologie dans T est un treillis
distributif complet vérifidnt la loi de N -distributivité générale (propriété 1,
§ 1)s Un treillis quelconqie possédant ces propriétés s'appelle un treillis
distributif pseudo-complémenté (G. BIRKHOFF, Lattice theory, pe147). Si 1'on

se donne en effet un élément quelcongue a , il existe un élément maximum a**

parmi lcs éléments x qui vérifient la reclation :
anx=0 .
Cet élément a* s'appelle le pseudo-complémenté de a .
Le théoréme de GLIVENKO(1)s’énonce ainsi 3

/ -y ¥
THEOR%ME 4.- L'cnsemble ordonné 4Ll des pseudo-dompléments forme un teeillis

de BOOLE. La correspondance a — (a*)% est un homomorphisme de L sur i?fﬁ

. . s q s @
R emarquons que les hypothéses faites sur ifl permcttent de considérer -2 < com-

. POy e o eosa o2 . . ;
me un demi-groupe réticulé res1due( )entler commutatif, en prenant pour multi-
*

plication l'opération d'intersection. L'élément a* cest alors le résiduel Ossa

Considérons l'équivalence(3) R définie dans (L par :

azb (R)E&H0 :a = 0 : b

(1) - V. GLIVENKO, Bull.Acad.Roy.Belg.,15 (1929), 83-88
(2) - M.L. DUBREIL-JACOTIN, L. LESIEUR, R. CROISOT, Legons sur les treillis,p.152

(3) - Cette équivalence est du type équivalence d'Artin, en remplagant e par
0 (réf. précéd., p. 252)
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oo

Cette équivalence R est réguliére par Papport & l'union

0 : an0 ¢ x

azb==pauxz bux car 06 : (aux)
Elle est régulidre par rapport & la multiplication, donc par rapport & l'inter-
section :

(0 2 b) ¢ x
0 :{bx}.

az b =yaxz bx car 0 :(ax) = (0 s a) ¢ x

3

1]

De plus on a

Considérons 1l'application a—>0 : (0 : a) = f(a) « Elle est liée & 1'équi-

valence R par

azb (R)€=rf(a) = £(b) .

oo

En effet, a = b (R) entraine 0 : 2 =0 : b d'od f(a) = f(b) « Inversement,
si f(a) = f(b) ona-0: (0 sa)=0z3:(0¢b), d'ol en prenant les résiducls
. .

de 0O par ces éléments O 3 a =0 3

Dtailleurs, lorsque x décrit U , £(x) décrit 1'ensemble Q%de tous les
résiducels de O car on sait que x est un résiduel de O si et sculement si
»*

f(x) = x « Lfapplication x —f(x) ecst donc une application de L sur U7,

Cette application est isotone :

agdb=>03:2a30:hb et f(a) € £(v) .

) n”
Montrons que c'est un homomorphisme dec {1 sur o« Cherchons les majorants
de f(a) et f(a&) dans L. Les relations f(c) > £(a) et f(c) > £(b)
entrainent f(c) > f(a) v £(b) , dfod en prenant les images par f :

f(e) 3 f{-_'f(a) W f(b):f = f(avb)

car a U b= f(a) v f(b) entraine f[f‘(a)uf(b)] = f(avb) . On a donc dans

ne.

[11]

f(a) v £(bp)

flaubd) .

On établit de méme

f(a) A £(b)

car f(a) M £(b) € {1¥,

f(anb) = £(a) n £(b)

I ssult ' . p‘* cras (1) 4s . .
en résulte que l'ensemble ordonné « est un treillis distributif

(1)

- Ce treillis est d'ailleurs isomorphe au treillis gquotient Q/R .
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avoe élément nul O = £(0) ot élément universel u = f(u) .

iq e f1¥ £1f‘ .
De plus, un élément quelcongquec a € i admet dans le complément O 3 a
car s an0:a=0 , av0s:a=rf(av0 sa)=u
* 3 3 . >~ -~ ’ »
1 l est bien un treillis de BOOLE et-le théoréme est démontré.
On a en cutr: 1o prorpriité suivante 3

¢ . ‘\ *
PROPRIéTE 6e- Si P! est cquletzfﬁr‘ est un treillis de BOOLE complet.

O
Bn effet, si ij- est complet, l'union infinie dans £1” ¢st donnée par ¢

V - '
e f(xd) = f&{:%; Xx)

Le théoréme de GLIVENKO s'applique immédiatcment au treillis AL des éléments
ouverts d'unc topologic dans T . Le résiduel O ¢ a ou pseudo-complément a¥
d'un élément ouvert a cst le plus grand ouvert 2 quinvérifie a NW=0 .,
On a donc ¢

a¥- i(a')

en désignant par i(x) 1'intérieur de x . Comme a' ocst un élément fermé

quelcongue, on obtient lc théoréme suivant

THﬁCRﬁME;j.— Dans unc topologic quelconque, les éldments i(?’) forment un
treillis de BOOLE complet lorsque Y décrit 1'onsemble P des fermés de T &
(Cf. "Regular Elements", MAC-KINSEY ct TARSKI, réf. citée, P. 156)

s N . = (Y ¥
Remarquons que f(a) = a* = 1{(1(a'))[J = i(a) « L'ensemble 3¢ est donc
aussi.1l'ensemblc des élémonts i(a), o a désigne une fermeture d'ouvert. Do
plus, l'application a-&i(g) est un homomorphisme dc QL sur<f?ji

Dualementy, on a lec résultat suivant :

L4 \ —
THEOREME 5'.- Dans une topologie quelconque, les éléments W forment un
treillis de BOOLE complet lorsque () décrit l'ensemble L des ouverts de T .

&
Ce treillis cest imagc homomorphe de i par l'application al.?ETET .

Ces résultats stappliqueht en particulier & la topologic ordinaire d'un espace
réel Rn, ¢t les treillis de BOOLE alors obtenus nous donnent deux excmples re-

marquables de trecillis de BOOLE complets ct non atomiques.

[ \
THEOREME 6.- Dans la topologie d'un cspace récl R", les enscmbles i(P) for—-

ment un treillis de BOOLE complet non atomique, ‘¥ étant un ensemble fermé quel-

congge de R".

THEORﬁME 6'e—- l8me énoncé avec les ensemblcs ;3.
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La relation entre le treillis de BOOLE complet T et un sous-treillis
U -complet jﬁl pose un probléme inverse non résolu en géméral : immerger un treil-
lis distributif complet Jﬁl vérifiant la loi de M —distributivité générale dans

un treillis de BOOLE complet, avec conservation des unions infihies.



