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Supposant connues les définitions et propriétés générales des
trelllis géonétriques (#oir conférence I}, je vais étudier maintenant les
treillis géométriques distributifs, les treillis gdométrigues modulaires

et les treillis géomdétriques affines.

l.~ TREILLIS GﬁOMﬁTRIQUES DISTRIBUTIFS.

E {Stant un ensemble quelconque, 1é treillis gP(E) des parties
de E est un treillis géométrique distributif. En offct QP(E) est un
treillis avec élément nul ¢ et Slément universel E . Les points sont
les partieé de E réduites & un seul élément, et toute partie A de E
est l'union des points qu'elle contient. Si un point P est situé dans
ltunion des points Py il coincide avec l'un dfcux. Enfin Q?(E) satisfait
&.1la loi dc couverturc puisqu'il est distributif. Les propridtés I , II ’
III1
(Conf. I) sont donc vérifides si E est infini, tendis que, si E est

fini, lcs propriétés I , II et III montrent quc QD(E) est un treillis

et IV qui définissent un treillis géomitrique de dimension infinic

géométrique @istributif) de dimension finie.

Réciproguenent, soit T un treillis gléomdtrique distributif.

Notons d'abord lc lemme suivant s

LEMUE 1 ¢ Si P est situé dans l'union de points Py , il coincide avec

1'un d'eux.
En offet, P cst situé, dlaprés la propridté IV , dans l'union
d'un nombre fini d'entrc cux, soit Plu ng)...LJPn .. On a donc, en vertu

de la distributivits

’.J-

=N
UooouPn)‘-'-'. (Pf‘\Pi)

P=Pn (P,u P
1
i=1
i

2

Ce qui exclut l'hypothése P # P, pour =1, 2, eea gy 1.
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Soit E 1l'ensemhlc des points du treillis T , supposé distri-
butif et géométriguc. TFaisons correspondrc a chague ¢lément Séiga(E) 9
ltunion Se T des points qui comnstituent S . L'applicotion §->§
est un isomorphisme de é?(E) sur T , car la relation S = S' exige,
d'aprés le lemme 1 , S = S!' 5 c'est done unc application biunivogue de
QP(E) sur T . D'autre nart c'cst évidemment un U —~homomorphisme. Il
on résulte que c'est un isomorphisme (Legons sur les treillis, chap. IV ,
paragraphc 4) . On obticnt lc thioréme suivant

THEOREME 1 — Pour qu'un treillis gdométriguc T soit distributif, il faut

ct il suffit gu'il soit isomorphe au treillis des partics d'un cnsemble E .

L'enscmble ® est fini ou infini suivant que T est de dimen-

sion finie ou infinic.

' Les propridtéds coractéristiques d'un trcillis glomdétriques don-
nées dans I , 5 (Thioréme 5) sc simplifiont on tcnent compte de la dis—
tributivités En coffet, un treillis glomdtrique ct distributif foft Stre
en particulier reletivement complémenté, donc complimenti. Par suitc,
c'cst on particulier un j}g}}}iﬁuggjxﬁig_complet(l). Mois on sait
(Go Birkhoff, Lettice Theory, p. 165) qu'un trcillis de Boolc complet
vérific le loi de O -distributivité géndrele

Xﬂ(d‘z,)& T ) = o}\é]a (XY, )
ct par suite qu'il est M —continu. On en déduit le¢ thloréme suivant

THEOREME 2 — Pour qu'un treillis T soit gfométrigque ot distributif, il
faut et 11 suffit gue cc soit un frcillis dec Boolc complet ct atomique.

CONSEQUENCE ¢ Tout treillis do Boolc de longucur finic n est isomorphc au

Yreillis des parties d'un cnsemble E de n  élémonts.

Cottc propriété est duc & M. Stonc.

2 — TREILLIS GEOMETRIQUES MODULAIRES.

DEFINITION 1 ~ On appelle treillis glomitrigue projectif, ou glométric

projective, un trcillis géomitrique virifiant la propridté duzle de la
loi de couberture : '
PROPRIETE I1' - 1 &tsnt un hyperplan, L& H cntraine LA NEH .

(1)- Un treillis de Boolc est un treillis distributif avee O et U,

complémenté,
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Cette propriété est encore éouivelente a la suivante ¢

1 et 1T un hyperplen, ALB em,r ine A N (BUE) =Bu (hnH).

On cn dedult cu'un treillis geometrlque modulaire est projectif, Je veis

)

établir la réciproque 3

THDC%ET“ 3 = Pour qu'un treillis géomdtrique sqiﬁ»project}j} il faut et

il suffit qu'il soit nodulaire.

\n)\

o) Prenonz d'~hord 1o cas d'un treillis gdométrigque de dimension finie,

Dtaprés la propriété II' et le théoréme 2 (Conf. I), les propridtés

duales de celles qui définissent un treillin géoméirique de dimension finie

sont vérifides. Comme le dinmension d vérifie
d[auBl+d[anBl< d[A]+ a[B]
la codimension . 4! vérifie

' [auB] + d* [AnB]g 4 [a]+ ar [B]

Or, si n est la dimension du treillis, ona ¢ 4! = n e d = 1,

On en déduit :
d[avB]l+alanB]l=al[a]+al[B]

11 en résulte (Legons sur les treillis, pe. 67), que le trecillis est modu-—

lairc,
jb) On démontre la modularité d'un treillis projectif de dimension
infinie en se ramenant av cas finl grfice & lo propriété IV
Dens le cas d'un treillis géométrique projectif, les propristés
carectéristiques d'un treillis géoméiricoue donnécs dens I 3 5 devicnnent
les suivantes 3

‘N
THIORZE 4 — Pour su'nn *treillis soit un ftreillis géométrigue projectifl,

il faut et 11 suffit qu'il soit modulzire, complet, complémcnté, atomicue

et M —continu.

Je veis rattacher meintcénont la définition d'un treillis géomé-
tricue projectif & le déiinition clessigue d'une géoméirie projective au

moyen de scs points et de ses droites. (Pour cette définition,voir nar

4
ezemnle B. Sogre, Lozioni di geometria moderna, Bologne, 1948, pour le
cas ol la dimension est finie, et O. Prink, Trans. LAmere lLiath, Soc,60,
1946, p. 452, pour le cas général).

On établit d'sbord deux propriétés d'un treillis géométrique

projectif quelconque, que nous énoncerons sens démonsiration s
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LEME 2 — Dans un treillis géométrique nrojectif;, tout point situé dens

BuwcC est situé sur une droite gui joint un point situé dens B & un

—— o b & .

voint situé dens C (B £0 , C#0, B £C)

2 2

Les notioneg de noint ¢t droite ont été données dons I » Pour
énoncer la deuxiéne ﬁvoDrlete donnons le notion de tricngle s c'est un
cnsemble de 3 points indépendants P , Q@ ; R+ Les points P 4, 0 4, R
sont les gommets af ies droites Pu @ , QW R, RUP sont les c0tds du

triengle PQR

LEW L 3 = Dans un tieils:s géoméirigue projectif, si une droite joint deux

points S et T situds sur deux cO8tés d'un iriangle et diffdrents des

gsommets, elle coupe le troisiéme cotc en un point L d'ﬁferent des som—

metse AR

e,
-

e e e S8

P o i e
Soit I 1l'cnsemble des points d'un treillis géométrique pro-

Jectif G . A chsgre veriété Ve G feoisons corrcspondre la partie V!
de E constituée per les voints situés dans V 5 on obtient einsi un
enzemble G' de perties de I ayent co e éléments perticuliers les

sl

oints eux—mbmes et les parties D' assocides aux droites D de G ¢
i b2

nous eppellerons, por abus de langege, ces parties, points, droites et

r »

veriétés lindaires de G' . [Dlles ont les propriéiés suivontes notées

G et G .
Py Py

Gp Il existe unc droice D' et unc seule contenant deux points distincts
1 it hivd = -~ ;

P et Q¢ Une droiic

distincts.

¢ contient toujours au moins deux points

Dy

On dit que lc. po.nts P et Q dé

ps £

finissent laz droite PQ }et
gue celle—ci joint les points P et Q .
Un triengle POR dens G définit un triengle PQR dens G! .

Le lerme 3 donne alorg une propriété de ce trisngle que nous aynellerons s

Gp ou propriété du triangle.
2

Enfin, on démontre en s'appuyant sur le lemme 2 qu'une pertie

< de E est un &lément V' de G' =i et sculement si elle vérifie la
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propriété suivante, notée GP g
3

Gp- . Xé‘.,ﬁ.} (E) contient, en méme temps gue deux points distincts, la

drdite ulils définisscnt.

Cr les axiomes G , G y G sont précisément ceux qui défi-
b, Pr) P3

nissent une géométrie projective classique, de dimsnsicn finie ou infinie,
au moyen de ses noints ot de ses droites. DPoints et droites satisfont
aux axicmes G et G s ot les variétés linédaires sont alors définies
Py Po
par G .
F3

Réciprogucment, en partant d'une géométric projective classique,

on peut obtenir un treillis géométrique projectifs Il suffit d'ordonncr

ses élémonts, qui sont des éléments de f;D(E)' satisfaisant & G_ , G_ ,
P P

GP s par la relation d'inclusion des cnsembles. On démontre qu'on ob-
tiént un treillis géométrique modulaire, c'ecst—-a-dirc un treillis géométriguc
projcctifs

I1 y a bicen identité cntre le point de vuc classique ct le point
de vue treillis géométrique modulaire. La dimension cst finic et égale
a n s'il oxiste un nombre minimum n de pbints tel quec la variété
"engendrée" par ©38 n  points soit égalc & E .

Dans la définition classiquc, on caractérisc une géométric pro-—

joctive irrdductible par 1¢ condition suppldmcntairc, ditc condition de

Fano : toutc droitc D conticnt su moins trois points distingts. Nous

avons vu (I , 6 , théoréme 6), quc cottc condition cst unc condition
suffisantc pour qu'un trecillis géométrique quelconguc soit irréductibles
Cc résultat peut ®trc précisé dans lo cas d'un treillis géométrigic pro-

Jectifs On démontrc on cffcet que la condition dc Fano cst unc condition

nécessaire ct suffisantc pour gu'un treillis géométriguc projecctif soit

irréductiblc.

3 = TREILLIS GEOMBTRIQUES AFFINES.

Soit I un hyperplan d'unc géométric projecctive irréductiblc
Gp . L'cnsemble (I} des vaeriétds situdos dens I ost un idéal du
treillis GP s qui cst cn particulier un idéal de GP ~considéré comme

demi-groupc pour l'opératien o + Formons 1'cnscmble @

6, = oy - (1) + {o}
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(C'est 1l'cnscmble qu'on obtiocnt on appliquantau domis—groupe. Gp 1'équi-
valonce de¢ D. Rees dans laquclle lcs éléments de 1'idéal (I) sont dans
unc mdme classe : la clesse de O , ct qui ost 1'égalité on dchors de
(1) ).

Ga cst un treillis complct avee O ct U) qui cst un sous-
demi-trcillis complct dc 'GP pour l'union, sans gtre un sous—trcillis
dec G+ Ccla signific quc l'union d'unc infinité d'élémcnts cxistc dans
G ¢t qu'clle cst la méme quec dans GP , l'intcerscction de deux éléments
n'étant pas ndcessaircment la mlme dans. Ga ct dans GP e On a cn cffet
AN B =0 dens G, lorsquc AN B« I dans G@ .

[39

G cst un trecillis géométriguc dc mlme dimension gquc GP .

Cetto propriété utilisc }'irréductibilité de GP pour montror dan§ GP
gque toutc variété A 35 I cst l'union de points non situés dang I , co
qui démontrec la proprfété IIIl .
. Ga vérific la propriété suivante :
PROPRIETE II' - H (Gtent un hyporplen, lcs reletions A # Het &0 H #0
ocntraincnt A >~ ANH,
Dc mdme quc la propriété II' scrt & montrcr la modularité d'un

treillis projectif, lz propridté II’l pcrmet d'établir que Ga' cst un
trecillis modulairc affaibli, c'cst-a—-dire vérific le rclation @
ALB ot ANC #0 ontreinent BMA (Aw C)=Bvu (ANnC)

Enfin Gv .satisfait 2u postulat d'Buclidc s

P étent un point non situé sur unc droitc D , il cxistc unc droite X

ct unc ssulc telle quc PL XL DuUP avee XNnD=20.,
Los propriétés du treillis Ga conduiscnt & lea définition d'un

trecillis géométriquc affine s

4
DEFINITION 2 — On zppelle treillis géomitrique affinc, ou géométrie affinc,

un treillis géométrique virifient la propridé II'1 et leo postulat
d'Euclidc.
On pcut cncorc direc gqu'un trecillis géométrique affinc cst un

treillis géométriquce modulaire affaibli vérifiant lc postulat d'Euclide.

- VARIETES PARALLELES: EN GHOMETRIE AFFINE.

] :
DEFINITION 3 — On dit que A cst parrzslédlc & B (4//B) 1lorsque
AUB?—A y avec AN B =0,

‘Excmplcs ¢ droites paralléles, plan perralélc & unc droitc.

La reletion A // B n'cst pes symétrigquc ¢ A // B n'cntrafnc pas
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B//4A. Lorsqu'on a A // B et B // A, ondit quc los veriétés A

ct B sont parzlléles.

La théoric du parallllismc on géomitric affinc conduit aux ri-

sultats fondamcntaux suivants

THEbREME 5 (Existonce ot unicité) - Si P cst un point non situé dens A,
il cxiste unc voriété B ot unc soﬁlo pessent par P, telle gue A ct

B soiont por-llélez-

THEORIME 6 — Le rclrtion A // B ou A > B définit unc relotion do

préordrc dans l'onscemblc des veridétés d'unc géométric affing,

clost—a~dirc gu'ellec cst réflexive ct rtransitive.

CONSéQUENCE — La propriété pour deux veriétés d'8trc perralélcs ou confon-—

ducs ¢st unc rclation d'égquivelence dens 1'cnscmblc dos vaeridétds d'unc

géométric affinc.
Dans cette équivelcence, le clessc de A s'eppelle dircction

de A .
Los variétés Raralléles vormcttont de résoudrc lc probléme 4'ox—

tension inverse de ceclui qui e &¢té traité zu parcgraphce 3 quand on o cons—

truit unc géomdétric affine G, & portir d'unc géométrie projcetive irré-

=

ductible Gp e Il s'ngit maintcnant dc construite unc géométric projecctive

irréductible Gp 4 pertir d'unc géométrie offinc G_ .

Lo

Pour ccla,nous ellons ajouter zux éléments du treillis G, dec

Co

nouvenux ¢léments constituds par les dircctions des variétés de dimension

positive, sous lc nom d'éléments impropres, ou éléments & 1'infini. Ce

i3

nouvel onsomble GF s constitud par les €1l¢ments de Ga s ou ¢éléments
propres, ct per loé4élémonts impropres, cst ordonné conformément aux con-
ventions suiventes ¢ .

1°) La rcletion dlordre cntre él¢monts de G% cst conscerviéc dens GP $

20) A ¢toant un ¢ldément propre et Il un $lément impropre, en a

L >TI, s'l cxiste unc veriété ol de 1z classe I, telle que

1 1

L /A ou A >K .
D'aprés lc théoréme 6, ccottc rclation est inddpendante de 1'¢1ément &
choisi dans le cleassc il .
3°) I, ot i2 étnnt deux éldémeonts impropres, on o ilé' f2 5'il oxise

.

te unc voridtsé =6k . de leo closse Il ct unc veridtdé @ de lo classe 12

telles quo o > B ou A //d .

Cette dcéfinition est oncore inddépendente des représcntonts
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& ct J5 choisis dens lcs closscs il et i2 (théoreme 6)

40) Il Gtont un Clémont improprc, il n'existe cucun &lément propre
A #0 pour lequel on ~it i1 > Lo

50} On o pour tout &lément impropre 11)> 0. .

On démontrc a2lors guc 1l'cnscmble GP cinsi construit constitue

unc géométric projective irréductible Gp dc mBme dimcnsion que Ga .
Cotto immersion de Ga deng GD o pu &trec rlalisded 1'aide du paralléf
lismes Cl'cst ~ussi @1 moyen du pmrallélisme ct por application de la 2°
condition suffisente d'irrdductibilitc donnde dens I, 6, qu'on &tablit

que tout treillis géomctrique affine G cst un treillis irrdéductible.

(=2

— EXHUPLES -

A ) Nous avons donné (I, 1 et 2) commec cxemple de treillis géométrique,
lec treillis des sous—cspaces vectaricls d'un cspace vectoricl qucelcongquc.
Cc treillis étent modulcire cst donc un treillis projectif, d'ailleurs
irréductible.

jS).Appolons sous—cspace affine d'un ¢space vectoricl E  tout sous—
cnscmble qui conpicnt, cn mBme tomps qu'un nombre fini de vectours E;i

(1 =1, 2, vee 4 n), tous los vectours,

2y E1+g2 E2+"'+an§n tels que al+a2+...+an=l.
On démontre gquc ltensemblce dos sous cospaces affines de¢ E , ordonné par
le. relotion d'inclusion des onscmbles, constituc un treillis géomdtrique
affinc.
Je renvoie au livre (Logons sur les treillis) pour montror

comment tout trcillis glomitrique projectif ou affinc de dimension > 3
s'identific avee 1'un des cxemples & ou J3 , oyéomment lcs plans pro-—
joctifs ou affincs jouont & cot cgard un rble excéptionnel'dont 1'étude

fait 1'objet d'un chapiire spécial.




