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BEXTENSIONS DES GROUPES ORDONNéS

Conférence faite par P.Jaffard le 31 mai 1954

Préliminaires

Tous les groupes considérés seront supposés .abéliéns et notés additivement.
G étant un groupe ordonné (c'est-a-dire muni d'une relation d'ordre partielle
ou totale telle que a < b — a+x ¢ b+x quels que soient .a,b,x €G) , on notera
G+ le sous-ensemble de G formé par tous ses éléments positifs ou nuls. On
sait que G+ détermine complétement la structure d'ordre sur G grice & la re-
lation
a<bba ¢ G,

G+ vérifie les relations suivantes :

(1) G, +G,CG,

(2) ¢, 1 (-c,)={ o},

Réciproquement si on se donne un sous-—ensemble A d'un groupe G tel que
AACA et AN (-A): {O} s 11 existe sur G une structure d'ordre compatible
avec sa structure de groupe telle que G, =4. ’ o

G et Q étant deux groupes ordonnés, un homomorphisme ¢ de G dans Q -
sera dit croissant si x¢y — LD(X) < k?(y) s Ceasd. si «F'(G_‘_) cq -

¢ ne peut &tre croissant que si son noyau H est un sous-groupe isolé de
Gyceaede tel que s
heH,x€G et 0 ¢ x ¢h entrainent x¢H .

(En effet O ¢ x <h entraine v (0) < v (x) < (f(h) dtod ¢ (x)=0).

G étant un groupe ordonné, H un sous-groupe isolé de G et Q@ 1le groupe
gquotient G/H s on peut trouver sur Q des structures d'ordre compatibles avec
sa structure de groupe gqui rendent croissant 1'homomorphisme canonique tf? de G
sur Q . En particulier il y en a une qui est moins fine que toutes les autres,

p‘est celle qui est définie par Q+ = ‘P(G+) . .La structure dtordre cori*espondan‘te
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sur Q est la structure d'ordre quotient de G par H . Elle vérifie bien

les conditions imposées. En effet 3
Gh + Q+(: Q-4-
¢(6,) < g
et de plus Q 0 (Q4)‘5 %,(x) lmwpligque que l'on peut trouver deux éléments h
et h!'! de H tels que x+h €G_ et x+h'€-G+ donc que -h g x g-h' ou
O < h+tx gh-h' d'olt x+héH (puisque H est isolé) donc xe¢H et (?(x)=0' .
Done Q1 (-q) = {o}.
G et Q étant deux groupes réticulés, un homomorphisme ? de G dans @
est dit propre si pour tous x,y¢G on a
(3) ¢ (inf(x,5)) = inf(y (x), ¢(v))
Tout homomorphisme propre est évidemment croissant.

ne peut &tre propre que si son noyau H est un sous-groupe propre de G 9
Y P

c!'estmi=dire tel que x;y¢H entraine inf(x,y)EH .
G étent réticulé et H un sous-groupe isolé propre de G , le groupe Q = G/H

muni de la structure d'ordre quotient est réticulé et 1'application canonique de

G sur Q est propre.

Problémes d'extension

Supposons que l'on se donne deux groupes (abéliens) Q et H et une exten—
sion (abélienne) G de Q par H .« On considérera que H est un sous-groupe
de G et on identifiera les éléments de Q aux classes de G selon H . On
notera ¢ 1'homomo:cpﬁisme canonique de G sur Q . .

G peu('b 8tre défini par la donnée sur l'ensemble produit H X Q@ de la loi de
composition

(4) (a,x) + (byy) = (a"‘B"'f(X’.Y)' y THY)

ol f est un 2—-cocycle1 tel que f£(x,0) = 0 et f(x,y) = £(y,x) .

On a alors

‘ (PG@.,X)) =..'XZ. et (a,O) = a

H et Q étant des groupes ordonnés, on dira que G est une extension ordonnée

de Q par H si G est muni d&'une structure d'ordre compatible avec sa stryc-

ture de groupe induisant sur H 1'ordre donné initialement, telle que H soit

(-1)- c'est-a-dire une application f de Q X Q dans H vérifiant lidentité
£(x,5) + £(x+y,y2) = £(y,2) + £(x,y+2) |
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un sous-groupe isolé de G et telle que l'ordre guotient défini sur G/H
coincide avec l'ordre donné initialement sur Q .

H et Q é&tant des groupes ordonnés et G une extension de Q par H ,
nous nous proposons dans ce qui suit de trouver les structures dtordre sur G
qui en fassent une extension ordonnée de Q par H .« Le probléme revient &
définir G+ OU eNcurv o veuuvur wl Sous—ensemble P de G vérifiant les

quatre conditions suivantes 3

(5) POH=H
(6) ¢ (P) = Q
(7) P+ PCP

(8) () (-F) = {o} .

On voit en effet facilement que si P vérifie les quatre conditions pré-
cédentes et si 1l'on pose G+ =P, H devient un sous~groupe isolé de G
Soit en effet 0 <& <h (L €CG et h€H) 3 h-z€P entraine ¢ (h-%) » O
en vertu de (6) ou \%‘(h))*—f(‘;_:}) done L{J(g’)éo . Mais gz ¢P entraine
%p(g)}O.Donc &f(g):O et EEH" _

On voit de plus que les conditions (5) et (6) entrainent la condition
(8) . Supposons en effet remplies les deux premidres conditions et soit

2 €PN (-P) . En vertu de (6) ona (E)EQ+ N (-Q+) ou lp(g) = 0 , donc
£ EH et (5) entraine géﬂ+1’) (-H+) ou ¥ =0 . Dol (8) .

En reprenant la définition de G donnée plus haut (comme ensemble produit

H X Q muni de la loi de composition (4) , les conditions (5) , (6) et (7) se

traduisent par

(51) (2,0) 0 — ax»o0
(61) (ayx) » 0 —> x3 0 ; x 30— J agH avec
. (2,%) » 0
(1") (ayx) 5 (byy) > 0 — (a+bif(x,y) ym+y) » 0 &
Les relations (5') , (6') et (7') entrainent la relation
(9) agb — (a,x) < (b,x) |

En effet a <b entraine b-a30 , donc (b~a,0) 3 0 (en vertu de (5')) ,
donc (b-a,0) + (a,x) 2 (a,x) « Or (b-a,0) + (a,x) = (b+£(0,x),x) = (b,x) »
Dol la relation (9) .

Appelons ensemble—solution tout sous-ensemble P de G vérifiant les

relations (5) 4 (6) et (7) - On voit qu'il existe un ensemble solution plus
grand que tous les autres (et qui définit par suite une structure d'ordre sur

G plus fine que toutes les autres structures d'ordre qui font de G une
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extension ordonnée de G par H) , c'est le sous-ensemble L de G ainsi
défini 3
(10) Z €L -——H_{((?(g)?O ou genj

L'extension ordonnée correzpondante de Q par H est dite extension lexico-

graphigue . Elle est définie par ¢
(101) (ayx) 3 0 —= { x>0 ou x=0 et a 2,0} .

Solution générale du probléme

H étant un groupe ordonné, appelons surclasse large (on dit aussi section

finissante) tout sous-ensemble S non vide de H vérifiant la relation sui-

vante :
(11) aés et bya ——> DbES .

A et B étant deux surclasses larges de H , il en est de méme de A + B »
I1 en résulte que l‘ensemble‘je des surclasses larges de H forme un demi-
groupe « Si on ordonne Jo par la relation :
A<B &—/ A> B

on voit que Qp devient un demi-groupe ordonré car on a ¢
A LB —> A+X € B+X quel que soit XG,)O

a étant un élément de H , on note (a) le sous~ensemble de H ainsi défini
he(a) === hya .

(a) est donc une surclasse large de H qui est dite surclasse principale déter—

minée par a .

On voit immédiatement que si on identifie chaque élément a de H & la
surclasse principale (a) qutil détermine , on peut considérer que H est un
sous-groupe ordonné du demi-groupe ordonn§$€.

Revenons maintenant au probléme dl'extension et identifions, comme nous
l'avons convenu, les éléments de Q auz classes de G suivant H .+ Si P
est un ensemble solution et si x.eGh , la relation (6!') montre que le sous-
ensemble (x) ainsi défini ¢

a€yp(x) e== (a,x)e P ‘
n'est pas vide. La relation (9) montre de plus que Y (x) est une surclasse
large de H .

Déterminer P revient donc & trouver une application tf de Q+ dans :f
telle que 3

(11) y(0)=H,

(12) v(x) + ¢ (7)) + (£(xy7)) » yp(=y) .
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On voit que 1'extension lexicographigque correspond & l'application ainsi
définie 3
u2(0) =H, et l{)(x) =H si x40 (er+)

On peut trouver de trés nombreuses applications Y vérifiant les conditions
(11) et (12) . Nous allons en indiquer quelques unes dans le cas ol le cocycle
f est nul , ceaede ot G est somme directe des groupes H et Q

La condition (12) se simplifie alors en

(121) P(x) + ¢(y) » Pla+y)
On voit que 1l'on obtient par exemple tout un ensemble de solutions de la forme
suivante s On choisit un élément A de F tel que A 3 (0) et on pose

p(x) =4 si x#0 (x:GGh) . La structure d'ordre sur G est alors définie

par
(ayx) > O':_“:}_{x=0 et a»0 3 o0ou x>0 et aEA}

Dans le cas oll on prend A =H = (0) G devient la somme directe ordonnée de

H et Q  ceaeds que ¢
(a,x) > 0 —= la >0 et x;O}
On obtlent un autre type de solutions en considérant un homomorphisme quelconque
' (non nécessairement croissant) de Q dans H . On pose alors pour tout
x€Q 3 \v(x) w'(x)) « On voit que ¢ (x) + &;z(y) =y (x+ty) o La relation
(12') se trouve bien vérifiée. L'ordination sur le groupe G se trouve définie
de la fagon suivante @
(13) o (a,x) » 0 —= {x >0 et a >/\!,v(x)}
Si on prend pour ! 1'homomorphisme nui ; on retombe sur lé’somme directe
ordonnée. 1
D'ailleurs la structure d'ordre associée & 1'homomorphisme ly' est liée
& celle de la somme directe ordonnée 3
Considérons en effet liautomorphisme ¢ de G défini par ¢
o (ayx) = (a - y'(x),x)
¢~ laisse invariant les éiéments de H et les classes de G selon H .
Par suite si on se donne sur G une ordination compatible avec sa structure

-1 de cette ordination est

d'extension de Q par H , la transformée par ¢
encore compatible avec sa structure d'extension . Or on voit que l'ordination
définie par 1'homomorphisme b sur G est la transformée par c--l de 1'or-
dination de la somme directe. '

Cette méthode permet de construire de nombreux groupes réticulés car s
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Phéoréme le=- Quel que soit 1'homomorphisme $' de Q dans H , si H et Q

sont réticulés, il en est de m8me de G .

En effet l'ordination de G est image par 6‘—1 de la somme directe ordonnée
de H et Q , donc elle fait de G un groupe réticulés. On voit & partir de

12 (comme on peut d'ailleurs le vérificr directement) que 3
inf [(a,x) a(b9Y)J = ’_ \P ! (inf(x,y))-t-inf(a— ! (x) 9 = \V‘ (.’)’) ,inf(x,y)] .

Extensions lexicographigues.

Soient G un groupe ordonné, H un sous-groupe isolé de G et Q 1le
groupe ordonné quotient G/H « G est une extension de Q@ par H . Clest une
extension lexicographique si et seulement si H vérifie la propriété suivante s

EEG,heH et h<¥f ~e{ ZeHE ou ¥ >0}

Si G est un groupe ordonné, tout sous-groupe H de G vérifiant la propriété

précédente sera dit fortement isolé.

Théoréme 2.~ Tout sous—-groupe forterient isolé d'un groupe ordonné G est sous—

groupe isolé de G et, dans le cas o G est rétioulé,' SOUS—

groupe propre de G .

Théordme 3.- Un groupe G , extonsion lexicographique de Q par H , est réti-

culé si et seulement si on est dans 1'un des deux cas suivants

1) H est réticulé et Q totalement ordonné.
2) H =4§0} et Q est réticulé.

On voit que le cas 2) entraine trivialement que G soit réticulé . Supposons
que I'on soit dans le cas 1) & Soient ¥ = (a,x) et %= (b,y) .
SH x%y on a par exemple x >y ¢t alors E>M . Si x =y , on voit que
inf(E,’ﬁ) = (inf(a,b),x) + Dans tous les cas inf(E,o)) existe et G est
bien réticulé.
Supposons réciproquement que G soit réticulés H , étant un sous-groupe
fortement isolé de G est sous-grouve propre de G , donc également réticulé.
Montrons gque Q est totalement ordonné. Supposons que x et y soient
deux éléments de Q incomparables. Soient 3= = (0,x), 7= (0,y) ot
T= inf(g,n;) = (cyz) . On en déduit =z ¢x,y et comme x et y sont in-
comparables , 2 <Xy A
Puisque ie groupe réticulé H n'est pas.réduit a {O} ’ 30' € H avec c!' %» c. -
Si on pose Y ' = (ctyz) , on a =< q‘é z m ce qui contredit Qainf(z,y).
Donc .Q est tov‘balement ordonné.
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Corollaire l,~ Pour quec l'extension ordonnée de Q@ par H soit totalement

ordonnée, il faut et 11 suffit qu'elle soit lexicographique et

que Q et H solent totalement ordonnés.

Corollaire 2.- Si H est un sous-groupe fortement isolé du groupe réticulé G,

le groupe quotient G/H est totalement ordonnd.

On montre que le résultat de deux extensions lexicographiques successives
est encores une extonsior loxicographique s

Soient H, Ql et Q2 trois groupes ordonnés (partiecllement) s, G une
extension lexicographique de Ql par H ot [ une extension lexicographique
de Q, par G . Alors Q= [/H (ordonné canoniquement) apparalt comme une exten—
sion lexicographique de Q2 par Ql et [* est extension lexicographique de

Q par H . .
En particulier si H est rdéticulé et si Q,1 et Q2 sont totalement ordon-

nés§ [M est le groupe réticulé extension lexicographique du groupe totalement

ordonné Q par le groupe réticulé H .

Application & la structure des groupes réticulés.

Nous allons dans ce qui suit déterminer la structure des groupes réticulés qui
sont réalisables comme sous-groupes propres d'une somme directe ordonnée d'un
nombre fini de groupes totalement ordonnés.

G étant un groupe réticulé, on rappelle que les filets de G sont les classes

d'équivalence définies dans 1l'ensemble G+ par la relation s

as=b “e—:?(inf(a,x) =0 &= inf(byx) =0 v J;€G+}
On désigne par a le filet défini par 1'élément a de G+ « Ltensemble des

filets de G forme un treillis si on l'ordonne par la relation :
838 == [inf(e,x) =0 —— inf(b,x) =0  Jx G+}

On montre (Eﬂ ) qu'un groupe reéticulé st réalisable comme sous-groupe propre
d'une somme directe ordonnée d'un nombre fini de groupes totalecment ordonnés
si et seulement si il n'a qu'un nombre fini de filets.
Le probléme posé se reméne donc & déterminer les groupes ayant cette derniédre
propriété. '

G étant un groupe réticulé nous désignerons dans la suite par é le sous-
groupe de G engendré par l'ensemblc des éléments de G+ n'appartena@t pas a
un filet maximél de G o On voit. en particulier que si G n'a pas de filet

maximal on a G = G . Comme les groupes botalement ordonnés sont ceux gqui n'ont
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qutun seul filet différent de { O} , on voit que le groupe réticulé G cst

totalement ordonnd si et seulement si G = {O} o
On peut alors montrer que G est un sous—-groupe fortemant isolé de G tel que

A

G =G .

Si G n'a qu'un nombre fini de filets et n'est pas totalement ordonné,
les filets de G et de & se correspondent biunivoquement de la maniére sui:
vante ¢ Tout filet non maximal de G ost également filet (non maximal) de G.
Si M est le filet maximal de G , l'cnsemble afiwm,n'est pas vide et est le
filet maximal de é. ' |

On montre aussi que si G ost extension lexicographique du groupe totale-
ment ordonné Q par le groupe réticulé H , on a é = ﬁ .

Le théoréme suivant donne la clé du probléme posé plus haut :

Théoréme 4o~ Si le groupe réticulé G a un nombre fini n de filets et est

tel que G =G , alors G est somme directe ordonnée de groupes

réticulés ayant moins de n filetse

La marche générale de la démonstration est la suivante : On part d'une

réalisation de G comme sous-groupc propre d'une somme directe ordonnée de

e g

<<

— [ eps s . A
leicm i On définit ensuite une partition

m groupes totalement ordonnés
de l'ensemble M = %1,2,....m} cn sous-—ensembles Ml"""Mr tgls que T » 2 ,
que Mj # 7 (1¢jgr) et que G soit une sémme directc ordonnée de sous-groupes
propres Hj (1<igr) de LEN. Fi . Les groupes Hj ont alors moins de filets
que G o

On a immédiatemcnt le ¢

Corollaire.-~ Tout groupe:géiipulé. G # {O} et n'ayant qu'un nombrec fini de

filets peut se représenter comme une somme directe ordonnée d'un

nombre fini de grouypes réticulés. Gi(lsgihgxﬁ tels que Gy # G,

A partir de ce corollaire on peutgécrire tous les groupes n'ayanu qu'un
nombre fini de filets.

A tout nombre entier positif ou nul nous allons associer de la manidre sui-
vante une classe de groupes réticulés 3

La classe O sera composée du seul groupe {‘O} .

La classe n-l &tant définie, un groupe réticulé G sera dit de classe n

s'il est extension lexicographique d'un groupe totalement ordonné ( qui peut
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8tre {O.} ) par un groupe réticulté de classe n-1 ou s'il est somme directe
ordonnde d'un nombre fini de telles ecxtensions.

I1 en résulte que tout groupe dé classe n est de classe n+l et que la
somme directe ordonnde d'un nombre fini de groupes de classe n est encore de
classe n . .

On voit en particulier que les groupes de classe 1 sont les groupes tota-
lement ordonnés et les sommes directes ordonnées d'un nombre fini de groupes
totalement ordonnés. -

Par récurrence sur la classe, on voit facilement que tout groupe réticulé
appartenant & 1'une des classes précédentes n'a qu'un nombrgfini de filets. Ré-

ciproquement s

Théoréme 5.~ Tout groupe réticulé G n'ayant qu'un nombre fini de filets appar—

"tient & 1'unc des classes précédentes.

On raisoyne pér récurrence sur le nombre m des filets du groupe G . Le
théoréme est vrai si m = 1 (cas ot G = { O}- ) et si m=2 ( cas d'un groupe
totalement ordonné) . Supposons qu'il ait été démontré pour tout groupe ayant
moins de m filets.

ler cas « G = G . Le théoréme 4 montre que G est somme dircete ordonnée

lgicr Gi ou les Gi sont des.groupes réticulés ayant m-l filets au plus.
Chaque 'G, appartient & une classe n(i) d'aprés les hypothzses de récur-

rence. Donc G appartient & la classe n = sup (n(i)).
L 'o1gigr .
. 2éme cas « G { G« G est alors extension lexicographique du groupe totale-—

ment ordonné G/G par Ge Le groupe G a m filets au plus et, étant tel que

G =G , il entre dans le premier cas. Il appartient donc & une gclasse n . Par
suite' G appartient & la classe n+l .

Le théoréme précédent résout complétement le probléme que nous nous étions
Posée Il montre en particulier qu'a tout groupe réticulé G ayant un nombre.fini

de filets 4, on peut faire correspondre un tableau tel que le suivante 1

4 o
S
(&}
(]
(o o]
o«

B
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dans lequel chaque groupe Gi est un groupe totalement ordonné différent
de O} . Chaque barre horizontale représente la somme directe ordonnée des
groupes réticulés situds au-dessous et qui lui sont attachés par de petdts
traits verticaux. La figure formée par une barre horizontale rattachée & un
Gi situé au-dessus dtelle représente une extension lexicographique de Gi par
le groupe représenté par la barrc. On suppose en outre que chaque barre hori-
zontale porte au-dessous d'elle ay moins deux petits traits verticaux et que
deux groupes tels que (}.1 et Gj ne peuvent &tre directement attachés au
moyen d'un trait vertical.

Lo tableau dessiné plus haut représente donc la somme directe ordonnée de

quatre groupes [‘1 s F; s G8 et G9 s le groupe f‘ étant une extension lexi-
cographique de G4 par la somme directe ordonnée des trois groupes G1 ’ G2

et G3 et [ﬁg étant une extension 1ex1cograph1que de G7 par la somme directe
ordonnée de G5 et G6 .« Le théoréme suivant monire de plus qutun tel tableau

est unique

Théoréme 6 (d'unicité).- Un groupe réticulé G ne peout se présenter que d'une

maniére comme une somme directe ordonnée d'un ensemble

quelconque‘(fini ou non) de groupes réticulds G, (L€1I)
_ tels que G, # G, :
Remargues Ce théordme généralise le théoréme 3 du Ch.II, §2 de [2] dtaprés

lequel un groupe réticulé ne peut se reyrésenter que d'une maniére comme somme

- directe ordonnée de groupes totalement ordonnés différents de {O}.

S o vt
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