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Séminaire d'ALGEBRE
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SUR LES CHAINES MAXIMALES D'IDEAUX DANS LES ANNEAUX

Conférence faite par J. GUERINDON, le 10 mai 1954 .

L'étude des chalnes maximales d'idéaux dans les anneaux,déja bien connue de
Sono 5}1] ; repose sur la théorie de Jordan-Holder, et se généralise aux modules
sur un anneau. La géométrie algébrique utilise des chalnes d'idéaux d‘un type
fixé, le plus souvent dans les anneaux noethériens. Ainsi les chalnes d‘'idéaux
premiers ( [7] y [91 R [ﬁdj ) conduisent aux notions de dimension et les chaines

d'idéaux primaires d'idéal premier fixé & celles de multiplicité ( [10] , [12} )e

Aprés avoir briévement rappelé l'existence d'une chailne maximale d'idéaux P;
primaires de q & p ( q &tant primaire de radical p ) selon 1l'exposé de
Northcott [9] s on reprendra en détail la notion de couverture d'un idéal I
par un idéal J et on donnera tous les J associdés & un I donné. Ceci conduit
& la notion d'idéaux quasi-uniformes et se précise dans le cas noethérien. On
étudiera ensuite les idéaux quasi-maximaux, Q'est%é—dire les idéaux dont tout
suridéal premier est maximal : cela conduit alors & une topologie des anneaux

noethériens voisine de celles qu'a définiesO. Zariski ij} et exposées en {10!

I.- Soit R un anneau cdmmufatif, muni d'un élément-unité et noethé-
rien (condition de chatne maximale pour les idéaux). Soit q un idéal primaire
d'idéal premier associé p (on dira en ebrégé que q est p-primaire). Il re-
vient au méme de dire que l'on a ies 3 conditions imposées aux deux idéaux donnés
g et p:xXx) qCp , f) abe g et a £ q entraine bep , Y ) Le q
un entier n positif entraine xe p . R étant noethérien on a en plus g = pu

pour un u .

Comme toutvidéal I primaire compris entre p et q est p-primaire (on
a po21I1D9 pn ) les chatnes d'idéaux primaires entre p et q seront des chalnes
d'idéaux p-primeires. L'existence de telles chaines maximales se fera en deux
temps : 1°) Passage de R & l'anneau R™ généralisé des quotients de R rela-

-~

. N % . s s
tivement & p 3 2°) Passage de l'anneau local R' & un enneau d'Artin primaire A.

° e s - . 3. .
1°) R ayant en général des diviseurs de O il faut considérer une premieéerc

réduction modulo un noyau N ([3] et [9]). Soit N 1'ensemble des y & R
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tels que cy = O pour un ¢ é p » C'est bien un idéal (p est premier) et on

a NC p . De plus tout idéal p-primaire Q contient N 3 x= N entraine

pour un ¢#£ p ocx =0 Q donc x€ Q. Alors p' = p/N contient tous les
diviseurs de 0 de R' = R/N . Désignons par u' la classe modulo N de tout
ue R, Sionavait y , 2@ R avec y' , z'=% 0' et y'z' = 0' alors par

'

exemple y'¢ p' , ¥ ¢$ py, yze N donc pour un x& p xyz =0 et comme
xyd py z€ N dloll z' =0 ce qui est contradictoire. Il est & noter que,

sauf si R n'a pas de diviseur de O (R = R') , R' n'est pas un suranneau de R.

'Soit alors R™ 1'anneau ordinaire des quotients de R' relativement a
1'idéal premier p! (anneau généralisé des quotients de R relstivement & p ).
Clest un anneau locel d'idéal maximum p* = K'p' . Posons q¥ = Rqg' avec
q' = g/N . On vérifie au moyen des conditions «) R) ) qu'il y a correspon-
dance biunivogue entre les chaines d'idéaux primeires de g a p en R et les
chalnes d'idéaux primaires de q' & p' en R' , puis entre ces chalines et les

chaines de suridéaux primaires de q* en R™ .

823 3 3 . . -~
2°) L'anneau A = R /q® est alors un snneau d'Artin primeire (il est nocthé-
rien et 1'idéal nul est primaire et a pour radical 1'idéal maximum). Il y a cor-
respondance biunivoque entre les chalnes d'idéaux primaires contenant g* en R™
et les chalines d'idéaux quelconques A .
On sait (voir par exemple la IV® partie) qu'il y a en A des chaines maxi-
I
B4
L.

males d'idéaux ot de longueur toujours la méme . 11 en est de méme pour les

chaines considérécs en R*; R' et R . Ce nombre ,k s'appelle longueur de

1'idéal primeire g ( [10] , I , 4 ) .

II.~ Dcprcnons une chaine maximale C de la premidre partic, en suppo-

i

g une telle
210

sant que p soit maximal en R . Soit p = q1‘3 Qny 2 ees I 4y

chaine et soit I un idéal de nature arbitresire satisfaisant & : g a
, k k+1

(k ¢ n=1) . Il existe un entier u (dépendant de k ) +tel que Qg 2 p"  done

—.u
ona 1IDp et I est p-primairc. Or C est maximale, donc on a soit I = 9

soit I = On dira gue couvre

Uesq ° Sy Yeyq *

7
DEFINITION : R étant un anneau commutatif muni d'un élément-unité, on dit cue

1'idéal J couvrec 1t'idéal I siona J=I et g'il n'existe aucun idéal stric-

tement compris entre I ¢t J .

En perticulier les idéaux minimaux sont ceux qui couvrent 1'idéal nul. Etant

donné un idéal I # R fixé on va voir & quelle condition il existe des idéaux J
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qui le couvrent ¢t trouver tous ces idéaux.

Si x€J -1 , J étant l'und'eux, ona I I+ RxcJ dome J =1 +Rx
Tout idéal de la forme I + Rax , avec axd I et égale I + Rx et cela suffit
car tout idéal compris cntre I et I + Rx x % I , contient des éléments de la
forme i + ax avec i€ I, (ax % I) donc contient I + Rax . Ceci édquivaut a
dire que x & I + Rax quel que soit a satisfeisant 2 axs% I , ou encore que
pour tout a tel que ax ¢ I il existe un y& R tel que x(1 - ay)e I .
Finalement la condition est que R/(I : Rx) soit un corps, c'est-a-dire que

I ¢ Rx soit un idéal maximal M de R .

On en déduit de I ¢ Rx =M que x€ I : M-I ., Si réciproquement pour
un certain iddel maximal ¥' ona I : M' #I , soit ue I ¢t M' =1 ona
BuCcI:HM , ulcI , MCTI :PRu etcomme uéI, I:Bu#R donc I : Ru

=M, M étant meximsl., On a le :

THEORELE 1= I étant un idéal # R de l'anneau commutatif & élément-unité
R, la condition néccssaire et suffisante pour qu'il existe un idéal J qui cou-
vre I est qu'il existe un idéal maximal i satisfaisant 3 la condition I ¢ If

£I . Les idéaux J sont alors les idéaux I + Bx ot xé& I ¢ M - I .

DEFINITION : On dira qu'un idéal I d‘un anneau R est quasi uniforme stil

existe en R un idéal maximal M +tel que l'on ait I ¢ M #1 ,

Cette définition sera justifide dans le cas o R est noethérien (ctost—am
dire satisfait & la condition maximale pour les idéaux). Par exemple pour qu'il
exigte pour R des idéaux minimaux il faut et il suffit que 1'idéal nul soit

quasi uniformnc.

On voit immédintement qu'un idéal premier p n'est couvert par aucun idéal,

s'il n'est pas maximal. En cffet quel que soit 1'idéal maximal i contenant P

Si onavait u&€ p s M-p et ve M- p on aurait uv € p. 81 p est maximal

il est couvert par R . Lorsque R n'a pas d'unité s on est seulement assuré

que I : Rx est premier dans ce qui précdde (cf. liori) . Bornons—nous au cas ol
I=(). Si xye 0:1I et x¢0:I, ona XyIC;szC.I done xI =1 ,

yI = (0) et v€ 03I . Donc si I est minimal pour R, O 3 I est premicr .

L'exemple suivant qui sert classiquement & montrer gu'un anneau sans élément-unité
n'a pas toujours d'idéal maximal, va nous montrer que O s I peut &tre premier

sans 8tre maximal.

Prenons pour R 1'annecau de carré nul dont le groupe additif est constitué

. no . AN
par les restes modulo un des fractions a/p° oli p est un nombre premier fixé,
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a et n des cnticrs naturels éventuellement nuls. Les idéaux de R sont les
sous~-groupes du groupe précédent. Soit u/pn un élément fixé de R et v/};>n

un autre, u seul étant supposé non divisible par p , v étant quelconque.

Il existe des cntiers r et s tels que ru + spn = v , donc que: rgg/pn -l-ﬂ =v/pr}
. Donc le groupc cngendré additivement par u/pn est l'ensemble G =~ des W/pn
modulo un, avee n fixé et W quelconque. Finalement les sous-groupes sont les

G etona GO = (0) C G1C . CanC eee 1l y a un seul iddal minimal

n

G, ={ensemble decs a/p modulo un.} et (0) G, = (0) = Gy aqui est bien pre-

mier mais non maximal.

THEOREME 2.~ S8i J couvre I , J/I est un corps ou un anneau de carré nul
(cf. Sono, pe. 224) selon que JQC}: I ou JQC_ I , ou encore que J’i M ou
Jo M, M é&tant 1'idéal maximal attaché & I ot J '
I = (0) par passage & R/I . Un minimal J est J = Rx avec x € (0) : M - (0).
Siona x€ M= (0) : Bx ona x> =0 done J2=0. Siona x¢ M, ona
x_2 £0, 32 £ 0 . Alors pour tout j = rx et tout j' =1r'x £0 (r, r'€ R)

on peut trouver un j" = r"x (r" e R) 1tel que J"j' = j ou r'x.r"x - rx =0

« On se raménc au cas ol

ou r'xer" -re (Q) ¢t RBx = M ot ceci est possible car R/M est un corps et
r'xef: M (simon r'x e M, xé N domcrait r'€ M, r'€ 0 : Rx, r'x = 0).

On va donner les idéaux minimaux qui sont des corps d'une autre manidre. On

utilisera le lemme ¢

LEIME.~ Si M est un idéal maximal tel que (0)M # (0) et si L est le radi-
cal de Jacobson dc R (intersection des idéaux maximaux) il y a équivalcence entre
les quatre conditions :

a)(o:m)2=(o) sy b) O:wMCL , c)O:sHMCM , d) 0 :MANZ(0)

On sait que L contient 1l'enscmble des idéaux nilpotents (Jacobson III) donc a)
entratne b) . Comme Lc M, b) entrafne c) . Si c¢) est réalisé, on o

{(O) :/M)Z{QC [(O) : M)}. M= (0) donc a) . Enfin c) et d) sont équivalents
car c¢) entrainc (0) : MN M = (0) ¢ M # (0) . Enfin si d) est réalisd, il
existc un u £0 de [(O) M}f\ M . Alors pour tout ve (0) : M ona vM= (0)
vu =0, ve O :Ru =M donc O s MC U et c) est réalisé.

L 1]

On déduit alors du théordme 2 et du lemme, le :

THﬁORﬁ:ME 3e= Les idéaux minimaux & carrés nuls d'un anncau R sont tous les
idéaux Rx olt x parcourt toutes les intersections ((O) : M] N M qui nc sont
pas nulles pour un idéal maximal il convenable. Les ;déaux minimaux qui sont des
corps sont les BRx oli x # O parcourt les quoticnts (0) : M qui satisfont pour

un idéal maximal converable M & l'une des 4 conditions équivalentes s
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(o) emi? 4@ 5 (0 :udr ; (0):ucu ; [(0) s :]N 1= (0) aveo
(0) ¢+ M £ (0) 3 L désignant le radical de Jacobson de R .

Remarquc ¢ Si M meximal satisfait & (C) : M # (C) +tous les minimaux

contenus en  (0) s M sont donc tous des corps ol tous de carrés nuls.

‘ ~ 2 |
COROLLAIRE.~ Si un idéal maximal ¥ satisfait 2 la condition 1{0) s+ M):“£ (0),

1'idéal (0) s M ost minimal et c'est un corps.

Soit en cffet e 1tunité d'un idéal minimal corps contenu cn (0) ¢ 1 .
Ona e =262 ou.: ¢(1 =¢) =0 donc 1 -e & (0) : Re =M. Sionaun autre
corps d'unité e! , on surait 41 - e'e M donc ¢ - e'e M , donc e(e - c') €
530) : M] . i = (0) donc ¢® - ce' = ¢ ot de mdme oce' = o' . TFinalement

e =e', Re = Ro! et ona Rc =Re' = (0) ¢ M.

III.~ On suppose maintenant en plus que R est noethérien. Quel que
soit 1'idéal IO % R et 1'idéal I contenant IO et différent, il existe au
moins un J , couvert par I , tel que I 3J 2 IO . Dans le cas contraire il
y aurait une chalnc infinie strictement croissante entre IO et I . BSoit
I=Q NN une décomposition primaire minimale (Qi étant Pi—primaire)
de I . On sait ( [9] §1.7) que les P, sont différents et déterminés et que
les ’Qj associés aux Pj minimaux parmi les Pi sont déterminés 3 Q. est
l'ensemble des x € R tels que I 3 Hx.f.Pj (composants isolés). On utilisera

deux lemmes

LEVME 4.~ Si 1'idéal P-primaire @ est composant isolé de I , le quotient
Q ¢ P est l'ensemble des x & R tels que I x?4¢ P et aussi ceclui des ye€R
tels que Q : yP¢ P .

En effet ve Q : P équivaut & vP<C Q donc & vm, & Q pour i =1, coe
h si P = (mq, cee mh). Q : P est donc l'ensemble des v tels que I : Rvm,
7& P pour tout i , Mais comme I 3 VP = /9 I : Rvmi pour tout v , les idéaux
premiers contenant I : vP sont ceux qui contiennent l'un des 1 s'Rvmi , d'olh

la proposition.

LEMME 2.~ Pour qu'un composant P-primaire isolé de I soit confondu avec P
il faut ot il suffit que I : P P .
En effet @ = P revient & éerire Q ¢ P = R donc que 41 appartient a la

famille des v tcls que I sz vP¢ P .

/ > f
THEOREME 4e~ Pour qu'un idéal I d'un anneau noethérien R avec élémcnt-

unité puisse &tre couvert par des idéaux J , il faut et il suffit qu'un de ses
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idéaux premiers csscntiels soit maximal.

En effet I : M £ I pour un idéal maximal M équivaut & dire que M est
contenu en un idéal promier essentiel de I (Van der Waerden, liod. Alg. sect. 88

ou [9] §1.9)

On obtient explicitement les idéaux J qui couvrent I au moyen de sa dé-

composition Q, O +ee N QN .oV Q , les idéaux P, , .., P (rx 1) étant

r
maximaux, les éventuels P s eee 5 P ne l'étant pas (r<s) . On aen effet

r+4
H = A H i 2 { e P,
I Pj =@ NN Qﬁwf«\ Q Pj'w Qg A Qr/\ K\QS pour tout P,

(j.s r) . Alors J oesi du uype I +Rx ot x parcourt les r différences

I Pj - I ainsi explicitées.

Ceux des idéaux J pour lesquels J/I est un corps sont donnés par le :

THEOREME 5¢= Les idéaux J qui couvrent I et donnent pour le facteur J/I
un_corps sont tous les iddaux : '

= Qc/\ coe (1 Qj_1(1 Qj g ijX Qj+1f\ .f./w Q

pour lequel Pj est un idéal essentiel isolé de I confondu awec le composant

Q,j associé.

C'est uhe conséquence immédiate du théoréme 3 et du lemme 2 .

IV.~ Supposors cn outre que R est un anneau d'Artin (toute chaine
d'idéaux différcnts cst Finie). Alors pour tout triplet d!'idéaux différents em—
boités IC JC K il cxiste des iddaux I' et J!' tels que ICI'c JCJ'CK

et que J couvre I¢ <% J° couvre J .

Si un anneau d'Artin a des idéaux propres il posséde des idéaux minimaux 3
Al Lin & Pol © CST Ul CULpe (.wil chdse Samuel). En un tel anneau le radical
Jacobson L (intersection des idéaux maximaux qui sont en nombre fini et sont tous
les idéaux premiers) coinzide avec le radical nilpotent (ensemble des nilpotents):
voir aussi Lé} + On dira que R ecst scmi-simple lorsgue L = (0) . Le théordme

3 redonne facilement le fait que si tout idéal promier est maximal un anneau

- . - . . e 3 - na ~ .
nesthSeion R oogt tmaoeom dlirdin o teut 1dinl dovorond susgleuniforms peut &trc

couvert. D!'oll des chaines croissantes (0) C I, C'I1£: ess qui sont finies R
étant noethérion. Alors R cest cnncau d'Artin d'aprés le théoréme de Jordan—
Hélder. En R fous les composants de 1'idéal nul sont dselés et déterminds. Le
théoreme 5 se,simplifio et on a, en se bornant & premdre I = (0)

THéOREME 6 : Les idéaux minimaux corps d'un annecau d'Artin sont les quoticnts
(0) + M oh M ost tout idéal maximel confondu ﬂvqg le 8omposant cerrespondent

de (0) « Il est aussi ltintersection des composants. non “attachds & M .
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Soit en offet H1 g eoo g Mn les n idéaux premicrs-maximaux de R , Mn
étant un composant de (0) par exemple, et C = (0) : M le corps correspondant
D'aprés le théoréme 3 , C ¢ Mn dont C a pgn-+ composant Q1 g eos Qp .
I1 existe des idéaux primaires ne contecnent pas C (sinon (0) ne serait pas

o

1'intersection de tous les idéaux primaires de R }, soit Q 1l'un d'eux. On a

QN C = (0) , C étant minimal ct donc (0) = QN e N pr7 Q . On a donc
p+1=n etles Q , «.o, Q , sont les composants de (0) attachés a

]

1}

et détorminds uniquement car on a les égalités 5 Q = M et

M1 g oo Mn-'_1 n

_ e 3 e M M ¢ = N ..M .
O H Mn = Q,1 .‘ LIn 1 LI n %~1 ° Ilnn "n L:[n Q” %—1

COROLLAIRE 4= Pour qu'un amneau d'Artin soit semi-simple il faut et il suffit

gue tous ses iddéaux minimaux soient des corps. Ccla revient & écrire (0) comme

intersection d'idéaux mazimaux et alors le radical est (0) lui-m@me.

Ve— On appellera idéal quasi-maximal (en abrégé gq.m.) tout idéal Q

tel que tout idéal premier P contenant Q scit maximal en R . Cette notion

est valable pour un anneau R quelconque (commutatif, avec unité). Si R est
"noethérien les idéaux q.m. sont les idéaux I dont tous les idéaux premiers
essentiels sont maximesux s ce sont les I tels que R/I soit un anncau dfArtin

ou ce qui revient au m8me, lez I tels que toute chalne de suridéaux différents

de I soit finie. In particulicr les idéaux uniformes sont de tels idéaux g.m.

et notamment les idéaux meximaux. On déduit de IV queé les anneaux d'Artin sont

les anneaux nocthéricns Pourlesquels tout idéal est qe.me

On appelera radical nilpotent de I (rad. I) 1'ensemble des x dont unc

puissance apparticnt & I : c'est l'intersection des idéaux premiers contenant
I (démonstration pour I = (C) en [1] , passer ensuite au quotient par I ).
Lorsque R est nocthérien on a pour un s minimum (rad. I )°c I (cf. [9],

S 1.9) ¢ s est llexposant de I .

On appellera radical de Jacobson de I 1'intersection rj(I) des swidéaux

maximaux de I ,
On a les propositions immédiates pour R quelconque :

a) Tout suridéal d'un idéal q.m. est lui-méme Qe Me Une somme d'iddéaux geme

le quotient d'un idéal g.m. par un idéal est q.m.

b) Pour que I soit gem., il faut et il suffit que rad I 1le soit 3 car il y a

identité entre les idéaux premiers contenant I et ceux qui contiennent rad I .
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¢) Un produit fini d!idéaux U, qeme U =70, ...U est g.m (tout premier P
contenant U conticent un des Ui ). TUne interjection finiec d'idéaux q.m. est
g.me ; car clle conticnt le produit. Ceci sera utilisé pour une certaine topolo-

gic en VI .
Lorsque R est supposé noethérien on a les propositions 3

'd) Pour que I scit geme, il faut et il suffit qu'il conticnne un produit fini
de puissances d!'idéaux maximaux s
Si I est gqemse ¢t 81 rad I = M

_ v \S .
e 0 0 v -~ ‘D e 0 o i L]
] Mn ona I (M1 dn) .Sl on a

I M;("... M‘f;n I est g.m. d'aprés a) .
¢) Pour que I soit gqem., il faut et il suffit qu'il soit contenu en un nombre
fini d'idéaux maximaux et que rad I = rj(l) , ¢t pour que rj(I) soit qeme, il

faut et il suffit qu'il y ait un nombre fini de suridéaux maximaux pour I.

v Cette derniérc proposition est évidente. Enfin si I est q.m., on a bien
rad I = rj(I). et comme rad I est g.m. rj(l) aussi et I est contenu en un
rj(I) et si I

est compris en un nombre fini d'idéaux maximaux rj(l) donc rad I, donc I

nombre fini d'idéaux maximoux. Si inversement on 2 rad 1

1}

sont gqem.

f) L'intersection L d'une famille (Li) dtidéaux q.m. telle qu'il y ait un

nomhre fini d'idéaux maximaux contenant chacun au moins 1'un d'eux est &lle-mbnc

gems si et sculcment si los exposants des Li sont bornés.

Si la condition est réalisée on a rad L C {;\ rad L.l et inversement si
x € rad Li pour tout i , on a pour un s fini e Ij pour tout i , donc
s .
x &€ L donc e red L . Donc rad L = /’;\.rad Li et rad L est gems donc L .

La réciproquc scra unc conséquence de

g) Si une famille Li d'idéaux g.m. a une interjection I g.m. les exposants dcs

Li gsont bornés

En offet on a dlaprés d) ¢ L Mj oo M: + Les suridéaux maximaux des Li sont

7/

parmi M, , ... , I~ donc les cxposents des L, sont inférieurs ou égaux & X

exposant de L .

h) Le condition nécessaire et suffisante pour que toutc intersection d'idéaux
qem. s0it geme est que R soit anneau d'Artin. Clest suffisant. C'est néces-
seire, car si l'intersection de tous les idéaux maximaux doit &tre ge.m. Cette

intersection est (0) d'aprés cc qui va suivre donc (0) est gems et R est

annecau d'Artine.
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Z > : » 3 . K3 »
i) THEOREME 7e- L'intersection fles suridésux quasi-moximeux d'un idéal I # R

d'un anncau nocthéricn R est I lui-méme.

[0
LEMLE 1.- (Cf. {91 ch.III p.49 , th.q1) : L'intersection B = fg A5 des

i
J
puissances 4tun iddéal A est l'ensemble des x  tels que X = ax pour un

a< A .

En effet s1i x=2ax ona x = a2x = a3x donc x& B . Si réziproquemecnt
x & B, soit AD = qqf\ ece Y q, une décomposition primaire normale de AB cn
idéaux a; p.~pr1aa1res. Pour tout i on a ABC q; done soit B Qi ’
soit A C Pi ou Qiil Pi o An'D B donc ona B Q.Qi ¢t finalement B C AB .
Si (b1 » ees 5.0 ) ostunc besc de B onma b, = ai by +oeee 2y b (2; € A)
et pur tout = ;ﬂ (b r - a, r)br =0 (?:ir =0 si 1 % r ot Si: =1).
Si O = det (S r -a, r) on a pour tout r , Abr -0 donc AB =0 meis

A=1-a (a.e A). &Ainsi x & B entraine x(1 - a) = C pour un a € A,C.Q.7.D

o

LEME 2.- Si M cst un idéal maximel de R , fg\ Mk est l'ensemble des
x € R tels que (O) : Rx{ 1 ..... .
En offet x(1 - m) = avec meée M entraine 1 -me (0) s Rx avece
1 - m& . Réciproquement =i (0) ¢ M, il existe un u avec u %.M
et ue (0) ¢+ Bx . Il existe alorsun v E€ R etun me M tel que uv + m = 1
o
d'ot (1 - m)x = uvx = 0 donc x< fﬂ e,
Pour démontrer le théoréme 7 on peut se ramener au cas ot I = (0) par
passage a R/I ¢ les idéaux meximsux II' de R/I et leurs puissances corres—

pondent biunivoguement aux idéesux maximaux I ¢t & leurs puissances qui conticn-—

net I , au moyen de l'égalité W' = L/T .

Si 2z appartient donc & l'interscction de tous les idéaux gqems de I 4, R
ayant unc unité (0) s Rz nec peut appartenir a4 aucun idéel maximal (Krull)

donec veut R et 2=0 .

Il est & noter que I n'est l'intersection d'un nombre fini de ses suridéaux

gem. si et sculecment si il est lui-m@me q.m.

VIie— Soit A ur anneau nocthérien avec élément-unité et k Q.¥7 la
famille des idéaux quasi-maximeux. Soit T 1la topologie sur A ot les ZQdf

constituent un gystémc flondemental de voisinages de O . @n vérifie les 4 axio-

mes usuols é L2l che I) notamment gréce & la propriété c) d'interjection finic.
On verlflcil' addition est continue (x = Xg * ¥ =¥y % Q°< dés que X - Xy ot
Y =¥y € Qy ) ct également la multiplication (xy - X Yo = x(y - yo) + yo(xéxo)

€ Qu dés que x - Xy et y -~ Yo € Q. ) d'ol un znneau topologique sgéparé
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zu sens de Hausdorff (axiome T2 d'Alexendrof-Hopf) noté cncore A .

La propriété d) montrc que l'on obticnt la mdme topologie cn prenant lecs

produits de puissances d'idéaux meximaux comme voisinages fondamentaux de O .

En particulicr si A posséde un nombre fini d'iddaux meximaux on retrouve
la topologiec usuclle Z des anneceux semi-locaux topologisés par les puissances
o - }
du radical ( /101 ot 1230,

Lorsque A a unc infinité d'idéaux meximesux T et 2 sont différentes
car le radical de Jecobson n'étant pas g.m. ne saurait contenir aucun voisinage
gems sclon T , dlopréds a) . Si A' ¢t A" sont les complétés de A pour
T et Z, onaalors A" C A', avec A" # A' lorsque A a unc infinité dli-

déaux meximaux.

PROPRIETﬁS DE LA TOPOLOGIE T s

a/ Tout idéal do A st forms en A 1'adhérence de 1'idéal I est 1l'in-

tersection des I + Qe + Or la famille des I + Qo est identique & la famille
Qp des suridéaux qeme dc I . D'aprés &c théordme 7 ona O Qs =1,
b/ Il y a correspondance biunivoque entre les idéaux I de A et les iddaux

I' de A' selon la loi s I' =A'T , I =1I'MNA . On dira que I et It

sont associés.

Pour tout I ona ICA'IN A (A' a unc unité comme A ). Soit

X €AMINA,one x=5; o« >i savec les i € I ,X’éA'.Mais
o) » p P

Y : It ~ . 3 . . I .
0( b = im_ ¥p1n avee des °<p1n€ 4. Or °<p1n 1p€ I donc la limite “(plpe I
I étant fermé donc . x< L . On a donec I = AtIN 4 . Les idéaux A'lI repré-
sentent bien tous les idéaux de A! car soit I' wun idéal de A' , et soit

I =1I'n 4, c'est un idéal et on a : A'T = A'I'A A'A = T .

/ \ ' .
c/ THEOREME 8.~ Le complété A' de A est un annesu noethérien.

Il y a2 cn effet correspondance biunivoque entre les chaines d'idéaux en A

et en A' .

d/ Deux idéaux associés ont une base ccmmune en A s si on a 3
I,= A- + ece + A. (i € A) oh & I' = A,I = .A'A. + see = .aA:,.'. + eee car
. 14 1n k 14 14
A'A = A . ‘

e/ De deux idéaux I ot I! associés, si l'un cst quasi uniforme ou quasi-maxi-

mal, l'autre l'est également.
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En effet b/ introduit une correspondance biunivoque entre les idéaux
uniformes de. L et dc L' : les puissances d'idéaux meximeux sc¢ correspondant

et L et A' étant noethériens.
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